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SITZUNG  VOM  7.  JANUAR  1901. 

Vorträge  hielten: 

Herr  0.  Holder,  o.  M.:  Die  Axiome  der  Quantität  und  die  Lehre 
vom  Maas. 

Herr  H.  Bruns,  o.  M.  : Vorlegung  einer  Abhandlung  von  Herrn  l)r.  Ghoss- 
MANN  in  Leipzig:  Beobachtungen  am  llKPsoi.D'Bchen  Meridiankreise; 
für  die  Abhandlungen,  Bd.  XXVI,  No,  VI. 

Herr  E.  Herino,  o.  M.  : Vorlegung  einer  Abhandlung  von  Herrn  l)r.  Garten 
in  Leipzig;  Rhythmische  elektrische  Vorgänge  im  quergestreiften 
Skelettmuskel;  für  die  Abhandlungen,  Bd.  XXVI,  No.  V. 

Herr  M.  Krause,  o.  M.:  Ueber  Orthogonalsysteme  im  Gebiete  der 
Thetafunktionen. 

O.  Hölder;  7)/e  Axiome  der  (Quantität  und  die  Lehre  vom 

Mass. 

Man  hat  schon  in  einem  doppelten  Sinne  von  Axiomen  der 
Arithmetik  gesprochen.  Einmal  werden  vielfach  die  Thatsachen 
Axiome  der  Arithmetik  genannt,  mit  denen  sich  die  folgenden 
Entwicklungen  beschäftigen,  und  die  ich  lieber  als  Axiome  der 
Quantität  oder  als  Axiome  der  Grössenlehre  bezeichnet  haben 
möchte;  andererseits  ist  auch  gesagt  worden,  dass  die  Arithmetik 
im  engei'en  Sinn,  d.  h.  die  Arithmetik  der  ganzen  Zahlen,  auf 
unbeweisbaren  Thatsachen,  d.  h.  auf  Axiomen,  beruhe.  So  hat 
V.  Helmhoi.tz  die  Fonnel 

o + (h  + 1)  = (a  + b)  + 1 , 

auf  die  H.  Gras.smann  die  Ijehre  von  der  Addition  der  ganzen 
Zahlen  gegründet  hat,  als  Axiom  der  Arithmetik  bezeichnet.') 

i)  Vergl.  H,  Grassmann,  Lehrbuch  der  Arithmetik,  i86i,  S.  4,  No.  15; 
V.  Helmholtz,  Wissenschaftliche  Abhandlungen,  3.  Bd.  1885,  S.  363 
(aus  „Philosophische  Aufsätze,  Eduard  Zeller  zu  seinem  fünfzig- 
jährigen Doctoijubiläum  gewidmet,“  1887,  S.  ii  bis  52).  Im  üebrigen 
fasst  V.  Helmholtz  a.  a.  0.  «das  Verhältnis  von  Arithmetik  und  Grössen- 
lehre genau  so  auf,  wie  es  in  der  vorliegenden  Arbeit  durchgefflhrt 
worden  ist  (Vergl.  auch  F.  Klein,  Mathematische  Annalen,  37.  Bd.,  S.  572). 

Math.'phys.  Clas»e  1901,  1 
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Diese  Formel  ist  aber  nur  eine  Beschreibung  des  Additionsver- 
fahrens. Sie  besagt,  dass  die  Zahl,  welche  wir  als  Summe  von 
a und  von  der  auf  h folgenden  Zahl  ?,i  -f  1 anzusehen  haben, 
in  der  Zahlenreihe  auf  die  Zahl  a b folgt.  Die  Formel  be- 
stimmt also,  dass  a+l,  a-)-3,  n-f4,  n-|-c  auf- 

einanderfolgende Zahlen  sein  sollen,  sie  bestimmt  also,  dass  wir 
die  Zahl  a c dadurch  finden,  dass  wir,  mit  der  auf  a folgenden 
Zahl  a -f  1 beginnend,  so  lange  aufeinanderfolgende  Zahlen  an- 
einanderroihen,  bis  wir  gleichzeitig  von  1 auf  c gezählt  haben. 
Deshalb  ist  es  besser,  die  angeführte  Formel  als  die  Definition 
eines  in  unserer  Gewalt  befindlichen  Begriffs  und  nicht  als 
Axiom  anzusehen. 

Als  eine  evidente  und  nicht  beweisbare  Voraussetzung  könnte 
man  es  freilich  ansehen,  da.ss  dieses  Additionsverfahren  immer 
aiKsgeführt  werden  kann.  Mau  kann  noch  mehr  derartige  Voraus- 
setzungen in  der  Arithmetik  finden,  die  darin  beruhen,  dass  wir 
es  als  evident  zulassen,  dass  gewisse  Verfahren,  die,  wie  wir 
sagen,  nach  bestimmten  Hegeln  verlaufen,  stets  in  bestimmter 
Weise  ausfübrbar  sind  und  in  gewissen  Fällen  auch  ohne  Ende 
fortge.setzt  werden  können.  Auch  dass  ein  Verfahren  zu  einem 
Ende  führt,  kann  unter  Umständen  evident  sein,  während  es 
unter  anderen  Umständen  natürlich  bewie.sen  wei'den  mu.ss.  Jede 
solche  Voraussetzung,  die  als  evident  zugelassen  wird,  steht  in 
einem  engen  Zusammenhang  mit  der  Regel,  nach  der  das  be- 
treffende Verfahren  verläuft,  d.  h.  mit  dem  Begriff  des  Verfahrens, 
und  es  scheint  mir,  dass  wir  diese  Voraussetzungen  nicht  so  aus 
unserem  Denken  herauslösen  können,  dass  wir  aus  einer  bestimmten 
Anzahl  von  ihnen,  ohne  neue,  ähnliche  Voraussetzungen  zu  machen, 
die  ganze  niedere  und  höhere  Arithmetik  herleiteu  könnten.  Es 
handelt  sich  hier  um  eine  Art  von  Erfahrung,  welche  aber  nicht 
zur  eigentlichen  Erfahrung  unserer  Sinne  gerechnet  wird,  da  wir 
sie  auch  in  Gedanken  machen  können,  und  es  ist  dies  im  Grund 
die  gleiche  — combinatorische  — Art  von  Erfahrung,  die  w'ir  für  die 
äussere,  sinnliche,  bisweilen  setzen,  nämlich  dann,  wenn  wir  sagen, 
dass  W'ir  deductiv  beweisen.  Es  erscheint  deshalb  zw'eckmässig, 
alle  derartigen  Gedankenbildungen  als  „rein  logische“  zu  bezeichnen, 
und  wir  können,  wenn  wir  dies  thun,  sagen,  dass  die  Arithmetik 
der  ganzen  Zahlen  rein  logisch’)  aufgebaut  werden  könne  und 

1 j Ich  betrachte  es  als  unzweifelhaft,  dass  die  Gesammtheit  der 
Kntwicklnugeii,  die  im  Sinn  des  Textes  „rein  logisch“  sind,  sich  nicht. 
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keine  Axiome  voraussetze.  Dasselbe  gilt  dann  auch  von  der 
Arithmetik  der  gebrochenen  Zahlen  und  der  irrationalen  Zahl- 
grössen, wenn  diese  entsprechend  definirt  werden. 

Anders  liegen  die  Verhältnisse  in  der  Geometrie  und  in  der 
Mechanik,  wo  gewisse  Axiome  vorausgesetzt  werden  müssen,  die 
aus  der  Erfahrung  der  Sinne  (oder,  wie  Andere  wollen,  aus  der 
Anschauung)  stammen.  In  ähnlicher  Weise  wie  die  Geometrie 
und  die  Mechanik  kaun  man  auch  die  allgemeine  Lehre  von  den 
messbaren  Grössen  auf  eine  gewisse  Zahl  von  Thatsachen  gründen, 
die  ich  als  Grössenaxiome  oder  als  Axiome  der  Quantität  be- 
zeichnen möchte.  Die  Lehre  von  den  messbaren  Grössen  gilt  in 
derselben  Weise  tür  die  Vergleichung  und  die  Addition  von 
Zeiten,  Massen,  Strecken,  Inhalten  u.  s.  w.  Um  jedoch  gleich 
einem  Missverständiiiss  vorzubeugen,  bemerke  ich,  dass  die  Axiome 
der  Grössenlehre  nicht  in  der  Form,  in  der  sie  hier  auftreteii 
werden,  in  der  Geometrie  vorausgesetzt  und  auf  Strecken  und 
Inhalte  angewendet  werden  sollen.  Es  bieten  sich  im  Gegentheil, 
z.  B.  für  Punkte  und  Strecken  einer  Geraden,  rein  geometrische 
Axiome  dar,  aus  denen  dann  bewiesen  werden  kann  (vergl.  den 
zweiten  Theil),  dass  für  die  Strecken  die  Thatsachen  erfüllt  sind, 
die  in  der  allgemeinen  Lehre  der  messbaren  Grössen  als  Axiome 
vorausgesetzt  werden. ' I 

Die  Lehre  von  den  messbaren  Grössen  ist  bereits  von 
Euklid  auf  eine  hohe  Stufe  gebracht  worden.  Sie  hat  neuerdings 
von  verschiedenen  Seiten  eingehende  Behandlung  erfahren.  Trotz- 

auf  die  in  der  Philosophie  hergebrachten  logischen  Formalismen  und 
nicht  auf  einen  fertigen  Symbolkalkül  zurückfiihren  lässt. 

i)  Während  bei  den  Strecken  vorausgesetzt  werden  muss,  dass 
man  zwei  Strecken  vergleichen  kaun  und  dass  man  sie  dabei  noth- 
wendig  entweder  gleich  oder  ungleich  findet,  kann  man  auf  Grund 
von  Axiomen,  in  denen  das  Wort  „Inhalt“  gar  nicht  vorkommt,  und 
auf  Grund  einer  gewissen  Definition  beweisen,  dass  zwei  Figuren  dem 
Inhalt  nach  verglichen  werden  können  (Schur,  Sitzungsberichte  der 
Dorpater  Naturforscher-Gesellschaft  1892;  Kili.ino,  Grundlagen  der 
Geometrie,  Bd.  2,  1898,  Absebn.  5,  S 5;  Hii.iiert,  Grnndlagen  der  Geo- 
metrie 1899,  S.  48).  Dies  beruht  darauf,  dass  die  Gleichheit  der 
Strecken  als  „ursprünglicher“,  die  Tnhaltsgleichheit  der  Figuren  als 
„construirbarer“  Begriff  der  Geometrie  angesehen  wird  (vergl.  meine 
Schrift:  Anschauung  und  Denken  in  der  Geometrie  1900,  S.  2 und 
Zi.NDLKii,  Sitzungsberichte,  der  phil.-hist.  Classe  der  K.  Akad.  d.  Wiss. 
zu  Wien  118.  Bd.  1889:  Beiträge  zur  Theorie  der  mathematischen  Er- 
kenntniss  S.  32 ; Zindler  nennt  die  ursprünglichen  Begriffe  „axiomatisch“). 

1* 
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0.  Holdes; 


dem  scheint  mir  diese  Lehre  noch  nicht  erschöpfend  abgehandelt 
zu  sein;  auch  haben  sich  in  einige  der  neueren  Liearbeitungen 
Irrthüraer  und  Unklarheiten  eingeschlichen,  weshalb  ich  glaube,  dass 
eine  erneute  Entwicklung  dieser  so  wichtigen  und  elementaren 
Theorie  von  Nutzen  ist. 


Erster  Theil. 

Grössen  und  MasszaMen. 

§ I.  Die  Axiome. 

Die  Axiome  der  Quantität,  d.  h.  die  in  der  Lehre  von  den 
messbaren  (absoluten)  Grössen  vorauszusetzenden  Thatsachen  sind 
die  folgenden*): 

I)  Aus  Zweckmässigkeitsgründen  ist  die  Annahme  gemacht  worden, 
dass  keine  gleichen  Grössen  existiren,  die  unterscheidbar,  also  nicht- 
identisch sind.  Dadurch  fallen  die  Axiome  weg,  dass  zwei  Grössen 
gleich  sind,  wenn  sie  einer  dritten  gleich  sind,  und  dass  Gleiches  zu 
Gleichem  addirt  Gleiches  giebt.  Diese  Thatsachen  müssen  natürlich  bei 
den  Anwendungen  zu  ihrem  Recht  gelangen  (vergl.  Axiom  (f)  in  § i8;. 

Ich  habe  hier  nur  im  Sinn,  ein  einfaches  System  von  Axiomen  zu 
geben,  aus  dem  sich  die  Eigenschaften  des  gewöhnlichen  Grösscti- 
continuums  ableiten  lassen;  ich  beabsichtige  nicht,  besondere  Arten 
von  Grössen  aufzustellen,  wie  es  Bettazz:  gethan  (Teoria  delle  gran- 
dezze  1890),  oder  den  landläufigen  Begriff  des  Continuums  zu  erweitern, 
was  V'ebünese  mit  seinem  „Continuo  assoluto“  versucht  hat  (Atti  della 
R.  Acc.  dei  Lincei,  ser.  4,  menorie  d.  cl.  d.  sc.  f.  vol.  6,  1889,  p.  613; 
vergl.  auch  Fondamenti  di  geometria  a piü  dimensioni  e a piü  speeie 
di  unita  rettilinee  esposti  in  forma  elementare,  1891,  deutsch  von 
ScHEPP  1894). 

Es  lässt  sich  noch  Einiges  über  die  Unabhängigkeit  der  aufge- 
gestellten  Axiome  sagen.  Ich  will  dabei  aber  die  Axiome  I,  III,  VI, 
von  vornherein  annehmen.  Dann  kann  gezeigt  werden,  dass  die  Axiome 
II,  IV,  V,  VII  von  einander  und  von  den  bereits  angenommenen  Axiomen 
in  gewissem  Sinne  unabhängig  sind.  Es  giebt  nämlich  ein  System 
von  Dingen,  für  welche  das  Axiom  II  nicht  gilt,  während  1,  III,  IV, 
V,  V'I,  VII  erfüllt  sind,  nämlich  die  Gesammtheit  der  positiven  ganzen 
Zahlen.  Es  giebt  auch  ein  System  von  Dingen,  für  welche  das  Axiom 
VII  nicht  besteht,  während  alle  anderen  Axiome  erfüllt  sind,  nämlich 
die  Gesammtheit  der  positiven  rationalen  Zahlen.  Eine  Mannigfaltig- 
keit, für  die  alle  Axiome  gelten  ausser  IV,  ist  durch  die  säinmtlichen 
reellen,  positiven  und  negativen  (rationalen  und  irrationalen)  Zahlen 
(Zahlgrössen)  zusammen  mit  der  Null  vorgestellt,  wenn  man  die  Be- 
griffe „grösser“  und  „kleiner“  im  algebraischen  Sinne  nimmt.  Um  nun 
noch  eine  Mannigfaltigkeit  zu  erhalten,  welche  allein  das  Axiom  V 
nicht  erfüRt,  betrachte  man  alle  Zahlenpaare  (x,  y),  wo  x alle  positiven 
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I.  Wenn  zwei  Grössen  a und  b gegeben  sind,  so  ist  entweder 
n mit  b identisch  (a  = b,  h ^ a),  oder  es  ist  a grösser  als 

von  Null  verBchiedi'iien  Zahlen,  und  y alle  Zahlen  von  o bis  b mit 
Einschluss  dieser  Zahlen  a und  h selbst,  die  jiositiv  und  von  Null  ver- 
schieden sein  mögen,  annehmen  kann.  Es  sei  dabei  (x,  !/)>(*”,  y'), 
wenn  entweder  a:  > a:',  oder  wenn  x = x',  und  y y’  ist.  Die  Summe 
(a:,  y)  -f-  {x",  y")  sei  durch  die  Eormel  (x  x",  y)  definirt,  wo  y die 
grössere  von  den  Zahlen  y und  y"  bedeutet. 

Die  hier  gewählten  Axiome  I bis  TI  stimmen  mit  Princ  I bis  III 
von  Veronese  (vergl.  Atti  d.  Acc.  d.  Line.  a.  a.  0.  p.  604  u.  610)  überein. 
Axiom  VJI  ist  im  Grund  das  DEDEKiNo'sche  Stetigkeitsaxiom  (vergl. 
Axiom  (x)  in  § 18  u.  d.  Anm.  auf  S.  40),  welches  unser  Grössensyslem 
zu  einem  Continuum  macht,  wenn  die  Axiome  1 bis  VI  von  vorn- 
herein als  erfüllt  gedacht  werden. 

Natürlich  können  verschiedene  gleichwerthige  Axiomsysteme  an- 
genommen werden.  So  kann  man  z.  B.  die  Begriflfe  „grösser“  und 
„kleiner“  vorläufig  aus  dem  Spiel  lassen,  wobei  wieder,  wie  im  Text, 
nichtidentische  Grössen  als  verschieden  angesehen  werden  sollen,  und 
ausserdem  nur  vorausgesetzt  wird: 

[i]  Zwei  Grössen  a und  6 haben  in  bestimmter  Ordnung  eine  ein- 
deutig bestimmte  Summe  a -|-  b. 
fz]  o -j-  ist  von  a und  von  6 verschieden. 

[3]  (o  -j-  6)  -|-  c = a -f-  (b  -)-  c). 

[4]  Wenn  ti  von  b verschieden  ist,  so  giebt  es  entweder  x so,  dass 
a -f-  X = b,  oder  x'  so,  dass  b -f-  x'  = a. 

Es  zeigt  sich  sofort,  dass  von  den  beiden  in  [4]  genannten  Grössen  x 
und  x'  in  einem  gegebenen  Fall  nur  die  eine  existiren  kann,  denn  es 
wäre  sonst  (o  -f-  x)  x'  = a,  d.  h,  o -|-  (x  -|-  x')  — a,  was  mit  [2] 
im  Widerspruch  steht.  Man  kann  jetzt  festsetzen,  dass  a dann  kleiner 
als  b genannt  wird,  wenn  a -f-  x = b ist,  und  es  ist  nun  offenbar  das 
Axiom  I erfüllt.  Die  Begriflfe  „kleiner“  und  „grösser“  erscheinen  bei 
dieser  Auffassung  als  construirte  Begriffe,  während  sie  im  Text  als 
ursprüngliche,  d.  h.  als  axiomatisebe  Begriffe  behandelt  sind. 

Von  den  im  Text  aufgestellten  Axiomen  wären  nun  noch  nicht 
alle  erfüllt;  so  wäre  es  z.  B.  von  IV  und  von  V zunächst  nur  der  erste 
Theil.  Fordern  wir  nun  noch  folgendes; 

[5]  Zu  zwei  Grössen  a und  x giebt  es  stets  eine  dritte  y so,  dass 
y a = a -|-  X ist, 

so  erkennt  man  sofort,  dass  auch  der  zweite  Theil  von  V erfüllt  ist. 
Es  lässt  sich  ausserdem  jetzt  auch  der  zweite  Theil  von  IV  beweisen, 
der  besagt,  dass  b <(  n -j-  b ist.  Man  bedenke  zunächst,  dass  nach 
[2]  jedenfalls  n -f  b von  b verschieden  ist;  es  muss  also  entweder 
b n -|-  b,  oder  a -)-  b < b sein.  Wäre  aber  letzteres  der  Fall,  so 
hätte  man  (a  -f-  b)  x — b,  also  nach  [5]  y -|-  (a  -f-  b)  = b,  oder 
(y  a)  -4-  b = b,  was  mit  [2]  unvereinbar  ist.  Es  ist  also  nun  IV 
erfüllt,  und  cs  müssten  nur  noch  zwei  Axiome,  die  II  und  WI  analog 
sind,  in  geeigneter  Formulirung  hinzugefügt  werden. 
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0.  Holder  : 


b,  und  b kleiner  als  a («>?>,  b < a),  oder  umgekehrt  b 

grösser  als  a,  und  a kleiner  als  b;  diese  drei  Fälle  schliessen 

sich  aus. 

Man  könnte  das  Axioinsysteni  auch  in  anderer  Weise  aliEuändern 
suchen,  z.  B.  so,  dass  die  Axiome  I bis  IV,  ferner  und  VIT  beibe- 
halteu  werden,  während  das  Axiom  V durch  Aussagen  ersetzt  wird, 
welche  nichts  über  Gleichheit  enthalten,  sondern  sich  nur  auf  die  Be- 
griffe „grösser'  und  „kleiner“  beziehen.  Man  wird  dabei  noch  die 
Thatsachen,  welche  in  § 2,  Nr.  1,  2,  3 gefolgert  werden,  von  Anfang 
an  fordern.  Die  silmmtlichen  Grössen  können  nun,  wenn  n <[  b ist, 
in  zwei  Classen  so  eingetheilt  werden,  dass  in  die  erste  diejenigen 
kommen,  die  zu  a addirt  eine  Summe  b ergeben,  und  in  die  zweite 
Classc  diejenigen,  die  eine  Summe  > b ergeben.  Es  zeigt  sieh,  dass 
in  Folge  der  jetzt  angenommenen  Forderungen  jede  Grösse  der  ersten 
Classe  kleiner  sein  muss  als  jede  der  zweiten;  es  lässt  sich  aber  noch 
nicht  erkennen,  dass  wirklich  Grössen  der  ersten  Classe  vorhanden 
sein  müssen,  weshalb  w'ir  noch  folgendes  Postulat  aufstellen: 

[6]  Wenn  n < b ist,  so  giebt  es  c so,  dass  auch  « -)-  c noch 
kleiner  als  b ist. 

Nun  folgt  aus  Axiom  VII,  dass  eine  Grösse  | so  existirt,  dass  für 
I'  < I die  Summe  n -)-  |'  < b,  und  für  | die  Summe  n 

> b ist.  Wir  können  sogar  gleich  sagen,  dass  in  dem  letzten  Fall 

a -(-  I"  ]>  b sein  muss;  denn  wenn  a -|-  |"  = b wäre,  so  könnten  wir 
(nach  Nr,  3 in  § 2)  ein  zwischen  | und  J"  finden,  und  cs  würde 
dann  aus  der  letzten  Gleichung  folgen  a < b,  was,  da  ]>  | 

wäre,  den  Eigenschaften  der  Grösse  J entgegen  ist. 

Wir  dürfen  aber  nun  doch  nicht  versäumen,  zu  beweisen,  dass 
wirklich  n -f-  | = b ist  (bei  Weber,  Lehrbuch  der  .tlgebra,  2.  Aufl., 
1.  Bd.  1898,  S.  8 und  9,  ist  dies  vergessen  worden).  Wäre  n ? <C  b, 
so  würde  nach  [6]  ein  tj  so  existiren.  dass  (a  -|-  |)  -j-  jj  <■  b,  d.  h.  also 
a -|-  ( | + h)  b,  und  das  widerspricht  den  Eigenschaften  der  Grösse  |. 
Nun  kann  man  aber  zunächst  noch  nicht  erkennen,  dass  nicht  a 4 

)>  b sein  kann.  Ich  führe  deshalb  noch  das  Axiom  ein: 

[7]  Wenn  ti  und  b irgend  zwei  Grössen  sind,  so  giebt  es  ein 
ii'  u und  zugleich  so,  dass  n ' -f-  b > n ist. 

Wäre  nun  n -j-  ^ b,  so  würde  es  nach  [6]  ein  so  geben,  dass 
n -f-  J > b -j-  ij.  Da  es  ferner  nach  [7]  ein  | geben  müsste,  so 

dass  I'  + rj  > I wäre,  so  hätte  man  dann  « -j-  (|'  -|-  jj)  )>  u | 

> b -)-  rj,  d.  h.  also  («  -|-  |')  -)-  7;  > b -|-  rj,  woraus  (eigentlich  auf 

indirektem  Weg)  folgt,  dass  n -(-  |'  )>  b.  Dies  ist,  da  I’  | ange- 
nommen w'ar,  wiederum  mit  den  Eigenschaften  der  Grösse  | nicht 
vereinbar. 

Damit  ist  der  erste  Theil  von  V bewiesen;  um  den  zweiten  Theil 
zu  beweisen,  müssten  wir  noch  mehr  Axiome  einführen. 

Hilbert  hat  neuerdings  die  Frage  nach  der  Widerspruchs- 
los igk  eit  der  Grössenaxiome  aufgeworfen  fMathematische  Probleme, 
Gott,  Nachr.  1900).  Die  geivöhuliche  Ansicht  ist  bisher  die  gewesen. 
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II.  Zu  jeder  Grösse  giebt  es  eine  kleinere. 

III.  Zwei  Grössen  a und  h,  die  auch  identisch  .sein  können,  er- 
gehen in  einer  bestinunten  Reihenfolge  eine  eindeutig  be- 
stimmte Summe  a b. 

IV.  n 4-  ist  grösser  als  a und  gi-össer  als  b. 

V.  Ist  a •<  b,  so  giebt  es  ein  z so,  dass  a z = b,  und  ein 
y so,  dass  y a b. 

VI.  Es  ist  stets  (a  -f  b)  + p ===  « + (1<  + c). 

VII.  Wenn  alle  Grössen  in  zwei  (Massen  so  eingetheilt  sind,  da.ss 
jede  Grösse  einer  und  nur  einer  C'lasse  zugewiesen  ist,  da.ss 
jede  Classe  Grössen  enthält,  und  jede  Grösse  der  ersten 
Classe  kleiner  ist  als  jede  Grösse  der  zweiten,  so  existirt 
eine  Grösse  | derart,  dass  jedes  | zur  ersten,  und 
jedes  i"  > I zur  zweiten  Cln.sse  gehört.  | selbst  kann, 
je  nach  dem  gegebenen  Fall,  zur  einen  oder  zur  andern 
Classe  gehören.*) 

§ 2.  Einfachste  Folgernngei  aus  den  Axiomen  I bis  VI. 

I . Ist  « < a',  und  a'  < so  giebt  es  nach  V zwei  Grössen 
X und  z'  so,  dass  o -f  x = a',  und  a'  -j-  x'  — a".  Es  ist  also 
auch  (a  + x)  + x'  = «",  somit  nach  VI  a + (x  + x')  = a",  und 


dass  die  Widerspruchslosigkeit  der  Axiome  I bis  VII  durch  die  moderne 
arithmetische  Begründung  der  Lehre  von  den  (rationalen  und  irratio- 
nalen) Zahlen  dargethau  sei.  Man  vergl.  übrigens  S,  21  u.  22  Anm.  Aus 
der  Widerspruchslosigkeit  der  Grössenaxiome  1 bis  Vn  Hesse  sich  die 
Widerspruchslosigkeit  der  geometrischen  Axiome  (a)  bis  (x)  des  zweiten 
Theils  dieser  Arbeit  folgern  und  umgekehrt  (vergl.  S.  40  Anm.>. 

I)  Es  wird  in  § 4 gezeigt  worden,  dass  das  sogenannte  archime- 
dische Axiom  eine  Folge  des  DEUEKiND’schen  Stetigkeitsaxioms  (VTI)  und 
der  übrigen  eingeführten  Axiome  ist,  während  man  andererseits  da- 
durch, dass  man  nur  die  rationalen,  positiven  Zahlen  als  vorhanden 
betrachtet,  erkennt,  dass  die  Axiome  I bis  VI  mit  dem  archimedischen 
Axiom  zusammen  erfüllt  sein  können,  ohne  dass  deshalb  das  Stetig- 
keitsaxiom VII  zu  gelten  braucht.  Ein  grosser  Theil  der  im  Folgenden 
entwickelten  Resultate  bleibt  bestehen,  wenn  man  die  Axiome  I bis 
VI  uud  dazu  das  archimedische  Axiom  annimmt,  ohne  das  Axiom  VII 
zu  postuliren. 

Hilbert  hat  (Jahresbericht  der  deutschen  Mathematiker- Vereinigung, 
8.  Bd.  1900,  S.  180)  das  DEDEKijro’sche  Stetigkeitsaxiom  im  Zusammen- 
hang mit  den  andern  Grössenaxiomen  durch  zwei  Thatsachen  er- 
setzt, durch  das  archimedische  Axiom  und  durch  das  „Axiom  der 
Vollständigkeit.“ 
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daher  nach  IV  o < «".  Aus  a < a und  a < a'  folgt  also 
a <C  a . 

2.  Wenn  wieder  a <i  a ist,  und  x so  gewählt  wird,  dass 
a + a:  = o',  so  ist  & + («  + ^)  = 6 + «’,  und  somit  (b  a)  x 
= b + also  b a b a.  Ist  dabei  y so  angenommen, 
dass  y -\-  a — a ist,  so  ergiebt  sich  (y  + a)  -f  b = a'  + b,  so- 
mit y -f  (fl  -f  1*)  = « + l'j  wesshalb  nach  IV  a -1-  b < a'  -f-  b ist. 
Aus  a < a folgt  also  b -f-  « < b -f  a'  und  « -)-  b < a’  -|-  b, 
wenn  b irgend  eine  Grösse  bedeutet. 

Wenn  ferner  a < a',  und  b <Cb'  angenommen  wird,  so  er- 
giebt sich  a b < a'  -|-  b •<  a'  b';  wir  erhalten  also  den  Satz, 
dass  Kleineres  zu  Kleinerem  addirt  Kleineres  giebt. 

3.  Es  sei  a <C  b.  Wir  bestimmen  wieder  x so,  dass  a + x = b 
ist,  und  nehmen,  was  nach  II  möglich  ist,  x"  <C  x an;  es  ist  dann 
(nach  § 2,  No.  2)  a -f-  x'  < a -J-  x,  d.  h.  < b.  Andererseits  ist 
nach  IV  n x'  > a.  Wenn  daher  a ■<  b ist,  so  giebt  es  mindestens 
eine  Grösse,  die  > a und  < b ist,  d.  h.  es  giebt  mindestens 
eine  Grösse  zwischen  a und  b. 

4.  Zu  jeder  Grösse  a giebt  es  eine  grössere,  da  ja 
z.  B.  a -t-  rt  > a ist. 

5.  Die  in  Axiom  V postulirte  Grösse  x ist  eindeutig  be- 
stimmt (Eindeutigkeit  der  einen  Art  der  Subtraction).*)  Wäre 
nämlich  a x — b,  und  zugleich  o -f-  x'  = b,  so  wäre  « -j-  x 
= a-\-  x'.  Wenn  aber  x > x'  oder  x < x'  wäre,  so  stünde  die  letzte 
Gleichung  im  Widerspruch  mit  No.  2 dieses  Paragraphen.  Nach 
Axiom  I bleibt  also  nur  übrig,  dass  x = x. 

Ebenso  beweist  man,  dass  die  in  V postulirte  Grösse  y ein- 
deutig bestimmt  i.st  (Eindeutigkeit  der  andern  Art  der  Subtraction). 

t)  3.  Vervielfachung.’) 

I.  Um  die  Vervielfachung  einer  Grösse  unzweifelhaft  fest- 
zulegen, setze  man 

2 a = « -f  «,  3 a = (a  -j-  «)  -|-  a,  4 a = ((a  -j-  a)  -|-  oj  -j-  a 
u.  s.  f.,  so  dass  man  allgemein  hat 

n a — (n  — 1 ) a -f-  «. 

1)  Vgl.  Veronese,  Atti  d B.  Acc.  d.  Lincei,  ser.  4.,  memoire  d.  cl. 
d.  sc.  f.  a.  a.  0.  p.  606  oben. 

2)  Die  Entwicklungen  dieses  Paragraphen  setzen,  gerade 
so  w'ie  die  des  vorigen,  nur  die  Axiome  I bis  VI  voraus. 
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Da  nun  in  dem  Axiom  \T  das  Assoziativgesetz  für  die  Addition 
von  drei  (Irössen  gefordert  worden  ist,  so  gilt  dieses  (Jesetz 
bekanntlich  für  beliebig  viele  Grössen.  Nimmt  man  m + n 
Grössen,  die  alle  gleich  u sein  sollen,  so  erkennt  man,  dass  die 
Gleichung 

( 1 ) »M  a + n a = (m  -f-  «)  a 

für  jede  Grösse  o und  für  zwei  beliebige  (ganze,  positive)  Zahlen 
m und  n gilt. 

Es  ergieht  sich  noch  durch  mehrmalige  Anwendung  der 
Gleichimg  (i),  dass 

w a + »««  + »'  fl  + ■••  = (»*  + »»  + m -f  • • •)  fli 

wobei  die  Summe  rechts  und  links  m Summanden  besitzen  soll. 
Somit  ist 

(2)  m'(ma)  =(m'm)a 

für  zwei  beliebige  ganze  Zahlen  m und  ni’. 

2.  Aus  (i)  folgt  mit  Hilfe  von  Axiom  IV,  dass  (m  + n)  oi>  »in 
ist,  und  man  erkennt  jetzt,  dass  >«'a  = »la  ist,  je  nach- 
dem für  die  ganzen  Zahlen  tn'  und  m gilt 

Aus  m’  a — ma  folgt  also  insbesondere,  dass  die  ganzen  Zahlen 
m und  m’  einander  gleich  sind. 

Durch  mehrmalige  Anwendung  von  § 2,  No.  2 findet  man 
noch,  dass  ina^mb,  je  nachdem  a^b  ist;  man  kann  also 

insbesondere  aus  m a — m b stets  schliessen , dass  die  Grössen  a 
und  b einander  gleich  sind,  was  auch  m für  eine  ganze  Zahl 
sein  mag. 

3.  Ist  eine  Grösse  a gegeben  und  eine  ganze  Zahl  «, 
so  kann  man  stets  eine  Grösse  b so  finden,  dass  nb  <C  a. 
Man  kann  nämlich  zunächst  nach  II  ein  a'  a und  dazu  dann 
fl"  so  finden,  dass  a'  a"  = a ist.  Wählt  man  nun  Uj  kleiner 
als  a und  zugleich  kleiner  als  a”,  d.  h.  kleiner  als  die  kleinere 
der  beiden  Zahlen  a'  und  a",  so  ist  nach  § 2,  No.  2 die  Summe 
fli  + «1  < fl”  + fl””>  d.  h.  2 «j  < a.  Nun  kann  man  ebenso  o,  so 
bestimmen,  dass  2 Oj  •<  Uj,  dann  Ö3  so,  dass  '2  <C  ist,  u.  s.  f. 
Wählt  man  nun  die  ganze  Zahl  v so,  dass  2’’  > «,  und  setzt 
a,  — b,  so  ist  nb  <C  fl,  w.  z.  b.  w. 
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0.  Höldük: 


§ 4.  Du  archimediselie  Axiom.') 

Es  SPiPti  fl  und  b zwei  Grössen,  und  « < h.  Wir  wollen 
beweisen,  dass  es  eine  ganze  Zahl  n so  giebt,  dass  >ia  ^ b ist. 


I)  Dieses  Axiom  (Arehimedis  Opera,  rec.  Heiberg,  vol.  I,  1880,  p.  1 1) 
erscheint  hier  als  beweisbarer  Satz.  Ueber  sein  Verhältniss  zum  Axiom 
VU  herrscht  nicht  die  wünschenswerthe  Klarheit.  Stolz  hat  (Math. 
Ann.  Bd.  22,  S.  510)  bemerkt,  dass  das  arehimedisrhe  Axiom  eine  Folge 
der  Stetigkeit  ist,  wenn  diese  im  DEDKKiNn'sehen  Sinne,  d.  h.  also  durch 
das  Axiom  VII,  definirt  wird.  Diese  Bemerkung  ist  richtig,  wenn  ausser- 
dem noch  die  Axiome  1 bis  VI  gefordert  werden.  Der  von  Stolz  a. 
a.  0.  S.  511  und  in  seinen  Vorlesungen  über  allgemeine  Arithmetik, 
I.  Theil  1885,  S.  82  f.  gegebene  Beweis  ist  aber  nicht  ausreichend,  was 
ich  nicht  glaube  besonders  nachweisen  zu  müssen,  da  Stolz  auf  Grund 
von  Einwendungen  von  Veronese  seine  Bemerkung  wieder  zurück- 
genonimen  hat  (Math.  Ann.  Bd.  39,  S.  107  bis  112). 

Veronese  (a.  a.  0.  p.  612)  hat  sich  dahin  ausgesprochen,  dass  der 
Begriff  des  Kontinuums  anders  formulirt  werden  müsse,  als  er  Ton 
Dedekino  gefasst  worden  ist,  dass  das  DEOEKiND’sche  Axiom  (unser 
Axiom  VII)  das  archimedische  Axiom  enthalte,  dass  ferner  (vgl.  Veronese 
p.  603)  die  SroLz’sche  Definition  der  Stetigkeit  (in  den  Vorlesungen 
über  Arithmetik,  S.  82)  das  archimedische  Axiom  voraussetze,  und  dass 
somit  der  Sroi.z’sche  Beweis  für  dieses  Axiom  überflüssig  sei. 

DieAeusserung,  dass  das  archimedische  Axiom  in  demDEDEKiND'schen 
Stetigkeitsaxiom  „enthalten“  sei,  könnte  zu  Missverständnissen  führen. 
Ich  betone,  dass  das  archimedische  Axiom  aus  dem  Axiom  VII  mit 
Hilfe  der  Axiome  I bis  VI  wohl  gefolgert  werden  kann,  aber  doch 
nur  durch  die  im  Texte  gegebene  oder  eine  ähnliche  Beweisführung, 
wesshalb  eine  solche  keineswegs  überflüssig  ist. 

Was  ferner  die  Wahl  der  Axiome  betrifft,  so  ist  sie  selbstver- 
ständlich bis  auf  einen  gewissen  Grad  willkürlich,  und  cs  können 
höchstens  Zweckmässigkeitsgründe  darüber  entscheiden,  ob  das  Dede- 
Ki.Nü’sche.  Stetigkeitsaxiom  zusammen  mit  den  Axiomen  I bis  VI  oder 
ob  andere  Axiome  den  Vorzug  verdienen. 

Veronese  führt  (a.  a.  O.  S.  612  Frinc.  IV)  als  Stetigkeitsaxiom  das 
folgende  Postulat  ein: 

Wenn  zwei  Grössen  x und  x'  sieh  so  verändern,  dass  x stets  wächst, 
x'  stets  abnimmt,  dass  immer  x<^x'  bleibt,  und  x'  — x unendlich  klein 
wird,  so  giebt  es  auch  eine  Grösse  im  System,  die  grösser  ist  als  alle 
die  von  x und  kleiner  als  alle  die  von  x’  angenommenen  Werthe. 

Sieht  man  von  der  Abhängigkeit  ab,  welche  durch  die  Vorstellung 
der  zeitlichen  Veränderung  beider  Variabein  x und  x'  zwischen  diesen 
gesetzt  ist,  so  wird  hier  Folgendes  vorausgesetzt: 

Es  sollen  zwei  Classeu  von  Grössen  gegeben  sein,  die  Grössen  x 
und  die  Grössen  x';  keine  Grösse  soll  beiden  Classen  zugleich  ange- 
hören, ohne  dass  nothwendig  beide  Classen  zusammen  die  Gesammtheit 
aller  Grössen  oder  alle  Grössen  eines  Intervalls  umfassen.  Jede  Grösse 
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Man  nehme  zunächst  umgekehrt  an,  es  sei  für  jede  ganze  Zahl  n 
die  Grösse  na^b,  so  kann  man  jede  Grösse,  die  kleiner  ist  als 

X soll  kleiner  sein  als  jede  Grösse  x\  es  soll  unter  den  x keine  grösste, 
und  unter  den  x'  keine  kleinste  Grösse  vorhanden  sein,  und  es  soll  zu 
jeder  aus  der  Gesammtheit  aller  Grössen  irgendwie  ausgesuchten  Grösse 
ä ein  X und  ein  x'  so  gefunden  werden  können , dass  x'  — * < d ist. 
Das  VEBoNESE'sche  Postulat  besagt  nun,  dass  unter  diesen  Voraus- 
setzungen eine  zwischen  den  beiden  Classen  gelegene,  von  den  x und 
von  den  x'  verschiedene  Grösse  cxistirt.  Es  ist  übrigens  zu  bemerken, 
dass  dieses  Postulat  durch  das  Weglassen  jener  in  Vkbonese’b  Fonnu- 
lining  gesetzten  Beziehung  der  x auf  die  x'  zum  Mindesten  in  der  Form 
modificirt  worden  ist. 

Aus  diesem  Postulat  lässt  sich,  wenn  nur  noch  die  Axiome  I bis 
VI  hinzugenommen  werden,  das  archimedische  Axiom  nicht  folgern 
(s.  u.)  und  ebenso  wenig  das  DEDEKiNn’sche  Stetigkeitsaxiom.  Dagegen 
kann  letzteres  aus  dem  (modificirten)  VsBoNESE’schen  Postulat  dann 
gefolgert  werden,  wenn  man  noch  das  archimedische  Axiom  sammt 
den  Axiomen  I bis  VI  fordert.  Denkt  man  sich  nämlich  eine  Ein- 
theilung  aller  Grössen,  so  wie  sie  im  DBOEKisD’schen  Axiom  (VII)  ge- 
dacht wird,  bedeutet  ferner  X eine  Grösse  der  ersten,  V eine  Grösse 
der  zweiten  Classe,  und  d irgend  eine  Grösse,  so  müssen  in  der  Reihe  X, 
Jf-f  d,  X-|-2d.  X-|-3d,  . . . wegen  des  archimedischen  Axioms  Grössen 
auftreten,  die  > V sind.  Man  kann  somit  auch  zwei  Grössen  X-|- 
(v  — l)d  und  X-|-»’d  finden,  die  sich  um  d unterscheiden , und  von 
denen  X -f- (v — l)d  der  ersten,  und  X+rd  der  zweiten  Classe  ange- 
hört. Es  war  hier  d ganz  beliebig.  Gäbe  es  nun  weder  in  der  ersten 
Classe  eine  grösste,  noch  in  der  zweiten  Classe  eine  kleinste  Grösse, 
so  wären  die  Voraussetzungen  des  modificirten  VEBonESE’schen  Postulats 
erfüllt,  und  dieses  würde  auf  eine  Grösse  führen,  die  keiner  der  beiden 
Classen  angehört,  entgegen  der  ursprünglichen  Annahme,  dass  alle 
Grössen  in  den  beiden  Classen  vertheilt  sein  sollten.  Enthielte  aber 
die  erste  Classe  eine  grösste  Grösse  x^ , und  gleichzeitig  die  zweite 
Classe  eine  kleinste  x^,  so  müssten  diese  beiden  Grössen  verschieden 
sein,  da  oben,  so  wie  in  ATI,  jede  Grösse  nur  einer  Classe  zugetheilt 
war,  und  es  müsste  nach  § 2,  No.  3 zwischen  x,  und  x[  eine  Grösse 
existiren,  die  nun  wieder  keiner  Classe  angehören  könnte,  was  doch 
den  ursprünglich  Vorausgesetzen  Eigenschaften  der  Eintheilung  wider- 
spricht. Es  bleibt  also  nur  noch  übrig,  dass  entweder  die  erste  Classe 
eine  grösste  Grösse  a’,  enthält,  und  die  zweite  keine  kleinste,  oder  um- 
gekehrt die  zweite  Classe  eine  kleinste  Grösse  x\,  und  die  erste  keine 
grösste.  Im  ersten  Fall  wäre  a;,,  im  zweiten  x\  die  Grösse,  deren 
Existenz  das  DEDEKixD’sche  Axiom  (VII)  fordert.  Dieses  Axiom  ist  also 
erfüllt  (vgl.  auch  Vekonese  a.  a.  0.  p.  613.  No.  5 a). 

Durch  die  VERosESE’sche  Wahl  des  Stetigkeitsaxioms  wird  man, 
wenn  man  das  gewöhnliche  Continuum  beschreiben  will,  genöthigt, 
auch  das  archimedische  Axiom  als  ein  besonderes  cinzuführen  (bei 
Ascou,  R.  Istituto  Lombarde  di  Sc.  e.  Lett.  Rend.,  ser.  II,  vol.  28,  1895, 
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ein  Vielfaches  von  a,  einer  ersten  Classe,  alle  anderen  Grössen 
einer  zweiten  Classe  zuweisen.  Da  z.  B.  a der  ersten,  und  h der 
zweiten  Classe  angehört,  kommen  in  jeder  Classe  wirklich  Grössen 
vor.  Ist  c eine  Grösse  der  zweiten  Classe,  so  ist  na  für 

p.  1060  ff.  ist  im  wesentlichen  dieselbe  Formuliruug  der  Stetigkeit  ge- 
geben wie  bei  Vebosese,  ohne  dass  auf  die  andern  Axiome  näher  ein- 
gegangeu  wäre). 

Ein  System  von  Dingen,  welches  dem  VEKONESE’schen  Stetigkeits- 
aiiom,  aher  nicht  dem  archimedischen  .\xiom  und  nicht  dem  Axiom  l'll 
genügt,  erhält  man  folgendermassen : Man  betrachte  alle  die  Functionen 
von  y von  der  Form  ay-\-hy',  wo  a eine  positive  ganze  Zahl  oder 
Null,  und  b irgend  eine  reelle  (endliche)  Zahlgrösse  bedeutet,  wobei 
aber  dann,  wenn  a = 0 ist,  6 positiv  und  von  Null  verschieden  sein 
soll.  Setzt  man  fest,  dass  von  zwei  Functionen  a,  j/-f  h,  y’  und  o,  y’ 
die  erste  die  grössere  heissen  soll,  wenn  (n,  y 6,  y’)  — (a,  y,-\-  hj  y*)  für 
kleine  positive  y positiv  ist,  und  denkt  man  sich  die  Addition  der 
Functionen  in  der  gewöhnlichen  Weise  definiid,  so  erkennt  man,  dass 
die  Axiome  I bis  VI  erfüllt  sind. 

Hat  man  nun  zwei  den  modificirten  VESoxESE’schen  Bedingungen 
genügende  Classen  der  Functionen,  die  Functionen  ay-f  ßy*  der  ersten 
und  die  Functionen  a'y-f-^'y’  der  zweiten  Classe,  so  muss  man  auch 
zwei  Functionen  «„y  + ßo!/’  “oy  + ^oy*  einen  und  der 

anderen  Classe  so  finden  können,  dass  («J,y  + (J^y*)  — («»y  + ^oy*X  y* 
ist.  Aus  dieser  Ungleichung  folgt  aber,  dass  ist.  Betrachtet 

man  jetzt  alle  Functionen  der  ersten  Classe,  die  >«oy~t"l®oy*  ®*od, 
und  alle  Functionen  der  zweiten  Classe,  die  <C“öy+^oy*  sind,  so 
sind  alle  diese  Functionen  von  der  Form  a„y-\-by*  und  unterscheiden 
sich  also  nur  in  den  Werthen  von  b.  Man  erhält  dabei  jetzt  zwei 
Classen  von  Werthen  b,  welche  wieder  den  in  Rede  stehenden  Bedin- 
gungen genügen,  und  man  kann,  da  es  sich  nunmehr  um  gewöhnliche 
reelle  Zahlgrösscn  handelt,  auf  die  Existenz  eines  zwischen  diesen  beiden 
Classen  gelegenen  Werthes  b„  schliessen.  Die  Function  «„y  + hoy* 
nun  diejenige,  deren  Existenz  das  VEBONESE’sche  Postulat  aussagt. 
Es  ist  also  dieses  Postulat  in  der  modificirten,  d.  h.  allgemeineren. 
Form  erfüllt. 

Da  kein  Vielfaches  von  y-  grösser  ist  als  y,  so  gilt  das  archime- 
dische Axiom  hier  nicht.  Schon  daraus  folgt,  dass  das  DBDEKisn’sche 
Stetigkeitsaxiom  hier  nicht  besteht;  dies  ersieht  man  auch  unmittelbar, 
wenn  man  die  Functionen,  für  die  a = 0 ist,  einer  ersten  und  die 
Functionen,  für  die  « > o ist,  einer  zweiten  Classe  zuweist. 

Das  VEHOsESE’sche  Postulat  ist  also,  trotzdem  dass  die  Axiome  I 
bis  VI  von  vornherein  vorausgesetzt  sind , nicht  gleichbedeutend  mit 
dem  DEDEKi.Nn’schcn  Axiom  (VII).  Dagegen  ist  dieses  letztere  Axiom, 
wie  leicht  zu  sehen  ist,  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  gleich- 
bedeutend mit  der  Thatsaehe,  dass  unendlich  viele  Grössen,  die  alle 
kleiner  sind  als  eine  bestimmte,  nicht  zu  ihnen  gehörende  Grösse,  stets 
eine  sogenannte  „obere  Grenze“  besitzen. 
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jede  ganze  Zahl  n.  Gehört,  r,  zur  ersten  Glasse,  so  giebt  es  eine 
ganze  Zahl  »ij,  für  die  ist,  und  da  zugleich  auch  für 

dieses  n^  die  Ungleichung  u^a  < c bestehen  muss,  so  ist  Cj  < c. 
Es  ist  also  jede  Grösse  der  ersten  Glasse  kleiner  als  jede  der 
zweiten.  Nun  kann  nach  VII  auf  die  Existenz  einer  Grösse  ; 
geschlossen  werden,  derart,  dass  jedes  das  kleiner  als  ► i.st,  zur 
ersten,  und  jedes  das  grösser  als  ^ ist,  zur  zweiten  ('lasse  gehört. 

Ein  Vielfaches  von  a kann  nicht  grö.sser  und  nicht  gleich 
g sein.  Wäre  nämlich  Wja>|,  so  gäbe  es  (§  2,  No.  3)  zwischen 
«jU  und  I eine  Grösse,  die,  da  sie  < n^a  wäre,  zur  ersten,  und 
da  sie  > 5 wäre,  zur  zweiten  Glasse  gehören  müsste,  was  doch 
widei-sprechend  ist.  Wäre  aber  n^a  — ^,  so  wäre  (Gleichung  (i)) 
das  nächste  Vielfache  («j  + 1 ) n = 4"  « nach  IV  grösser  als 

Mj«,  d.  h.  grösser  als  |,  entgegen  dem  soeben  Gefundenen.  Es 
ist  also  na  <C  i für  jede  ganze  Zahl  n. 

Nun  werde  a'  a gewählt  ( Axiom  II);  nach  dem  zuletzt 
Bewiesenen  ist  1 • o oder  a kleiner  als  |,  und  somit  auch  a'  <C  |, 
(§  2,  No.  i).  Man  kann  nun  so  bestimmen  (Axiom  V),  dass 
I'  4"  rt’  = I ist,  und  es  ist  dabei  (Axiom  T\^)  ^ <C  !•  Ba.  also 
der  ersten  Glasse  angehört,  kann  man  eine  ganze  Zahl  n so  finden, 
dass  na  > ist.  Aus  dieser  Ungleichung  und  aus  a a'  folgt 
nun  n a-\- i'  a'  (vgl.  § 2,  No.  2),  d.  h.  es  ist  (n' 4-  1)  o > 1- 
Dies  steht  im  Widerspruch  mit  dem  bereits  Bewiesenen. 

Die  anfangs  gemachte  Annahme  ist  also  unmöglich,  d.  h.  es 
giebt  eine  ganze  Zahl  « .so,  dass  «a  > h ist.  Diese  Thatsache  wird 
vielfach  als  besonderes  Axiom  aufgestellt  und  als  archimedisches 
Axiom  bezeichnet. 

§ 5.  Das  comniutative  Gesetz  der  Addition. 

In  § I wurde  es  dahingestellt  gelassen,  ob  das  commutative 
Gesetz  der  Addition  besteht  oder  nicht.  Es  soll  jetzt  bewiesen 
Averden,  dass  die  Gleichung  u b — b + a eine  nothwen- 
dige  Folge  der  Axiome  i bis  VII  ist. 

Man  wähle  c so,  dass  es  < a und  < b ist,  sonst  beliebig. 
Die  Grössen  c,  2c,  3c,  4c,  •••  sind  nach  dem  archimedischen 
Axiom  nicht  alle  ^ a.  Die  erste  Grösse  der  genannten  Reihe, 
die  > a ist,  sei  gc.  Es  ist  also 

(3)  (tt-l)c^rt, 

(4)  > o. 
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Ebenso  muss  eine  ganze  Zahl  v existiren  derart,  dass 

(5)  (v-l)r<fc, 

(6)  VC  > ft. 

Aus  (3)  und  (5)  ergiebt  sich  nach  § 2,  No.  2,  dass 
(ft  — 1)  c + (v  — 1)  c ^ fj  + J. 

Es  ist  also  wegen  (i) 

(7)  (ft  + V — 2)  c ^ n + h. 

Wie  nun  diese  Relation  aus  (3)  und  (5)  gefolgert  worden  ist, 
so  kann  man  aus  (6)  und  (4)  schliessen  (man  achte  auf  die 
Reihenfolge  bei  der  Addition),  dass 

(v  + ft)  c > ft  + (I. 

Da  aber  für  Zahlen  das  commutative  Gesetz  der  Addition  be- 
steht, so  hat  man  auch 

(8)  (ft  + v)  c > ft  -f  fl. 

Aus  (7)  ergiebt  sich  noch  ((ft  -f-  r — 2)  c -f-  2c)  < (a  ft)  + 2 c, 

was  mit  Rücksicht  auf  (i)  die  Relation 

(9)  (fl  + v)  c (fl  -4-  ft)  -f  2 c 
ergiebt.  Nach  § 2,  No  i folgt  aus  (8)  und  (9) 

(10)  ft  + fl  < (fl  -f  ft)  -f  2c 

Hieraus  erkennt  man,  dass  nicht  ft  -f-  a > fl  + ft  sein  kann. 
Wäre  dies  nämlich  der  Fall,  so  könnte  man  x so  bestimmen,  dass 

(I  i)  (fl  -f  6)  X = ft  -f  fl. 

Nun  war  die  Grösse  c,  abgesehen  davon,  dass  sie  < a und  •<  ft 
sein  sollte,  beliebig;  es  könnte  also  auch  (§  3,  No.  3)  c so  ge- 
wählt werden , dass  2 c < x.  In  diesem  Fall  ergäbe  sich 

(fl  + ft)  + 2c  < (fl  -f  ft)  -|-  X,  d.  h.  nach  ( 1 1 ) kleiner  als  ft  -|-  fl, 
was  mit  fio)  iin  Widerspruch  steht. 

Da  in  der  ganzen  Betrachtung  die  Rollen  der  Grössen  n 

und  ft  vertauscht  werden  können,  so  ergiebt  sich,  dass  auch  nicht 

fl  -f-  ft  > ft  -|-  fl  sein  kann.  Somit  muss  (nach  Axiom  I) 
fl  -f  ft  ■=  ft  -|-  fl  sein.') 

i)  Der  hier  gegebene  Beweis  unterscheidet  sich  von  dem  Beweis 
von  Vekonksk  (a.  a.  Ü.  p.  Ü20  f.)  einmal  dadurch,  dass  Veku.vksk  mit 
„Segmenten“  operirt,  also  gewisse  Thatsachen  benutzt,  die  sich  auf 
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g 6.  Folgernngen  aas  dem  Commutativgesetz  der  Addition. 

1.  Aus  dem  commutativen  Gesetz  der  Addition  lässt  sich,  im 
Zusammenhang  mit  dem  as.sociativen  Gesetz,  folgern,  dass 

( rt  + ft)  + (a  + h)  + («+  h)  + ••  = («  + rt  + o H ) + (ft  + ft  + ft  H )) 

d.  h.  es  gilt  die  Gleichung 

(12)  w»  (a  + ft)  = m«  + »w  ft. 

für  zwei  beliebige  Grössen  a und  ft  und  für  jede  ganze  Zahl  m. 

2.  Nun  seien  ft  und  v zwei  (positive)  ganze  Zahlen, 
a und  ft  zwei  Grössen,  und  es  sei  va  •<  pft.  Wir  wollen 
beweisen,  dass  es  eine  Grösse  a' a so  giebt,  dass 
va'  < juft,  eine  Grösse  ft'  < ft  so,  dass  va  < pft',  und  zwei 
ganze  Zahlen  p'  und  v'  so,  dass  neben  der  Relation 
i’fi'c^v'fi  die  Ungleichung  v'a  <C.ft'h  besteht. 

Um  den  ersten  Theil  der  Behauptung  zu  beweisen,  setze  man 

( I 3}  va  + 2?  = fift 

und  wähle  x'  so  (§  3,  No.  3),  dass  vx'  < x.  Dann  ist  nach 
(12)  v{a  + x')  = va  + vx',  und  dies  ist  < va  + x,  d.  h.  < ftft; 
es  ist  also  für  ein  a'  — a -{-  x’  dieser  Theil  der  Behauptung 
richtig. 

Um  den  zweiten  Theil  zu  beweisen,  bestimme  man  x wie 
vorhin,  x"  so,  dass  fix"  ■<  x und  zugleich  ■<  6 ist,  und  definire 
dann  ft'  durch  die  Gleichung 

(14)  ft'  + x"  = ft, 

Strecken  und  auf  die  Anordnung  von  Punkten  beziehen  (vergl.  die 
Axiome  (a)  bis  (x)  in  § 18),  während  ich  hier  zeige,  dass  jedwelche 
Grössen,  die  den  Axiomen  I bis  VH  genügen,  das  commutative  Gesetz 
der  Addition  erfüllen  müssen.  Ausserdem  setzt  Veronese,  wenigstens 
bei  der  gegebenen  Form  seines  Beweises,  die  Existenz  der  aliquoten 
Theile  voraus.  Der  Beweis  muss  aber,  wenn  man  die  Existenz  der 
aliquoten  Theile  nicht  zu  den  Axiomen  rechnen  will,  so  gehalten  wer- 
den, dass  diese  Voraussetzung  vermieden  wird,  weil,  so  weit  mir  be- 
kannt ist,  kein  einwandfreier  Beweis  für  die  Existenz  der  aliquoten 
Theile  gegeben  worden  ist,  der  nicht  das  commutative  Gesetz  der 
Addition  verwendete  (vgl.  die  Anm.  auf  S.  17). 

Ich  bemerke  noch  ausdrücklich,  dass  die  Entwickelungen 
dieses  Paragraphen  und  des  nächsten  (§  6)  bestehen  bleiben, 
wenn  man  nur  die  Axiome  I bis  VI  und  das  archimedische 
Axiom  verlangt. 
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wobei  b' dh  wird.  Aus  (13)  und  (14)  erhält  mau  mit  Rück- 
sicht auf  (12) 

va  X = jtb'  -f-  fix". 

Nun  hatten  wir  fix"  <C  x,  und  es  ist  daher 
fib'  -f-  fix"  d fib'  -f-  x\ 

somit  ist  auch  vti  x d fib'  + x.  Dies  ist  mit  rti  > fib'  nicht 
verträglich,  wesslialb  va  d fib'  ist. 

Es  ist  noch  der  dritte  Theil  der  Behauptung  zu  beweisen.*) 
Man  wähle  x wieder  der  Gleichung  (13)  gemäss.  Nach  dem 
archimedischen  Axiom  gieht  es  eine  ganze  Zahl  p so,  dass 

(13)  QX>n. 

Aus  (13)  ergiebt  sich  mit  Hilfe  von  (2)  und  (12),  dass 
(pv)  a QX  = Q (va)  px  = p (va  -f-  x)  = p (fib)  = (pp)  b 
ist,  und  aus  (15)  (Vergl.  auch  (i)),  dass 

(pv  + 1)  a = (p  v)  a a d (?i')  a -f  px. 

Es  muss  also  auch 

(pv  -)-  l)n  < (Qfi')b 

sein.  Wenn  man  jetzt  p' = pp,  v'=pv+  1 setzt,  so  ist  vp' 
•<  v'p,  und  man  erkennt  die  Richtigkeit  der  Behauptung. 

§ 7.  Aliquote  Theile. 

Es  sei  a eine  Grösse,  und  11  eine  ganze  Zahl;  wir  wollen 
beweisen,  dass  eine  Grösse  existirt,  deren  «-faches  gleich  a ist. 

Wir  theilen  die  Gesammtheit  aller  Grössen  in  zwei  Classen; 
in  die  erste  Classe  kommen  diejenigen,  deren  w-faches  kleiner  ist 
als  a,  in  die  zweite  Classe  kommen  alle  anderen  Grössen.  Nach 
§ 3)  3 gieht  es  Grössen  der  ersten  Classe;  andererseits  ge- 

hört « selbst  der  zweiten  Classe  an.  Gehört  ferner  c der  ersten 
Classe  an,  und  c'  der  zweiten,  so  folgt  aus  der  Definition  der 
beiden  Classen,  dass  nc  d nc',  woraus  (vergl.  § 3,  No.  2)  sich 
ergiebt,  dass  c ■<  c'.  Man  erkennt  jetzt,  dass  die  Bedingungen 
erfüllt  sind,  unter  denen  das  Axiom  VII  postuHrt  worden  ist. 
Es  e.xistirt  also  eine  Grösse  | so,  dass  n%'  d <i  ist  für  5' < g, 
und  nl"~^a  für  jedes  5",  das  ist. 

i)  Der  Beweis  dieses  dritten  Theils  ist  aus  Weber,  Algebra,  1.  Bd. 
S.  13  entlehnt. 
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Wäre*)  nun  so  Hesse  sich  x so  finden,  dass 

»|  + a:  = fl,  und  x'  so  (§  3,  No.  3),  da.ss  iix'<Cx  ist.  Es 
wäre  dann  w|  + nz'  < + z,  d.  h.  < o.  Mit  Rücksicht  auf 

(12  ) hätte  man  also  n ( | + a"')  < a.  Nun  ist  nach  LV  § + 2"" 
eine  Grösse,  die  > | ist,  und  es  ist  somit  das  eben  gefundene 
Resultat  iin  Widersprueli  mit  den  Eigenschaften  der  Grösse 

Wäre  andererseits  > a,  so  Hesse  sieb  z so  finden,  dass 
rt  + a;  — n|,  und  z'  so,  dass  nz’  < z,  und  zugleich  .r'  ■<  |. 
Ferner  könnte  man  nun  |'  finden,  so  dass  |'  + x'  = |,  wobei 
I'  < I sein  würde.  Man  hat  jetzt  n + «r'  •<  « + a;,  d.  h.  < «|, 
und  n(|'  + *')  = »i|,  wesshalb  auch  a + nz'  < n + z')  sein 
muss.  Wegen  der  Relation  (12)  ist  also 

116)  a -f  iiz'  < h|'  nz'. 

Da  aber  §'  < 5 ist,  so  folgt  aus  den  Eigenschaften  der  Grösse 
dass  w|'  < (I.  Es  ergiebt  sieh  hieraus  w|'  + nz'  < <1  + nz'  im 
Widerspruch  mit  (16). 

Die  einzig  übrigbleibeude  Möglichkeit  (Axiom  I)  ist  die, 
dass  n^  = ii  ist.  Es  ist  also  die  Grösse  | genau  ein  ntel 
der  gegebenen  Grösse  n.*)  Die  Grösse  § ist  durch  11  und  n 
eindeutig  bestimmt,  denn  aus  h|  a und  n)j  = « ergäbe  sich 
>i  = I (Vergl.  i?  3,  No.  2). 

§ 8.  Antike  nnd  moderne  Anffassnng  der  Proportionenlehre. 

Die  Lehre  von  den  Proportionen  der  Grössen  kann  im 
Wesentlichen  auf  zwei  Arten  behandelt  werden,  die  eine  Art  ist 
die  euklidische,  die  andere  die  moderne.  Ei  ki-id  giebt  eine  Er- 


I)  Der  Nachweis  dafür,  dass  nun  J wirklich  das  »itel  von  a vor- 
stellt, ist  sehr  wesentlich.  Veho.\e.«e  <&.  a.  0.  S.  617  unten)  hat  diesen 
Theil  des  Bew'eises  w'eggelassen , während  ich  ihn  mit  Hilfe  der  Glei- 
chung (12)  erledigt  habe.  Der  Beweis  von  (12/  beruhte  aber  auf  dem 
commutativen  Gesetz  der  Addition.  Es  ist  also  durch  die  Betrach- 
tungen von  Vehosksk  nicht  erwiesen  (vergl.  Anm.  S.  15),  dass  sich  die 
Existenz  der  aliquoten  Theile  ohne  das  ('ommutativgesetz  beweisen 
lässt.  Ich  habe  deshalb  das  Oonimutativgesetz  vorangestellt  und  eg 
bewiesen,  ohne  die  aliquoten  Theile  dabei  zu  benutzen. 

2j  Man  beachte,  dass  die  auf  S.  12  Anm.  aufgestellten  Grössen 
(Functionen  der  Variabein  g),  w'elche  dem  Axiom  VII  nicht  genügen, 
die  Theilung  in  « gleiche  Theile  nicht  immer  erlauben,  da  z.  B. 

— 1/  keine  Grösse  des  Systems  ist. 
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klärung  davon,  wann  von  vier  Grössen  a,  b,  c,  d gesagt  werden 
soll,  dass  sich  a zu  h gerade  so  verhalte  wie  c zu  (/.')  Diese 
Erklärung  setzt  nur  voraus,  dass  man  Grössen  addiren,  also  auch 
eine  Grösse  vervielfachen  kann,  dass  man  ferner  bei  zwei  ge- 
gebenen Grössen  erkennen  kann,  ob  sie  gleich  sind  oder  nicht, 
und  im  zweiten  Fall,  welches  die  grössere  ist.  Auf  Grund  der 
gegebenen  Erkläning  wird  nun  z.  B.  bewiesen,  dass,  wenn  sich 
a zu  b wie  i:  zu  d verhält,  sich  dann  auch  « + ö zu  b verhält 
wie  n d zu  r.  Abgesehen  davon,  dass  Ei.klid  nicht  alle  die 
Voraussetzungen,  die  er  in  seinen  Beweisen  thatsächlich  benutzt, 
ausdrücklich  angiebt  *),  ist  seine  Darstellung  eine  völlig  strenge. 

Die  moderne  Auffassung  der  Proportionenlehre  beruht  auf 
einem  Gedanken,  den  in  präciser  Form  zuerst  Newt(»n  aus- 
gesprochen hat^j,  dass  nämlich  das  Verhältniss  einer  Grösse  zu 
einer  anderen  von  derselben  Art,  welche  letztere  als  Einheit  auf- 
gefasst werden  soll,  durch  eine  abstracte  (d.  h.  reelle,  positive j 
Zahl  ausgedrückt  wird.  Bei  dieser  Auffassung  verhält  sich  die 
Grösse  a zu  b dann  wie  c zu  d,  wenn  a durch  b gemessen  die- 
selbe Zahl  ergiebt  wie  c,  falls  dieses  durch  d gemessen  wird. 
Hier  beruht  also  der  Begriff  der  Proportion  auf  dem  des  Masses. 
Die  moderne  Auffassung  der  Proportionenlehre,  d.  h.  die  Lehre 
vom  Mass  der  Grössen,  scheint  mir  niemals  ganz  befriedigend 
begründet  worden  zu  sein^)  und  einer  Ergänzung  zu  be- 


1)  Euclidis  Elementa  (ed.  Heiberg  1883 — 88),  5.  Buch,  5.  Definition. 
Vergl.  auch  hier  die  Anui.  am  Schluss  von  § 14. 

2)  Dass  Eoki.id  das  associative  Gesetz  der  Addition  stillschweigend 
benutzt,  könnte  man  sich  dadurch  erklären,  dass  er  hauptsächlich  an 
Strecken  denkt,  in  welchem  Fall  dieses  Gesetz  im  Grund  selbstver- 
ständlich ist  (vgl.  hier  § 19,  No.  3).  Er  setzt  aber  auch  das  commu- 
tative  Gesetz  der  Addition  voraus,  wie  Veronese  (a.  a.  0.  p.  621 
Anm.)  richtig  bemerkt  hat;  m.  vergl.  dazu  nur  No.  l im  5.  Buch  der 
Elemente. 

3)  In  der  „Arithmetica  universalis“,  1707,  p.  2:  „Per  numerum  non 
tarn  multitudinem  unitatum  quam  abstractam  quantitatis  cujusvis  ad 
aliam  ejusdcm  generis  quantitatem  quae  pro  unitate  habetur  rationem 
intelligimus.“  Vergl.  Des-Cartes,  La  Geomötrie,  1638,  t.  i,  p.  i. 

4;  Die  euklidische  Theorie  der  Proportionen  geht  auch  in  den  mir 
bekannten  neueren  Bearbeitungen  (vgl.  Stolz,  Vorlesungen  über  all- 
gemeine Arithmetik,  i.  Bd.  1885,  S.  85  ff,  S.  97  ff;  Schüb,  Lehrbuch 
der  analytischen  Geometrie,  1898,  Einleitung;  Webkk,  Lehrbuch  der 
Algebra,  2.  Auf!.,  i.  Bd.,  1898,  S.  5 bis  16)  unvermittelt  neben  der 
modernen,  arithmetischen  Theorie  der  IiTationalzahlen  einher,  und 
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dürfen.  Es  muss  meines  Eraebtens  aus  deu  Axiomen  des  § i heraus 
bewiesen  werden,  dass  nicht,  bloss  jede  Grösse  u gemessen  durch 
irgend  eine  andere  l>  eine  bestimmte  Zahlgrösse  oder  Zalil  (im 
Sinn  des  modernen  arithmetischen  HegrifFes  der  Zahlenj  ergieht, 
sondern  auch,  dass  z.  B.  der  Summe*)  a + c zweier  Grösseu  a 
und  c die  arithmetische  Summe  der  Masszahlen  von  « und  c 
als  Masszahl  zugehört,  falls  die  drei  Grossen  «,  c und  n + c 
durch  dieselbe  Einheit  gemessen  werden.  Zu  solchen  Beweisen 
sind  dann  ähnliche  Betrachtungen  erforderlich  wie  diejenigen,  die 
Euklid  im  5.  Buch  der  Elemente  auf  die  Proportionen  ange- 
wendet hat. 

Durch  die  erwähnten  Beweisfühningen,  die  im  Folgenden 
ausgeführt  werden,  wird  dann  erst  die  Anwendbarkeit  der  Zahlen 
auf  die  Grössen  wirklich  bewiesen,  unter  der  Voraussetzung,  dass 
die  Grö.ssen,  um  die  es  sich  handelt,  den  Axiomen  I bis  VII  ge- 
nügen: zugleich  wird  so  die  euklidische  Proportionenlehre  mit 
der  Idee  des  .Masses  und  mit  der  modernen,  arithmetischen 
Theorie  der  Irrationalzahlen  in  die  engste  Verbindung  gebracht. 

§ 9.  Rationale  und  irrationale  Zahlen. 

Im  Folgenden  winl,  wie  schon  erwähnt,  der  rein  arithmeti.sche 
Begriff  der  rationalen  und  irrationalen  Zahlen  angewendet  werden. 
Hinsichtlich  der  rationalen  Zahlen  ist  zu  bemerken,  dass  hier 

ein  Bruch  lediglich  als  eine  Form  angesehen  werden  soll, 

welche  durch  die  positive  ganze  Zahl  m im  Zähler  und  die  positive 
ganze  Zahl  « im  Nenner  gegeben  ist.  Es  wird  festgesetzt,  ilass 


zwar  ist  dies  auch  bei  denjenigen  Darstellungen  der  Fall,  die  (wie  bei 
Stolz  und  bei  VVkbkk)  auf  beide  Theorien  eingehen.  Die  Abhandlung 
von  Bkttazi,  La  detinitione  di  proporzione  ed  il  V libro  di  Euclide 
(Periodico  di  Math.  VII,  p.  16  ff’,  p.  541  war  mir  leider  nicht  zugäng- 
lich, doch  scheint  dieselbe  ivergl.  Fortschritte  der  Mathematik  1892, 
S.  501;  nicht  das  Ziel  zu  verfolgen,  <las  ich  mir  in  der  vorliegenden 
Arbeit  gesteckt  habe. 

1)  Einer  ähnlichen  Ergänzung  bedürfen  auch  die  bis  jetzt  ge- 
gebenen Begründungen  des  „projectiven  Masses“  in  der  neueren 
Geometrie. 

2)  Die  Summe  zweier  Grössen  ist  zunächst  als  etwas  von  der 
arithmetischen  Summe  ganz  Verschiedenes  aufzufasscu.  Sind  die 
Grössen  z.  B.  Strecken,  so  hat  man  sich  ihr»?  Addition  rein  geometrisch 
durch  Aneinanderfügen  der  Strecken  zu  denken. 

•2» 
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^ angesehen  werden  soll,  wenn  mn’ — nm'  ist,  und  dass 

— wenn  mn'  ~>  nm'.  Zwei  Brüche,  welche  nach  der  ae- 

gebenen  Definition  einem  dritten  gleich  sind,  sind,  wie  sich  zeigen 
lässt,  nach  derselben  Definition  einander  gleich,  und  die  sämmt- 
lichen  Brüche,  welche  einem  bestimmten  Bruch  gleich  sind, 
repräsentiren  nach  unserer  (willkürlichen)  Auffassung  ein  Object, 
das  wir  als  Rationalzahl  bezeichnen.  Bei  entsprechender 
Definition  der  Summe  und  des  Products  lassen  sich  für  diese 
Rationalzahlen  die  bekannten  arithmetischen  Gesetze  beweisen. 

Durch  die  Untersuchungen  von  Weikrstrass,  Dedekind  und 
G.  Cantor  sind  auch  die  irrationalen  Zahlgrössen,  die  wir  der 
Einfachheit  wegen  ebenfalls  als  „Zahlen“  bezeichnen,  auf  eine 
rein  arithmetische  Grundlage  gestellt  worden.*)  Im  Folgenden 
ist  die  Theorie  von  Deuekind,  als  die  für  den  Zweck  bequemste, 
angenommen  worden.  Nach  dieser  Theorie  wird  eine  Irrational- 
zahl durch  einen  „Schnitt“  definirt,  d.  h.  sie  wird  dadurch  definirt, 
dass  man  alle  rationalen  Zahlen  angiebt,  die  grösser  sind  als  die 
Irrationalzahl,  und  alle  rationalen  Zahlen,  die  kleiner  sind  als 
dieselbe.  Da  diese  Theorie  hinreichend  begründet  und  bekannt 
genug  ist,  führe  ich  nui'  einige  ihrer  Definitionen  und  Lehrsätze 
in  freier  Darstellung  an,  ohne  die  Beweise,  \velche  sich  rein 
arithmetisch  führen  lassen,  hinzuzufügen. 

1.  Eine  Eintheilung  aller  (positiven,  von  Null  verschiedenen) 
Rationalzahlen  in  zwei  Classen  heisst  ein  Schnitt,  wenn  jede 
Rationalzahl  einer  und  nur  einer  Classe  zugewiesen  ist,  wenn 
Rationalzahlen  beider  Classen  existiren,  wenn  ferner  jede  Rational- 
zahl der  ersten  Classe  kleiner  ist  als  jede  der  zweiten,  und  wenn 
in  der  ersten  Classe  eine  grösste  Rationalzahl  nicht  vorhanden  ist. 

2.  Die  Rationalzahlen  der  ersten  Classe  sollen  die  unteren, 
die  der  zweiten  Classe  die  oberen  Zahlen  des  Schnitts  heissen.*) 
Giebt  es  unter  den  oberen  Zahlen  eine  kleinste,  so  soll  diese  als 
uneigentlich  obere  Zahl  bezeichnet  werden.  Eine  obere  Zahl 

t)  Die  drei  rein  arithmetischen  Definitionsformen  der  Zahlen,  deren 
sich  die  genannten  Autoren  bedient  haben,  sind  zusammengestellt  bei 
G.  Cantor,  Grundlagen  einer  allgemeinen  Mannigfaltigkeitslehre,  1883, 
S.  21  ff. 

2)  Die  Gesanmitheit  der  unteren  Zahlen  eines  Schnitts  ist  dasselbe 
was  Pasch  (Einleitung  in  die  Differential-  vmd  Integralrechnung,  1882, 
S.  3)  eine  „Zahlenstrecke“  nennt. 
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heisst  eine  eigentlich  obere,  wenn  es  eine  im  Vergleich  zu 
ihr  kleinere  gleichfalls  oliere  Zahl  des  betrachteten  Schnitts  giebt. 

3.  Sind  zwei  Schnitte  gegeben,  und  werden  mit  «,  beziehungs- 
weise b die  unteren  Zahlen  des  ersten,  beziehungsweise  zweiten 
Schnitts  bezeichnet,  so  sind  die  säinmtlichen  Zahlen  o + h mit 
den  sämmtlichen  Zahlen  eines  dritten  Schnitts  identisch,  der  die 
Summe  des  ersten  und  zweiten  Schnitts  genannt  wird. 

4.  Werden  die  eigentlich  oberen  Zahlen  des  ersten  und 
zweiten  der  in  Nr.  3 genannten  Schnitte  mit  a',  beziehungswci.se 
b'  bezeichnet,  so  sind  die  sämmtlichen  Zahlen  von  der  Form 
0'  + b'  mit  den  sämmtlichen  eigentlich  oberen  Zahlen  jenes 
dritten  Schnitts  identisch. 

5.  Hält  man  an  den  in  Nr.  3 und  Nr.  4 eingeftihrten  Be- 
zeichnungen fest,  so  sind  die  Zahlen  ab  identisch  mit  den  unteren 
Zahlen  eines  vierten  Schnitts,  der  als  Product  des  ersten  und 
zweiten  Schnitts  bezeichnet  wird.  Die  eigentlich  oberen  Zahlen 
des  vierten  Schnitts  sind  die  Zahlen  a'b'. 

6.  Wenn  zwei  nicht  identische  Schnitte  gegeben  sind,  so 
giebt  es  in  einem  und  nur  in  einem  von  ihnen  eine  untere  Zahl, 
welche  zu  den  oberen  Zahlen  des  andern  Schnitts  gehört;  es  wird 
dann  gesagt,  dass  jener  erste  Schnitt  grösser  sei  als  der  zweite. 

Es  gelten  für  die  Schnitte  alle  die  bekannten  Gesetze  der 
Arithmetik:  das  associative  und  das  commutative  Gesetz  der  Ad- 
dition und  der  Multiplication,  das  in  der  Formel  a(b  + r)  = ab 
-f  ac  ausgesprochene  distributive  Gesetz,  der  Satz,  dass  Grösseres 
zu  Grösserem  addirt  Grösseres  giebt,  u.  s.  w.  Ebenso  gelten  auch 
die  Gesetze  der  umgekehrten  Operationen,  z.  B.  der  Division,  die 
sich  leicht  definiren  lässt,  und  alle  diese  Gesetze  lassen  sich  rein 
arithmetisch  beweisen. 


1)  Man  kann  insbesondere  auf  rein  arithmetischem  Wege,  also 
ohne  Voraussetzung  von  Axiomen,  beweisen,  dass  für  die  Schnitte  die 
Axiome  I bis  VI  sammt  dem  archimedischen  Axiom  erfüllt  sind  (vergl. 
Dedekixd,  Pasch  a.  a.  0.;  Taxnekv,  introdiictioii  ä la  theorie  des 
fonctions  d’une  variable,  1886,  p.  itf.;  Wereu,  Lehrbuch  der  Algebra, 
z.  Aufl. , I.  Bd.  1898,  S.  5fif.).  Betrachtet  mau  die  Gesammtheit  aller 
Schnitte  als  fertig  und  denkt  man  sich  eine  Eintheilung  aller  Schnitte 
in  zwei  Classen  gegeben,  so  dass  die  ('lassen  von  der  in  Axiom  ATI 
angenommenen  Art  sind,  so  kann  man  daraus  leicht  einen  Schnitt 
constmiren,  welcher  die  Eigenschaften  der  im  Axiom  VII  geforderten 
firösse'^  hat;  es  erscheint  also  das  Axiom  VIT  für  die  Schnitte  erfüllt. 
Immerhin  könnte  mau  noch  ein  Bedenken  tragen,  zu  sagen,  dass  in 
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Sind  zwei  Schnitte  gegeben,  von  denen  der  erste  eine 
kleinste  obere  Zahl  r,  und  der  zweite  eine  kleinste  obere  Zahl  »•' 
besitzt,  so  besitzt  die  Summe  der  Schnitte  auch  eine  kleinste 
obere  Zahl  und  zwar  die  Rationalzahl  r + und  das  Product 
der  beiden  ersten  Schnitte  besitzt  die  kleinste  obere  Zahl  rr'. 
Die  Rechnung  mit  solchen  besonderen  Schnitten  geht  also  der 
Rechnung  mit  den  rationalen  Zahlen  parallel,  und  es  können 
diese  Schnitte  als  die  rationalen  Zahlen  repräsentirend 
angesehen  und  geradezu  mit  den  Rationalzahlen  identificirt 
werden. 

Ein  Schnitt,  der  keine  kleinste  obere  Zahl  besitzt,  wird  als 
eine  irrationale  Zahl  repräsentirend  angesehen  und  auch  geradezu 
eine  irrationale  Zahl  genannt. 

§ 10.  Die  einem  (irüssenverhältniss  zugeurdnete  Zahl  (Musszahl). 

Es  seien  a und  b zwei  Grössen  einer  bestimmten  Art.  tür 
welche  die  Axiome  I bis  VII  gelten.')  Die  Vielfachen  der  Grössen 
haben  nach  § 3 eine  völlig  bestimmte  Bedeutung.  Ist  nun  für 
die  positiven,  ganzen  Zahlen  ^ und  v die  Ungleichung  v«  > fiö 

erfüllt,  so  soll  ^ ein  unterer  Bruch  in  Beziehung  auf  das 
Verhältniss  a : h heissen;  im  andern  Fall,  wenn  va  ^ fib  ist,  soll 


der  Gesamuithcit  aller  Schnitte  eine  fertige  den  .Vxiomen  1 bis  VII 
genügende  Gesammtheit  vorliege,  denn  man  darf  nicht  vergessen,  dass 
ein  Schnitt  nichts  anderes  ist  als  ein  besonderes  Eintheilungsgesetz 
aller  rationalen  Zahlen;  man  kann  sich  aber  wohl  kaum  von  der 
Gesammtheit  aller  möglichen  solchen  Gesetze  einen  Begriff  Iiilden. 
Man  könnte  also  der  Ansicht  sein,  dass  man,  indem  man  das  Zahlen- 
continuum  aufstellt,  noch  eine  Annahme  macht,  eine  Annahme,  die 
vielleicht  nicht  einmal  aus  der  reinen  Arithmetik  heraus,  sondern  aus 
der  äusseren  Erfahrung,  beziehungsweise  der  Anschauung,  zu  motiviren 
wäre.  Von  dem  Continuum  der  Zahlen  ist  im  Text  dieser  Arbeit  nur 
im  Schlussparagraphen  — und  auch  da  eigentlich  nur  um  der  Einfach- 
heit der  Darstellung  willen  — Gebrauch  gemacht  worden.  In  den 
Anmerkungen  ist  das  Zahlencontinuum  mehnnals  benutzt  worden,  wo 
es  sich  darum  handelte,  zu  zeigen,  dass  ein  Axiom  aus  anderen 
Axiomen  nicht  abgeleitet  werden  kann. 

i)  Uebrigens  bleiben  die  Betrachtungen  dieses  Para- 
graphen, sowie  der  Paragraphen  ii,  12,  13,  14  auch  dann 
bestehen,  wenn  nur  die  Axiome  I bis  VI  sammt  dem  archi- 
medischen Axiom  angenommen  werden  (vergl.  die  Anm.  am 
Anfang  von  § 3 vmd  am  Schluss  von  § 5). 
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gesagt  werden,  dass  ein  oberer  Bruch  sei  in  Beziehung  auf 
das  Verhältniss  a : h. 

Ist  ^ ein  unterer,  ein  oberer  Bruch  in  Beziehung  auf 

das  genannte  Verhältniss,  so  hat  man  va  fib  und  n'h  > v'a, 
woraus  sich  mit  Rücksicht  auf  § 3 Nr.  2 und  Gleichung  ( 2)  die 
Relationen  (fi'v)a>  (fi'fi)h  und  (ßp')a  ergehen.  Aus 

diesen  Relationen  folgt  ((i' v)a  i ftp')a  und  somit  nach  § 3, 

Nr.  2 auch  «'v>  up',  d.  h.  es  ist  der  Bruch  - kleiner  als 

V p 

Es  ist  also  jeder  untere  Bruch  kleiner  als  jeder  in  Beziehung 
auf  dasselbe  Verhältniss  obere  Bruch.  Insbesondere  müssen  zwei 
gleiche  Brüche  entweder  beide  untere  oder  beide  obere  sein, 
wesshalb  eine  Rationalzahl,  unabhängig  davon,  wie  sie  durch 
einen  einzelnen  Bruch  darge.stellt  wird,  sich  entweder  als  obere 
oder  als  untere  in  Beziehung  auf  das  Verhältniss  a : b ergiebl. 
Man  erkennt  zugleich,  dass  jede  untere  Rationalzahl  kleiner  ist 
als  jede  obere.  Da  es  ferner  nach  dem  archimedischen  Priucip 
sowohl  eine  ganze  Zahl  p giebt,  für  die  va>  1-b,  als  eine 
Zahl  fl,  wofür  so  cxistiren  in  Beziehung  auf  jedes 

Verhältniss  wirklich  sowohl  untere  als  obere  Zahlen. 

Zu  jedem  Bruch  für  den  va  > fib  ist,  lässt  sich  nach 

§6,  Nr.  2 ein  grösserer  finden,  für  den  auch  noch  p'a~^  (i'b 

ist,  d.  h.  es  giebt  zu  jeder  Rationalzahl  , die  eine  untere  ist, 

eine  grössere  gleichfalls  untere;  es  giebt  also  unter  den  unteren  Zahlen 
keine  grösste.  Es  ist  nun  ersichtlich,  dass  sich  zu  dem  Verhältniss 
a:b  eine  solche  EintheUung  aller  Rationalzahlen  ergeben  hat,  die 
wir  als  Schnitt  (§  Q,  .Nr.  i ) bezeichnen.  Man  erhält  also  den  Satz; 

Zu  jedem  Grössen  verhältniss  a:b,  d.  h.  zu  je  zwei 
Grössen,  die  in  einer  bestimmten  Ordnung  gegeben  sind, 
gehört  ein  ganz  bestimmter  Schnitt,  d.  h.  eine  bestimmte 
Zahl*)  im  allgemeinen  Sinne  des  Worts.  Diese  Zahl 
soll  mit  I«  : b\  bezeichnet  werden. 

Man  kann  die  Zahl  |rt:ö|  auch  die  Masszahl  nennen,  die 
man  erhält,  wenn  man  die  Grösse  a durch  die  Grösse  b misst. 
b heisst  dann  die  Einheit.  Aus  § 3,  Nr.  2 ergiebt  sich  noch: 

i)  d.  h.  eine  bestimmte,  positive,  von  Null  verschiedene  (endliche) 
Zahlgrösse. 
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O.  Holder: 


Zum  Verhältniss  a : u gehört  der  die  Zahl  i reprä- 
sentirende  Schnitt  (vergl.  den  Schluss  von  § 9),  d.  h es  ist 
[a  : a]  — 1. 

§ II.  Commensnrable  Grössen. 

I.  Zwei  Grössen  « und  h werden  com  mensurabel  genannt'), 
wenn  zwei  ganze  Zahlen  ft  und  v so  existiren,  dass  va  = fih. 

Es  ist  in  diesem  Fall  ^ ein  oberer  Bruch  in  Beziehung  auf  das 

Verhältniss  a : h (vergl.  § lol.  Ist  nun  gleichfalls  ein  oberer 

Bruch,  80  ist  v' a < fi'b,  und  es  ergiebt  sich  (§  3,  Nr.  2 und 
Gleichung  (2)),  dass  (v’ fijb  = (v' v j»  = (vv')<i  (i'u')b.  So- 

mit ist  v'u  < du',  d.  h.  cs  ist  der  Bruch  — kleiner  als  der  Bruch 

oder  gleich  diesem.  Hieraus  folgt,  dass  ~ die  kleinste  obere 

Rationalzahl  in  Beziehung  auf  das  Verhältniss  « : b vorstellt. 
Es  ergiebt  sich  also  der  Lehrsatz: 

Wenn  « und  b commensurabel  sind,  und  vn  — ftb  ist, 
so  besitzt  der  dem  Verhältniss  a : b zugeordnete  Schnitt 

eine  kleinste  obere  Zahl,  die  Rationalzahl  — •*)  Man  kann 

V ' 

also  (§  10,  § 9 Schluss)  auch  [a  : b]  = -^  setzen. 

1)  Die  urspriingliche  Definition  ist  die,  dass  die  Grössen  a und  b 
dann  commensurabel  genannt  werden,  wenn  eine  Grösse  c existirt, 
von  der  sowohl  a als  b ein  Vielfaches  ist.  Ist  nun  a = ft  c,  b = rc, 
so  ergiebt  sieb  en  = {vfi'c  = (fir'jc  — ftb  (vergl.  Gleichung  (2)).  Weiss 
man  andererseits  von  den  Grössen  a und  b nur,  dass  sie  mit  zwei 
passend  gewählten  ganzen  Zahlen  g und  v die  Gleichung  va  = fib 
erfüllen,  so  kann  man  die  Existenz  einer  Grösse  c von  der  genannten 
Beschaffenheit  nachweisen.  Dies  ist  sehr  leicht,  wenn  man  von  der 
Existenz  der  aliquoten  Theile  (§  7)  Gebrauch  macht.  Man  hat  aber 
nicht  unbedingt  nöthig,  die  aliquoten  Theile  zu  benutzen,  deren 
Existenz  bei  unserer  Darstellung  auf  dem  Stetigkoitsaxiom  beruht, 
sondern  kann  auch  die  Grösse  c aus  den  Grossen  a und  b durch  ein 
Verfahren  ableiten,  das  dem  Verfahren  des  grössten  gemeinsamen 
Theilcrs  bei  Zahlen  analog  ist  (Euklid’s  Elemente,  7.  Buch,  Nr.  11  u. 
10,  Buch,  Nr.  ni);  man  braucht  daun  nur  die  Axiome  I bis  VI  zu  postuliren. 

Ist  eine  Grösse  c so  gegeben,  dass  a — pc,  b = vc,  und  zugleich 
eine  Grösse  c'  so,  dass  a = fi'c',  b = v'c\  so  geht  aus  den  Entwick- 
lungen des  Textes  hervor,  dass  fiv'  — ft.' v (m.  vergl.  auch  meine 
Schrift:  Anschauung  und  Denken  in  der  Geometrie,  S.  47 ff.). 

2)  Vergl.  Eukud’s  Elemente,  10.  Buch,  Nr.  V. 
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2.  Es  muss  noch  das  Umgekehrte  iMfwiesen  werden.  Zu  dem 
Schnitt,  der  dem  VerhiUtniss  a : h zugeordnet  ist,  soll  eine  kleinste 

obere  Zahl  ^ gehören.  Nach  der  Definition  der  oberen  Zahlen 
ist  va  <!  gfc.  Wir  mü.s.sen  zeigen,  dass  hier  cn  = gb.  Wäre 
V«  < ub,  so  könnte  man  nach  S 6,  Nr.  2 einen  Bruch  ^ — 

V V 

und  zugleich  so  finden,  dass  noch  v'ii  < g'b.  Nun  wäre  ein 

oberer  Bruch  und  zugleich  kleiner  als  der  kleinste  obere  Bruch. 
Wir  haben  somit  den  Satz: 

Wenn  der  dem  Verhältniss  a : h zugeordnete  Schnitt 
eine  kleinste  obere  Zahl  besitzt,  so  ist  e«  = gb.*) 

3-  Aus  Nr.  I dieses  Paragraphen  folgt  noch,  dass,  falls  ftlr 
irgend  ein  commensurables  oder  incommensurables  Verhältniss  a:b 

der  Bruch  ^ eine  obere,  aber  nicht  die  kleinste  obere  Zahl  dar- 

stellt,  jedenfalls  nicht  va  — fth  sein  kann.  Es  ist  also  für 
jeden  eigentlich  oberen  ( vergl.  § lO  und  § y,  Nr.  2)  Bruch 

eines  beliebigen  Verhältnisses  a:b  die  Ungleichung 
va  < fih  erfüllt. 

§ 12.  Masszahl  einer  Sanne  von  (irässen. 

I.  Es  seien  drei  Orössen  a,  a'  und  h gegeben.  Durch  das 
Verhältniss  a •.  b ist  ein  erster,  durch  das  Verhältniss  a' ib  ein 
zweiter  Schnitt  definirt,  und  es  ist  durch  diese  beiden  Schnitte 
ein  dritter  Schnitt  mitbestimrat.  der  ihre  Summe  ist. 

Jede  untere  Zahl  des  dritten  Schnitts  kann  l§  g,  No.  3)  durch 

I (*'  V’(l+  V(l' 

' V v'  vv' 

dargestellt  werden,  wobei  und  **,  untere  Brüche  des  ersten  be- 
ziehungsweise zweiten  Schnitte.s  bedeuten.  Nach  der  Definition 
der  unteren  Brüche  (§  10)  ist  va  > fib,  und  c’«'  > fi'b,  woraus 
sich  ( §3,  No.  2 und  No.  i)  ergiebt,  dass  ( c'v)  a > ( i/'g)b,  und 
(vv')a' ^ (vfi')b.  Nach  §2,  No.  2 und  nach  Gleichung  (12) 
und  (1)  ist  also  auch 

(vv')(a  -p  a')  > (v'g  -j-  vfi')b. 

i)  Euklid ’s  Elemente,  10.  Buch,  Nr.  VI. 


Digitized  by  Google 


26 


O.  Höi.dek: 


Diese  Ungleichung  besagt  nichts  Anderes,  als  dass  der  Bruch  (17) 
ein  unterer  Bruch  ist  für  das  Verhältniss  (a  + a')  : fc. 

Jede  eigentlich  obere  Zahl  des  dritten  Schnitts  kann  (§  9, 
No.  4)  in  die  Form 
(i8)”  p + < = 

^ ^ Ö 6 6(S 

gesetzt  werden,  wobei  ~ und  eigentlich  obere  Brüche  des  ersten 

und  zweiten  Schnittes  bedeuten.  Man  hat  nun  (§11,  No.  3) 
aa<iqh  und  a' a <i  q' b und  kann  daraus  folgern,  dass  ((j'ö)o 
<i{a’q)b,  und  (ao')a'  <C{oq'^b^  woraus  sich  dann  wieder 

aa'ia  + a')  < (ff'p  + 

ergiebt.  Diese  Ungleichung  besagt  mit  Eücksicht  auf  § 10,  § 1 1 
No.  2 und  § 9 No.  2,  dass  der  Bruch  ( 1 8)  ein  eigentlich  oberer 
ist  in  Beziehung  auf  das  Verhältniss  (a  + «')  : b. 

Bezeichnet  man  jetzt  den  Schnitt,  welcher  dem  Verhältniss 
(«  + it')  : h zugeordnet  ist,  als  vierten  Schnitt,  so  ist  bis  jetzt  ge- 
zeigt worden,  dass  jede  untere  Zahl  a des  dritten  Schnitts  auch 
eine  untere  Zahl  des  vierten,  und  jede  eigentlich  obere  Zahl  ß 
des  dritten  Schnitts  auch  eine  eigentlich  obere  Zahl  des  vierten 
Schnittes  ist.  Falls  der  dritte  Schnitt  eine  uneigentlich  obere  Zahl  ^ 
besitzt,  ist  von  ^ zunächst  noch  nicht  nachgewiesen,  welcher  der 
durch  den  vierten  Schnitt  gebildeten  t'lassen  es  angehört.  Nun 
ist  ^ eine  zwischen  den  a und  den  ß gelegene  Rationalzahl,  und 
es  macht  | mit  den  a und  den  ß zusammen  die  Gesammtheit 
aller  Rationalzahlen  aus.  Wenn  also  ^ eine  rmtere  Zahl  des 
vierten  Schnittes  wäre,  so  würde  die  Classe  dieser  unteren  Zahlen 
offenbar  nur  aus  den  Zahlen  a und  aus  | bestehen;  es  würde 
daher  diese  Classe  in  | eine  grösste  Zahl  besitzen,  was  (§  9,  No.  1 ) 
widersprechend  ist.  Man  erkennt  jetzt,  dass  in  jedem  Fall  der  dritte 
Schnitt  mit  dem  vierten  identisch  ist.  Es  gilt  somit  der  Satz: 

Der  dem  Verhältniss  (a-\-a'):h  zugeordnete  Schnitt 
ist  die  Summe  der  beiden  Schnitte,  welche  den  Ver- 
hältnissen (i  : h und  n' : h zugehören. 

Das  heisst  mit  anderen  Worten: 

Die  Masszahl  der  Grössensumiue  « + «'  ist  die 
arithmetische  Summe  der  Messzahlen  von  n und  von  n', 
wenn  sowohl  a als  a'  als  a -f-  «'  durch  dieselbe  Einheit 
gemessen  werden. 
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Mit  Rücksicht  auf  die  in  § lo  cingeführte  Bezeichnung  kann 
das  gewonnene  Resultat  auch  in  der  Formel 

(19)  [(rt  4-  «')  : l>\  = [a  : b\  + [a  : ft] 

ausgedrückt  werden. 

2,  Ist  > fl,  so  kann  u^  auf  die  Form  a + a'  gebracht 
werden,  und  die  Formel  (19)  zeigt  dann,  dass  |«j : hj  = [(a  + «')  : 6] 
]>  [a  : ?>]  ist.  Schliesslich  ergiebt  sich  der  Satz: 

Es  ist  [fli  : h]  ^ |flj  : h|  je  nachdem  «i  ^ «j  ist.  Ins- 
besondere kann  man  also  aus  der  Gleichung  |fl,  : h|  = [oj  : ft] 
stets  schliessen,  dass  a^  = Oj  ist.’)  Da  ferner  [h  ; hj  = 1 ist 

(vgl.  § 10,  Schluss),  so  ist  [a  : b]  ^ 1,  je  nachdem  a ^ b ist. 

§ 13.  Aendemng  der  Einheit. 

Man  bilde  aus  drei  beliebigen  Grössen  a.  h und  v die  beiden 
Schnitte,  welche  (§  10)  mit  («  : b]  und  fb  : c]  bezeichnet  werden; 
es  soll  [a  : bj  der  erste,  und  [b  : cj  der  zweite  Schnitt  heissen. 
Das  Product  dieser  beiden  Schnitte  sei  der  dritte  Schnitt.  Nun 
ist  jede  untere  Zahl  (§  9,  No.  5)  des  dritten  Schnittes  von  der 
F’orra 

(20) 

It  X . • . 

wo  und  untere  Brüche  sind  für  die  Verhältnisse  a : b und 

V x 

b : c.  Es  gelten  also  nach  der  Definition  der  unteren  Brüche 
(§  10)  die  Ungleichungen  va  > gb  und  Ab  > xc.  Hieraus  er- 
giebt sich  (§  3,  No.  2 und  Gleichung  (2))  (Ar)«  > (Ag)b  und 
(gA)b>(gx)c;  es  ist  also  auch  (^Ar)fl  > (gx)c,  d.  h.  es  ist  der 
Bruch  (20)  ein  unterer  füi-  das  Verhältniss  a : c. 

i)  Man  könnte  auch  dann,  wenn  nur  die  Axiome  I bis  ohne 
das  Stetigkeitsaxiom  und  ohne  das  archimedische  Axiom,  gefordert 
werden,  stets  einen  dem  Verhältniss  a : 6 zugeordneten  Schnitt  definiren, 
wenn  man  nur  zulässt,  was  hier  nicht  geschehen  ist,  dass  auch  einmal 
alle  Rationalzahlen  in  die  erste  Classe  oder  alle  Kationalzablen  in  die 
zweite  Classe  des  Schnittes  fallen,  wobei  eine  Classe  völlig  leer  bliebe. 
Bei  dieser  Auffassung  käme  ein  der  Zahl  0,  und  ein  der  Zahl  ent- 
sprechender Schnitt  vor.  In  einem  gewissen  Sinn  würden  dann 
die  Relationen  (19)  und  (21)  bestehen  bleiben;  es  würde  aber  aus 
|fl,  : b]  =-  [fl,  : b]  nicht  mehr  geschlossen  werden  können,  dass  a,  = a,, 
wie  man  sofort  erkennt,  wenn  etwa  [n,  :b]  = ü,  und  a,  = 2«,  wäre 
(vgl.  die  auf  S.  12  .\nm.  aufgeführten  Grössen). 
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0.  Holder: 


Ganz  ebenso  beweist  man,  dass  jede  eigentlich  obere  Zahl 
(§  9,  No.  2;  § IO;  § 1 1,  No.  3)  des  dritten  Schnitts  zugleich  eine 
eigentlich  obere  Zahl  ist  für  das  V'^erhältniss  u : c,  und  es  iSsst 
sich  dann,  ganz  ebenso,  wie  das  analoge  Resultat  ini  vorigen 
Paragraphen  begründet  wurde,  zeigen,  dass  der  dritte  Schnitt 
identisch  ist  mit  demjenigen,  der  dem  Verhältniss  a : c zuge- 
ordnet ist.  Dieses  Ergebniss  wird  durch  die  Formel 

(2 1)  [a  : h]  • [b  : c)  = [a  : c] 

ausgedrückt;  es  besagt,  dass  man  die  Masszahl  von  « in 
Beziehung  auf  c als  Einheit  erhält,  wenn  man  die  auf 
die  Einheit  h bezogene  Masszahl  von  a mit  der  auf  die 
Einheit  c bezogenen  Masszahl  von  h multiplicirt. 

Die  Formel  (21)  erlaubt  in  der  Fonn 

(22)  l"  = ^]  = f67c]’ 

die  Masszahl  irgend  einer  Grösse  a in  Beziehung  auf  irgend  eine 
als  Einheit  gewählte  Grösse  b zu  berechnen,  vorausgesetzt,  dass 
man  die  Messzahlen  beider  Grössen  für  irgend  eine  andere  Ein- 
heit c kennt. 

Setzt  man  noch  c = a,  so  ergiebt  sieb  (vgl.  den  Schluss  von 
§10),  dass  [a  : b]  und  [b  : a]  reciproke  Zahlwerthe  sind. 


§ 14.  .Vuderne  Begründung  der  Lehre  von  den  tirüssenproportionen. 


Durch  die  Ergebnisse  der  letzten  Paragraphen,  insbesondere 
die  Gleichungen  (19)  und  (22),  wdrd  die  euklidische  Proportionen- 
lehre auf  die  Gesetze  der  Arithmetik  zurückgeführt,  wodurch 
eben  die  grössere  Übersichtlichkeit  der  modernen  Auffassung  er- 
reicht wird. 

Als  Beispiel  mag  der  Lehrsatz  in  No.  XD  des  5.  Buchs  der 
Elemente  gewählt  werden.  Dieser  Satz  besagt,  dass,  wenn  die 
Grösse  a sich  zu  b wie  c zu  d verhält,  und  dieses  wie  e zu  f\ 
dann  auch  « -f  c -f-  e sich  zu  h d f verhält  wie  a zu  b. 
Man  hat  hier  als  Voraussetzung  die  Gleichheit  der  Zahlen 

(23)  [»:«»],  [c:d],  [«:/■]• 


Nach  (22)  ist  jede  dieser  Zahlen  beziehungsweise  gleich 


(24) 


[q  :g]  [c  -j]  \e-0] 

[b:«;]’  \f-.gV 
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wobei  g eine  beliebige  Grösse  bedeutet.  Wir  können  aber  auf 
rein  arithmetischem  Weg  beweisen,  dass  die  drei  einander  gleichen 
Quotienten  (24)  von  Zahlen  gleich  sind 

l«19]  + [cj  gJ  + [g  = 9\ 

Nach  (19)  ist  dies  gleich 

[(«_+  c + e) : gj 
U6  + d-f/):j/J> 

d.  h.  (vgl.  (22))  gleich 

(26)  [(«  -|_  c + e)  : (h  + rf  -j-  /■)], 

und  es  sind  somit  auch  die  mit  (25)  übereinstimmenden  Zahlen 
(24)  und  (23)  gleich  (26),  d.  h.  es  ist 

f(a  + c + c)  : (b  + f/  -}-  Z)!  = f«  : bl, 

w.  z.  b.  w. 

Der  gegebene  Beweis  beruht  darauf,  dass  mit  Hilfe  von  (22) 
alle  Messzahlen  durch  solche  ausgedrückt  werden,  welche  sich  auf 
eine  und  dieselbe  Einheit  beziehen,  und  dass  dann  die  Gleichungen 
(19)  und  {22)  weiter  benutzt  werden.  Vergleicht  man  damit 
den  von  Euklid  gegebenen  Beweis,  so  beruht  der  Unterschied 
darin,  dass  Euklid  bei  die.sem,  wie  bei  jedem  anderen  Beweis 
in  der  Proportionenlehre,  auf  seine  Definition  der  Proportion 
zurückgreifen  muss*);  dies  kommt  auf  dasselbe  heraus,  wie  wenn 
wir  in  jedem  Einzelfalle  auf  die  Definition  des  Schnitts  zurück- 
greifen würden. 

i)  Ecklid’s  Definition  der  Proportion  (5  Buch  der  Elemente,  5.  De- 
finition) kann  folgendermassen  wiedergegeben  werden:  Man  sagt,  dass 
sich  a gerade  so  zu  b verhalte  wie  e zu  d,  wenn  für  jede  ganze  Zahl  g 
und  für  jede  ganze  Zahl  v das  Vielfache  fia  von  a im  V'ergleich  zum 
Vielfachen  vb  von  b kleiner,  gleich  oder  grösser  ist,  je  nachdem  das 
entsprechende  Vielfache  ga'  von  o'  kleiner,  gleich  oder  grösser  ist  als 
das  entsprechende  Vielfache  vb'  von  b'.  Im  Besitz  des  DEDEKiKD’schen 
Schnittbegriffs  kommt  man  leicht  darauf,  das  VerhlUtniss  a : b zweier 
Grössen  a und  b dadurch  als  etwas  Selbstilndiges  aufzufassen,  dass 
man  diesem  Verhältniss  einen  Schnitt  zuordnet,  und  man  erkennt  dann 
sofort,  dass  die  euklidische  Definition  der  Proportion  völlig  gleich- 
bedeutend ist  mit  der  Erklärung:  man  sagt  dann,  dass  sich  u zu  b so 
verhalte  wie  c zu  ä,  wenn  der  dem  Verhältniss  a : b zugeordnete  Schnitt 
derselbe  ist  wie  der  dem  Verhältniss  c:d  zugeordnete.  Diesen  nahen 
Zusammenhang  zwischen  seinem  Schnittbegriff  und  dem  euklidischen 
Begriff  der  Proportion  hat  auch  Dedkki.nd  selbst  erkannt  (vgl.  „Was 
sind  und  was  sollen  die  Zahlen?“  1888,  Vorwort  S.  XIV). 
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§ 1$  Existenz  einer  tirösse  von  vorgesehriebener  Mnsmbl. 

In  Beziehung  auf  eine  gegebene  Grösse  h und  einen  ge- 
gebenen Schnitt  V.  kann  raan  die  sämratliehen  Grössen  folgender- 
massen  in  zwei  C'lasseu  eintheilen.  In  die  erste  Classe  soll  jede 
Grösse  X kommen,  die  zusammen  mit  einem  passend  gewählten 

unteren  Bruch  (§  g,  No.  2)  ^ des  Schnittes  k der  Ungleichung 

(27J  vx  < fih 

genügt.  In  die  zweite  Classe  komme  jede  andere  Grösse,  so  dass 
also  jede  Grösse  x’  dieser  Cla.sse  zusammen  mit  jedem  unteren 

Bruch  ^ des  Schnittes  jt  die  Relation 

V 

(28)  vx'  ^ fifc 
erfüllt. 

Bedeuten  x und  x'  jetzt  zwei  bestimmte  Grössen  der  ersten, 
beziehungsweise  zweiten  Classe,  so  gilt  die  Ungleichung  (27)  für 
die  bestimmte  Grösse  x und  für  zwei  ganze  Zahlen  ft  und  v, 
und  es  gilt  die  Relation  (28)  unter  Anderem  auch  für  eben 
diese  Zahlen  ft  und  v und  für  die  bestimmte  Grösse  x'.  Man 
kann  deshalb  aus  (27)  und  (28)  folgern,  dass  vx<ivx',  und 
somit  nach  § 3,  No.  2 auch  x <ix'  ist.  Es  ist  also  jede  Grösse 
der  ersten  Classe  kleiner  als  jede  der  zweiten. 

Um  einzusehen,  dass  Grössen  beider  Classen  existiren,  wählen 

wir  zuerst  einen  unteren  Bruch  des  Schnittes  x aus.  Nach  ij  3, 

No.  3 kann  man  eine  Grösse  x so  finden,  da.ss  vx  <i  fxb,  und  es 
gehört  dann  x in  die  erste  Classe.  Wählen  wir  nun  einen  oberen 

Bruch  des  Schnittes  und  dann  eine  Grös,se  x'  so,  dass  x'^u'b 

V 

(vgl.  § 2,  N.  4),  so  ist  auch 

(29)  v'x'  > ft'h. 

Wenn  jetzt  irgend  einen  unteren  Bruch  des  Schnittes  x be- 
deutet, so  ist  (§  9,  No.  I und  No.  2)  ^ ^ Es 

ergiebt  .sich  also  aus  (29),  dass  (fte^la:' > (fift')fc,  und  somit  a 
fortiori  (vgl.  § 3,  No.  2)  (v/i')x'  > (ftfi')fe,  d.  h.  (wegen  Gleichung 
(2))  p' (vx')  > p'(pö).  Deshalb  muss  (§  3,  No.  2)  vx'  > pö 

sein  für  jeden  beliebigen  unteren  Bruch  und  es  gehört  also  x' 
in  die  zweite  Cla.sse. 
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Vermöge  des  Axioms  VII  kann  nunmehr  auf  die  Existenz 
einer  Grösse  | geschlossen  werden,  welche  so  beschaffen  ist,  dass 
jedes  I',  das  •<  | ist,  zur  ersten,  und  jedes  > | zur  zweiten 
Classe  gehört.  Es  muss  noch  gezeigt  werden,  dass  dem  Ver- 
hältniss  I : b der  von  Anfang  an  gegebene  Schnitt  x zugeorduet  ist. 

Nun  sei  zuerst  ^ ein  unterer  Bruch  des  Schnittes  x:  es 

V 

muss  bewiesen  werden,  dass  ^ auch  ein  unterer  Bruch  ist  in  Be- 

r 

■Ziehung  auf  das  Verhältniss  | ; ö,  d.  h.  (§  lo),  dass  > fth  ist. 
Wir  nehmen  zu  diesem  Zweck  an,  es  sei  im  Gegentheil 

(30)  < ftÖ. 

Nach  der  Eigenschaft  der  unteren  Brüche  (§  g,  No.  i und  2) 
muss  sich  in  dem  Schnitte  x ein  gleichfalls  unterer  Bruch  p so 

finden  lassen,  dass  ^ ^ > •'V  Nun  folgt  aus 

130),  dass  (v'v)l  < (v'fi)b,  und  da  (§  3,  No.  2)  (v' fi)b  < (vfi')b 
ist,  so  muss  auch  (v' v)  ^ < [vfi'jb,  d.  h.  (Gleichung  (2)) 
sein.  Es  ergiebt  sich  daher  nach  § 3,  No.  2,  dass 
v'l  < ft'i).  Nach  §6,  No.  2 kann  man  jetzt  eine  Grösse 
so  finden,  dass  die  letzte  Ungleichung  noch  bestehen  bleibt,  wenn 
in  ihr  für  ^ gesetzt  wird.  Man  hätte  demnach  v' <C.  fi'b. 

Da  nun  - , ein  unterer  Bruch  des  Schnittes  x war,  so  müsste 

V 

nach  der  im  Anfang  dieses  Paragraphen  gegebenen  Definition 
der  ersten  Classe  angehören;  dies  widerspricht  aber,  da  | 

angenommen  war,  den  Eigenschaften  der  Grösse  |. 

Jetzt  bedeute  p irgend  einen,  eigentlichen  oder  uneigentlichen, 

oberen  Bruch  des  Schnittes  x.  Es  ist  zu  beweisen,  das  - auch 

für  das  Verhältniss  | : b ein  oberer  Bruch  ist,  d.  h.  dass  < Qb. 
Angenommen,  es  wäre  <r|  > pö,  .so  könnte  man  | und  zu- 

gleich so  wählen  (§  6,  Nr.  2),  dass  cr|”  > (ib.  Ist  nun  ^ irgend 

ein  unterer  Bruch  des  Schnittes  x,  so  ist  p 

und  es  ergiebt  sich  > (up)!/ > (flft)ö,  und  hieraus  v^" 

> fib.  Aus  dieser  Ungleichung,  die,  bei  demselben  5”,  für  alle 

unteren  Biüche  ^ des  gegebenen  Schnittes  x gelten  müsste,  er- 
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{fiptit  sich,  (lass  fvorgl.  (28))  die  Tirösse  der  zweiten  von  den 

oben  detiniiden  t'lassen  angehören  müsste.  Da  aber  <I  I g^~ 

wählt  war,  so  widerspricht  diesi's  Ko.sultat  den  Eigenschaften  der 
Grösse 

Damit  ist  also  der  Satz  bewiesen: 

Es  gieht  eine  Grösse  deren  Verhältniss  zu  einer 
irgendwie  gegebenen  Grösse  h durch  einen  irgendwie 
gegebenen  Schnitt  x dargestellt  wird. 

Dies  kann  auch  so  ausgedrückt  werden: 

Es  giebt  eine  Grösse  welche  in  Beziehung  auf 
eine  beliebig  gegebene  Einheit  li  eine  beliebig  gegebene 
Zahl  X zur  Masszahl  hat. 

Die  Grösse  5 wird  dmTh  die  Einheit  h und  die  Masszahl  x 
eindeutig  bestimmt;  wenn  nämlich  zwei  Grössen  § und  rj  der 
Bedingung  genügten,  so  hätte  man  mit  Rücksicht  auf  die  Be- 
zeichnung von  § 10  die  Relation  ||  : b|  = x = [7;  : b],  woraus 
sich  nach  § 1 2,  Nr.  2 ergieht,  dass  | = ij  ist. 

Wenn  die  Einheit  festgehalten  wird,  so  findet  sich  also  zu 
jeder  gegebenen  Grösse  eine  Masszahl  und  zu  jeder  gegebenen 
Masszahl  eine  Grösse.*) 


§ 16.  Mnltiplication  der  Grössen. 

Ueber  die  betrachteten  Grössen  ist  nichts  vorausgesetzt 
worden,  als  dass  die  Axiome  I bis  VII  bestehen,  insbesondere,  dass 
die  Grössen  verglichen  und  addirt  werden  können.  Von  einer 
Multiplication*)  der  Grössen  war  nicht  die  Rede.  Es  kann  aber 


1)  Hat  man  zwei  Systeme  von  Grössen,  deren  jedes  die  Axiome 
I bis  VII  erfüllt,  so  kann  man  die  Systeme  eindeutig  aufeinander  be- 
ziehen, so  dass  dabei  auch  die  Summen  entsprechender  Grössen  einander 
entsprechen  (solche  Beziehungen  sind  von  Bettazzi  untersucht  worden, 
m.  vergl  d Anm.  auf  S.  19). 

Man  hat  zu  diesem  Zweck  uur  in  jedem  System  eine  Einheit  zu 
wählen  und  solche  Grössen  einander  zuzuordnen,  denen  dieselbe  Mass- 
zahl zukommt. 

2)  Geometrische  und  physische  Grössen,  wie  Strecken,  Inhalte, 
Zeiten,  Massen,  Kräfte  u.  s,  w.  können  zunächst  auch  niu'  addirt. 
werden,  und  zwar  ist  die  Addition  nur  für  gleichartige  Grössen  mög- 
lich. Wenn  mau  von  einer  Multiplieation  geometrischer  oder  physischer 
Grössen  spricht,  so  beruht  dies  auf  einem  künstlichen  üebereinkommen. 

In  der  vorliegenden  .trbeit  sind  nur  solche  Axiome  angenommen 
worden,  die  sieh  auf  die  Vergleichung  und  die  Addition  der  Grössen 
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jetzt  eine  Operation  definirt  werden,  die  als  Multiplication  be- 
zeichnet werden  mag. 

Man  wähle  eine  fTrüsse  h ans,  welche  im  Folgenden  fest- 
gehalten werden  soll  und  als  Einheit  bezeichnet  wird.  Sind  nun 
(I  und  a'  irgend  zwei  Grössen,  so  definirc  ich  n ■ n'  als  die- 
jenige Grösse  x,  für  welche  die  Zahlengleichung 

(31)  [x  : ft]  = 1«  : h][rt' ; h] 

gilt.  Nach  § 15  (Schluss)  wird  vermöge  dieser  Festsetzung  das 
Product  (i  ■ a der  Grössen  « und  n durch  diese  eindeutig  be- 
stimmt; die  Bestimmung  würde  sich  aber  ändern,  wenn  wir  ft 
änderten. 

Da  für  die  Zahlen  | « ; ft  | , [« ' : ft  | das  commutative  Gesetz 
der  Multiplication  gilt,  so  folgt  aus  der  Definitionsgleichung  (31) 
unmittelbar,  dass  für  die  Grössen  <t<t'  — n'n  i.st.  Wollen  wir 
ferner  iaa')n"  = x'  bilden,  so  haben  wdr  zuerst  x gemäss  der 
Gleichung  ( 31)  und  dann  x'  mit  Hilfe  der  Gleichung  |x' : ft] 
==  [x  : ftj  fo"  : ft]  zu  bestimmen.  Es  kann  also  x’  unmittelbar 
durch  die  Gleichung 

fx' : ft]  = [a  : ftj]«'  : ft|[rt"  : ft] 

gefunden  werden.  Man  erkennt  jetzt,  dass  auch 

(aa')a"  = a{u'n"), 

d.  h.  dass  für  die  definirte  Multiplication  der  Grössen  das  asso- 
ciative  Gesetz  besteht. 

Die  Grösse  «(«'  -f  a")  — t/  be.stimrat  sich  aus  der  Gleichung 

\H  bj  = [«  : ftj|  (/''  + «")  : ft]. 

Die  rechte  Seite  ist  nach  Gleichung  (19)  gleich  [«:ft]([«':ft] 
-f-  [a"  : ft]),  d.  h.,  da  für  Zahlen  die  gewöhnlichen  llechnuugs- 
gesetze  gelten,  gleich  j«  : ft])«’ : ft]  -(-  ](t  : ft|[«”  : ftj.  Die  beiden 
Glieder  der  letzten  Summe  sind  nach  der  Delinitionsgleichung 
(31)  des  Products  [(««'):  ftj  und  [(««"):  ft]  und  geben  nach 
Gleichung  (^19)  zusammen  \(aa'  -f-  aa")  : ft].  Somit  ist 

[</  : ftj  = ((««'  + iKi")  : ft], 

beziehen.  Diese  Axiome  reichen  hin,  um  die  euklidische  Proportionen- 
theorie und  die  iiiodenie  Theorie  des  Massen  abzuleiteii.  Die  Sätze, 
welche  die  Multiplicat ioii  der  Grössen  hetretten,  erscheinen  hier 
eigentlich  nur  als  Corollare  zu  einer  dieser  Theorien. 

Mfttli.- pitys.  CUsni 
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und  daher  nach  § 12,  Nr.  2 auch  y = aa  aa'\  d.  h.  es  ist 
für  die  drei  beliebig  gegebenen  Grössen 

(32)  a{a'  + a")  = au'  + na". 

Wegen  des  conmiutativen  Gesetzes  der  .Vlultiplication  er- 
gicbt  sich  noch 

(33)  (a' + a")a  = a'a  + a"a; 

es  bestehen  also  auch  die  beiden  distributiven  Gesetze. 

Da  die  Einheit  h willkürlich  war,  kann  die  hier  angeführte 
Multiplication  noch  auf  unendlich  viele  Arten  näher  bestinuut 
werden.  Gründet  man  die  Definition  der  Multiplication  auf  die 
Einheit  b,  führt  aber  daneben  noch  eine  zweite  Einheit  c ein, 
so  kann  die  Definitionsgleichung  (3 1 I in  die  Form  (vergl.  Glei- 
chung (21)) 

[x  : c]  [c  : 6J  =*  [a  : cj  [c  : ö]  • [o'  : cj  [c  : öj , 
also  auch  in  die  Form 

[x  : cJ  = [c  : öj  • [((  : c]  [« ' : c] 

gesetzt  werden.  Hier  ist  c willkürlich,  und  da  auch  b willkür- 
lich war,  ist  |c:ö]  = x eine  willkürliche  Zahl.  .Man  kann 
also  mit  Hilfe  einer  beliebig  gewählten  Grösse  c und 
einer  beliebig  gewählten  Zahl  x durch  die  Gleichung 

(34 ) f(««')  : cJ  = X • ja  : cJ [n' : cJ 

eine  der  in  Kede  stehenden  Multiplicationen  für  alle 
Grössenpaare  «,  «'  definiren. 

§ 17.  Die  detlnirte  Multiplieation  ist  die  einzige. 

Ich  nehme  jetzt  an,  cs  sei  irgendwoher  eine  Operation 
gegeben,  die  es  ermöglicht,  aus  zwei  Grössen  a und  wenn 
diese  in  einei-  bestimmten  Oi-dnung  gegeben  sind,  eine  eindeutig 
bestimmte  dritte  Grö.sse  non'  abzuleiteu.  Diese  Operation  soll 
auch  als  Multiplieation  bezeichnet  worden,  und  es  sollen  für 
diese  Multiplieation  ziisammen  mit  der  früheren  Ad- 
dition die  beiden  Distributivgesetze  (32)  und  (33)  be- 
stehen, so  dass  also 

(,351  uo(u'  -f  a")  = (floa'l  -|-  (ao«"), 

(36)  («'  -)-  a")on  = (f/'ort)  -f  {a"on). 
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Es  lässt  sich  zeigen,  dass  diese  neue  Mnitiplieation  auch  dem 
commutativen  und  associativen  (iesetz  genügen  muss  und  nichts 
anderes  ist  als  die  auf  eine  passende  Einheit  gegründete  Multi- 
plication des  vorigen  Paragraphen. 

1.  Zunächst  sollen  aus  dem  ersten  distributiven  Gesetz  (35) 
die  Folgerungen  entwickelt  werden.  Von  zwei  verschiedenen 
Grössen  sei  die  kleinere  a;  es  kann  dann  die  grossere  a'  in  der 
Form  a a"  dargestellt  werden  Axiom  Vi.  Nun  ergiebt  sich 

(35)  und  rV,  dass 

boa'  = (hort)  + (lioa”)  > hoa, 

wobei  h eine  beliebige  weitere  Grösse  bedeutet.  Das  neue 
Product  wird  somit  durch  V^ergrösserung  des  zweiten 
Factors  vergrössert. 

Bildet  man  jetzt  die  aus  1»  Gliedern  bestehenden  Summe 
(boa)  + {boa)  + (boa)  -j- , 

indem  man  zum  ersten  Glied  das  zweite,  zu  der  so  erhaltenen 
Summe  das  dritte  Glied  u.  s.  f.  addirt,  so  erhält  man,  indem 
man  beständig  die  Formel  (35)  an  wendet,  bova;  es  ist  also 
(37)  v(bon)  = bova. 

Es  bedeute  c eine  beliebige  Grösse,  und  ^ einen  unteren  Bruch 

für  a : c (vergl.  § 10),  so  dass  also  va  > pc.  Nach  dem  vorhin 
Gefundenen  ist  nun  auch  boe«  > öope,  und  somit  nach  (37) 

> ft(boc).  Diese  Kelation  besagt  aber,  dass  ^ ein  unterer 
Brach  ist  für  (bonj  : (boc). 

Mau  beweist  ebenso,  dass  ein  Bruch,  der  für  a : c ein  oberer 
ist,  es  auch  ist  fiü-  (bozi)  ; (boc).  Also  ist  der  durch  a : c defi- 
nirte  Schnitt  derselbe,  wie  der  durch  {boa)  : (boc)  detinirte,  w'as 
durch  die  Gleichimg 

(.38)  [(bo«)  ; (bocjl  ==  [a  : fj 

au.sgedrückt  weislen  kann. 

2.  ln  ganz  analoger  Weise  werden  nun  aus  dem  zweiten 
Distributivgesetz  (36)  die  Folgerungen  gezogen.  Dabei  ergiebt 
.sich  zuerst,  dass  das  vorliegende  Product  durch  Ver- 
grösserung  des  ersten  Factors  vergrössert  wird,  und  dann, 
dass  die  Gleichung 

( 39)  = \ b : <i\ 

für  drei  beliebige  Grössen  b,  c,  d gütig  ist. 

3* 
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3.  Wir  haheii  früher  für  die  neue  Multiplicafion  die  Geltung 
beider  Distributivgesetze  gefordert  und  erhalten  daher  aus  den 
Gleichungen  (38 j und  (39)  zusammen 

[(60a)  : (boc)]|(boc)  : iV/ocj]  = [n  : cl(b  : il] 
oder  mit  'Rücksicht  auf  Gleichung  121)  von  § 13 

jfboa)  : t^docj]  = [n  : c][b  : t/J. 

Setzt  man  noch  d — c,  so  ergiebt  sich 

[(boa)  : (coc)l  = [a  : c\[l>  : c|. 

Multiplicirt  man  hier  beiderseits  mit  der  Zahl  |(coc);c]  und 
wendet  zugleich  wieder  die  Gleichung  (21  ) an,  so  findet  man 

(40)  I : c|  = x(b  : c]fa  : c], 

wobei 

X = 1 (coc)  : cj 

eine  nur  von  der  Grösse  c abhängige  Zahl,  also  in  Beziehung 
auf  die  Grössen  a und  b eine  Constante  ist.  Es  ist  also  die 
Masszahl  von  boa  gleich  dem  Product  der  veränderlichen 
Masszahleu  von  b und  von  a in  eine  durch  die  Einheit 
gegebene  Constante. 

Die  Gleichung  ^40)  ergiebt  noch,  wenn  sie  zweimal  ange- 
wendet wird 

(4O  f((«i°«s)o«s)  = <^1  = : c|K  : 

= x*[a,  : cl[öä  : c][ö3  : cJ. 

Nun  lässt  (40^  erkennen,  dass 

(42)  [(bort)  : cJ  = l(aob)  ; cj, 
und  (41),  dass 

(43)  [(("i°«s)o«3)  : c]  = [(«jO^o«,))  : c] 

ist.  Mit  Rücksicht  auf  § 12,  Nr.  2 hat  (42)  zur  Folge,  dass 
(bort)  = (nob) 

ist,  und  (43),  dass 

(aioaj)oöj  = «io(a3  0rt3), 

d.  h.  es  genügt  die  vorausgesetzte  neue  Multiplication 
dem  commutativen  und  dem  associativen  Gesetz.*) 

i i Bis  hierher  sind  in  dem  vorliegenden  Paragraphen  \vergl.  die 
Anmerkungen  am  Anfang  von  § 10  und  von  g 3 und  am  Schluss  von 
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Aus  der  Formel  (40)  und  der  Schlussformel  von  § 16 
(Gleichung  (34))  ergiebt  sich,  dass  die  neue  Multiplication 
mit  einer  der  in  § 16  definirten  Multiplicationen  iden- 
tisch sein  muss. 


Zweiter  Theil. 

Anwendung  auf  die  Strecken  in  einer  Geraden. 

g 18.  Die  für  Punkte  und  Strecken  einer  (ieraden  zunächst  zu 
fordernden  Axiome. 

Für  die  geometrischen  Anwendungen  sind  wieder  besondere 
Axiome  zu  formuliren.  Wir  betrachten  die  Punkte  einer  Geraden. 
Wenn  zwei  verschiedene  Punkte  in  einer  bestimmten  Folge 
gegeben  sind,  so  wollen  wir  sagen,  dass  eine  „Strecke“  vorliege. 
Wir  fordern  jetzt  für  die  Punkte  und  Strecken  einer  Geraden  die 
folgenden  Axiome.*) 

g 5)  nur  solche  frühere  Resultate  benutzt  worden,  die  sich  aus  den 
Axiomen  I bis  VI  und  dem  archimedischen  Axiom  folgern  lassen. 
Man  kann  also,  wenn  man  die  Axiome  I bis  VI,  das  archi- 
medische Axiom  und  die  beiden  distributiven  Gesetze  (35) 
und  (36)  fordert,  bereits  auf  die  Giltigkeit  des  commutativen 
und  associativen  Gesetzes  der  Multiplication  schliessen. 
In  diesem  Resultat  ist  ein  specielleres  Krgebniss  von  Hii.bert  enthalten 
fGrundlagen  der  Geometrie  1899,  S.  72f.i. 

i)  Hinsichtlich  der  Axiome,  die  sich  auf  die  Anordnung  der  Punkte 
einer  Geraden  und  auf  die  Gleichheit  von  Strecken  einer  Geraden  be- 
ziehen, vergl.  man  Pasch,  Vorlesungen  über  neuere  Geometrie,  1882, 
S.  5 ff.,  Bcrkhardt,  Göttinger  Nachrichten,  1895,  S,  2 und  Hilbert, 
Grundlagen  der  Geometrie,  1899,  S.  6,  7,  10,  ii,  19.  Von  dem  Hil- 
BEBT’schen  Axiomsystem,  dem  ich  mich  in  einer  anderen  Veröffent- 
lichung angeschlossen  haVie  (Anschauung  und  Denken  in  der  Geometrie 
1900,  S.  47  bis  53),  unterscheidet  sich  das  im  Text  in  diesem  Para- 
graphen aufgestellte  hauptsächlich  dadurch,  dass  nur  Strecken  der 
ersten  Richtung  hinsichtlich  ihrer  Gleichheit  und  Ungleichheit  ver- 
glichen gedacht  werden.  Es  fallt  damit  von  selbst  das  Axiom  weg, 
dass  AB  — BA  ist,  welches  Axiom  auch  später  in  g 21,  wo  Strecken 
der  ersten  und  der  zweiten  Richtung  mit  einander  verglichen  werden, 
zunächst  nicht  angenommen  wird.  Damit  steht  im  Zusammenhang, 
dass  die  Thatsache  (t)  als  besonderes  Axiom  aufgefiihrt  werden  musste. 
Der  letzte  Umstand  wird  in  der  Anm.  am  Anfang  von  g 20  genauer 
erörtert. 

Es  scheint  mir  durchaus  nothwendig  zu  sein,  dass  für  Punkte  und 
Strecken  einer  Geraden  besondere  Axiome  aufgestellt  werden,  auf 
Grund  deren  dann  gezeigt  werden  kann,  dass  die  Strecken  einer  Ge- 
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(ft)  Es  giebt  auf  einer  Geraden  mindestens  zwei  verschiedene 
Punkte. 

raden  den  'l'hatsarhen  entsprechen,  die  in  § i bei  der  allgemeinen. 
Betrachtung  der  Griissen  gefordert  worden  sinil.  Veronese  (a.  a.  O.) 
benutzt  Strecken axiome  und  Grössenaxiome  neben  einander;  dadurch 
wird  aber  nicht  die  volle  Klarheit  über  die  gemachten  Voraussetzungen 
erreicht.  Als  Beispiel  mag  ein  einzelner  Schluss  hervorgehoben  wer- 
den. Vebo.ne.se  (a.  a.  O.  p.  620  unten)  schliesst  daraus,  dass  Ac  X 
(vergl.  die  in  (ß)  von  mir  eingeführte  Bezeichnung),  ,l  c T,  7C  c A, 
Y’  c A,  A X = X'A,  AY=  Y'  A ist,  und  daraus,  dass  X zwischen  A 
und  Y liegt,  dass  auch  X'  zwischen  Y'  und  A gelegen  sein  muss.  Der 
Gedanke  ist  dabei  der,  dass  aus  A c X c Y folgt  A A’'  < A V,  dass  dann 
wegen  der  Gleichheit  von  AX  und  X'A  und  von  AY  und  1"A  sich 
X'A  < T'A  ergiebt,  und  hieraus  schliesslich  gefolgert  werden  kann, 
dass  X'  zwischen  Y'  und  A liegt.  Diese  Gedankenreihe  hat  man 
aber  folgendermassen  noch  weiter  zu  zerlegen.  Da  AcXc  Y ist,  ho 
ist  infolge  einer  geometrischen  Definition  (Vehonese  a.  a.  0.  p.  620 
oben  Def.  III)  A X -j-  X 1'  = A I'.  Dieses  Ergebniss  wird  nun  un- 
mittelbar mit  dem  Grössenaxiom  in  Verbindung  gebracht,  das  be- 
sagt, dass  rt  -|-  b > a ist,  woraus  sich  A X < A V ergiebt.  Hieraus 
und  aus  weiteren  Grössensiltzen , sowie  aus  den  urspninglichen  An- 
nahmen schliesst  man  nun,  dass  X'A  Y' A.  Aus  diesem  Resultat 
erkennt  man  zunächst,  dass  die  Punkte  X'  und  Y'  nicht  identisch 
sein  können,  und  dann  wiederum  mit  Hilfe  der  geometrischen  Sum- 
mendefinitioii  und  der  Grössensätze,  dass  auch  X'  c Y'  unmöglich  ist. 
Somit  ist  X'  5 Y' . 

Benutzt  man  dagegen,  wie  es  im  Text  geschehen  ist,  zunächst 
nur  geometrische  Grundbegriffe  und  zugleich  nur  solche  Axiome, 
welche  sich  auf  die  Anordnung  von  Punkten  und  die  Gleichheit  von 
Strecken  der  ersten  Richtung  beziehen , so  hat  man  die  Begriffe 
„grösser“  und  „kleiner“  für  diese  Strecken  erst  noch  zu  definiren.  Zu 
diesem  Zweck  stehen  zwei  Wege  offen.  Der  ürspning  des  einen  ist 
der,  dass  von  zwei  Strecken  mit  demselben  Anfangspunkt  diejenige 
für  die  kleinere  erklärt  wird,  deren  Endpunkt  zwischen  dem  gemein- 
samen Anfangspunkt  und  dem  Endpunkt  der  anderen  liegt;  der  Ur- 
sprung des  zweiten  der,  dass  von  zwei  Strecken  mit  demselben  End- 
punkt diejenige  für  die  kleinere  erklärt  wird,  deren  Anfangspunkt 
zwischen  dem  Anfangspunkt  der  andern  und  dem  gemeinsamen  End- 
punkt liegt.  Im  Text  ist  die  erste  Art  der  Definition  von  „kleiner“ 
und  „grösser“  zu  Grund  gelegt.  Auf  diese  Weise  folgt  aus  Ac  X <.  Y 
unmittelbar  nach  der  Definition,  dass  A X A I’,  aber  es  folgt  nicht 
unmittelbar  aus  X'A  <)  X'A,  dass  Y'  c.  X'  c A ist.  Um  dies  wirklich 
zu  beweisen,  denke  man  sich  einen  Punkt  X"  o d"  und  so,  dass 
1"X"  = X'A  ist;  es  muss  dann,  da  I"X"  kleiner  als  V'A  ist  (hier 
ist  noch  die  nähere  Ausführung  des  Textes  in  § iq  No.  1 und  2 zu 
vergleichen),  X' c X"  c A sein.  Wäre  nun  A"  c X',  so  hätte  man 
X' C X' c X"  c A und  dabei  X'A  = X'X",  was  dem  Axiom  (i) 
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(ß)  Die  Strecken  einer  Geraden  zerfallen  in  zwei  Arten, 
derart,  dass  jede  Strecke  einer  und  nur  einer  Art  angehört. 
Strecken  von  derselben  Art  heissen  „von  gleicher  Richtung‘% 
Strecken  von  verschiedener  Art  heissen  „von  entgegengesetzter 
Richtung“.  Die  Strecken  AH  und  BA  sind  stets  von  entgegen- 
gesetzter Richtung.  Die  Strecken  der  einen  Art  seien  als 
„Strecken  erster  Richtung“  ausgezeichnet,  und  es  soll  der  Um- 
stand, dass  A B eine  Strecke  von  der  ersten  Richtung  ist,  durch 
Ä c B oder  durch  B o A ausgedrückt  werden. 

(y)  Aus  A c.  B und  B c C folgt  stets,  dass  A c C ist. 

(d)  Wenn  A (.  C ist,  so  giebt  es  mindestens  einen  solchen 
Punkt  B,  dass  A c B,  und  B c C.  Wir  sagen  dann,  dass  der 
Punkt  B „zwischen“  A und  C,  oder,  dass  er  zwischen  C und  A 
gelegen  sei. 

(e)  Wenn  A c B,  und  A'  c B',  so  kann  man  die  Strecken 
AB  und  A'B'  vergleichen,  so  dass  sie  entweder  gleich  oder 
ungleich  gefunden  werden.  Sind  die  Strecken  gleich,  so  wird 
dies  durch  AB  — A'B'  (oder  durch  A'B'  — AB)  ausgedrückt. 

(f)  Ist  A (.  B,  A'  c B',  A"  c B".  so  folgt  aus  AB  ^ A'B' 
und  A'B'  = A"B"  zusammen  stets  AB  = A"B". 

( ij  ) Wenn  A c B,  B c C,  A'  c.  B',  B'  c C'  ist,  so  folgt  aus 
AB  = A'B'  und  BC—  B' C zusammen  stets  AC=  A'C'. 

({)■)  Ist  .1/ c X,  und  ist  A ein  t)eliebiger  Punkt,  so  giebt 
es  einen  und  nur  einen  Punkt  B so,  dass  A c B,  und 
AB  = MK,  und  einen  und  nur  einen  Punkt  C so,  dass  C c A, 
und  CA  — MN  ist. 

(i)  Wenn  A c B c C I>  ist,  so  ist  niemals  AI)  = BC. 

(x)  Wenn  alle  Punkte  der  Geraden  so  in  zwei  dessen 
eingetheilt  sind,  dass  Punkte  beider  Cdassen  existiren,  da.ss  jeder 
Punkt  einer  und  nur  einer  Classe  angehört,  und  dass  für  jeden 
Punkt  A’  der  ersten  und  jeden  Punkt  Y der  zweiten  Classe 
X c 1'  ist,  so  giebt  es  einen  Punkt  Z von  der  Art,  dass  jeder 


widerspricht.  Da  auch  X'  mit  >”  (nach  (9))  nicht  zusammeufallen 
kann,  so  muss  V c A"  sein,  was  zu  beweisen  war.  Bei  jener  Darstel- 
lung wird  also  das  Axiom  (t)  in  gewissem  Sinn  implicitc  benutzt. 
Dies  hat  Verusese  übrigens  selbst  in  einer  späteren  Veröffentlichung 
zugegeben  (Atti  d.  R.  .\ccad.  d,  Lincei,  ser.  5.,  rendiconti,  cl.  d.  sc.  f., 
vol.  6,  1897,  p.  163  unten).  Das  Axiom  (t)  erinnert  an  Ecklid's  Axiom 
..Euclidis  Elementa  ed.  Heiberg,  i.  Bd,,  1883,  p,  n.  VIII),  welches  be- 
sagt. dass  da.s  Ganze  grösser  ist  als  sein  Theil. 
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Punkt  A c Z zur  ersten,  und  jeder  Punkt  B :>  Z zur  zweiten 
Classe  gehört.*) 

g 19.  Die  Strecken  erster  Richtung  als  (irössen. 

I.  Die  Strecken  erster  Richtung  führen  nun  zu  dem  Begritf 
des  Abstandes  erster  Richtung.  Es  ist  eine  Folge  des  Axioms 
(f),  dass  man  sich  die  Strecken  erster  Richtung  in  der  Weise  in 
Kategorien  eingetheilt  denken  kann,  dass  zwei  gleiche  Strecken 
stets  in  dieselbe  Kategorie,  zwei  ungleiche  Strecken  niemals  in 
dieselbe  Kategorie  kommen.  Wir  gebrauchen  nun  den  Ausdruck, 
dass  durch  die  sämmtlichen  Strecken  erster  Richtung,  die  einer 
Kategorie  angehören,  ein  „Alistand  erster  Richtung“  und 
durch  verschiedene  Kategorien  verschiedene  Abstände  dargestellt 
werden.  Es  muss  jetzt  mit  Hilfe  der  aufgestellten 
Axiome  («)  bis  (jtj  gezeigt  werden,  dass  diese  Abstände 
erster  Richtung  Grössen  im  Sinne  von  ^ i sind,  d.  h. 
dass  sie  den  Thatsachen  1 bis  VII  entsprechen.  Zunächst 
kann  man  zwei  Abstände  erster  Richtimg  vergleichen.  Es  seien 
MN  und  M'N'  zwei  die  gegebenen  Abstände  a und  a'  reprä- 
sentirende  Strecken,  und,  da  diese  von  der  ersten  Richtung  sind, 
M c N,  und  M'  c N'.  Man  w'ähle  einen  beliebigen  Punkt  A der 
betrachteten  Geraden  und  bestimme  (vergl.  (ü))  den  Punkt  B so, 
dass  Ac  B,  und  AB  = MN,  und  B'  so,  dass  Hc  B' , und 
AB'  = M'N'  ist.  Es  wird  nun  einer  und  nur  einer  von  drei 


I)  Dieses  letzte  Axiom  ist  das  Stetigkeitsaxiom  in  geometrischer 
Form.  Dedekind  (Stetigkeit  und  irrationale  Zahlen  1872,  § 3)  hat  zu- 
erst bemerkt,  dass  das  Wesen  der  Stetigkeit  der  geraden  Linie  in 
diesem  Princip  ausgedriiekt  werden  kann.  Dabei  hat  Deoekisu  freilich 
weniger  Werth  darauf  gelegt,  das  genannte  Axiom  für  die  Geometrie 
zu  postuliren,  er  hat  vielmehr  aus  demselben  nur  den  Anlass  zu  seiner 
Definition  der  irrationalen  Zahlen  genommen. 

Zur  Annahme  der  Axiome  (a)  bis  (x)  werden  wir  durch  Erfahrungs- 
thatsaehen  (oder  durch  die  Anschauung)  bestimmt.  Wenn  wir  glauben, 
dass  die  Folgerungen  aus  diesen  Axiomen  nicht  auf  Widersprüche 
fuhren  werden,  so  beruht  dies  zunächst  jedenfalls  darauf,  dass  wir 
diese  .\xiome,  die  allerdings  durch  die  Erfahrung  nicht  exact  be- 
wiesen werden  können,  doch  für  den  wahren  und  exacten  Ausdruck 
gewisser  thatsächlicher  Verhältnisse  halten.  Die  Frage  nach  der 
Widerspruchslosigkeit  der  hier  aufgestellten  geometrischen  Axiome  ist, 
wie  man  leicht  sehen  kann,  gleichbedeutend  mit  der  Frage  nach  der 
Widerspruchslosigkeit  der  Axiome  I bis  VII  der  allgemeinen  Grössen- 
lehre (m,  vergl.  S.  6 u.  7,  Anm.  und  S.  21,  22,  Anm.). 
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Fällen  eintreton:  entweder  es  fällt  IC  mit  H zusammen,  oder  es 
ist  ÜB’  eine  Strecke  erster  Hiclitung,  oder  es  ist  B B'  eine 
Strecke  zweiter,  also  nacli  (ß)  B' B eine  Strecke  erster  Richtung. 
Der  erste  Fall  soll  doivh  die  Formel  B'  B (oder  B //')  ausge- 
drückt werden,  im  zweiten  Fall  ist  B'  ? B,  im  dritten  B'  <.  B. 
Wenn  der  erste  Fall  eintritt,  so  ist  A B mit  A B'  identisch,  und 
es  sind  somit  MN  und  M'N'  derselben  Strecke  gleich,  also 
nach  (fj  einander  gleich,  wesshalb  der  gegebenen  Erklärung  zu- 
folge auch  die  Abstände  a und  u’  identisch  sind.  Tritt  aber 
der  zweite  oder  dritte  Fall  ein,  so  können  wegen  (0)  AB  und 
AB'  nicht  derselben  Strecke  gleich  sein,  und  es  müssen  «leshalb 
auch  MN  und  M'N'  ungleich  sein,  weil  sonst  ein  Widerspruch 
mit  ({)  eintreten  würde.  Es  sind  also  daun  a und  a'  zwei  ver- 
schiedene Ahstände.  Nun  setzen  wir  noch  fest,  dass  wir 
a^a'  (u'^a)  nennen  wollen,  je  nachdem  «1er  zweite 
oder  der  dritte  Fall  eintrit  t,  d.  h.  je  nachdem  ß 5 ß’ ausfällt. ‘) 
2.  Es  ist  leicht,  mit  Hilfe  der  Axiome  (fi  und  (0)  einzusehen, 
(lass  die  Entscheidung  darüber,  web.-her  der  genannten  drei  Fälle 
eintritt,  nicht  dadurch  beeinflusst  wird,  welche  Strecke  MN  man 
unter  denjenigen  aussucht,  die  den  Abstand  n repräsentiren  und 
welche  Strecke  M'N'  unter  denjenigen,  die  den  Abstand  a'  re- 
präsentiren. Wir  müssen  aber  noch  beweisen,  dass  die  Entschei- 
dung nicht  beeinflasst  wird  von  dem  zu  Hilfe  genommenen 
funkt  A.  /u  diesem  Zweck  denke  man  sich  A^  an  Stelle  von 
A gewählt,  und  es  sollen  dadurch  ßj  und  ß,'  an  Stelle  von  B 
und  B'  treten,  so  dass  also  A^  c ßj,  Aj  c ßj , A^B^  = MN,  und 
Ajß'  — M'N’  ist.  Nimmt  man  zunächst  an.  es  sei  ß c ß',  .so 
wäre  zu  zeigen,  dass  auch  ß,  c ß'  ist.  Nun  werde  (Axiom  ( !>)) 
ein  Punkt  ß”  so  angenommen,  dass  ß,  c B”,  und  B^B'^  = BB'. 
Es  ist  jetzt  Aj  c ßj  c ß”,  und  A c ß c B',  und  da  Ajß^  und 
AB  beide  gleich  MN  gemacht  worden  und  somit  auch  einander 
jlleich  sind,  und  ausserdem  B^B',  = ßß'  gemacht  worden  ist, 
so  muss  nach  Axiom  (rj)  auch  Ajß”  = Aß'  sein.  AB'  war 
gleich  M'N'  gemacht  worden;  es  ist  also  auch  A^B'|  — Al'N', 

1)  Es  worden  also  in  der  vorliegenden  narstellnng  bei  den  Ati- 
dänden  erster  Richtung  die  Begriffe  „grösser“  und  „kleiner“  construirt 
(abgeleitet),  während  die  Uleichlieit  bei  den  Strecken  erster  Richtung 
ilie  RoUe  eines  ursprünglichen  (axiomatischen,  Begriffs  spielte.  Tm 
öegenaatz  dazu  sind  in  der  allgemeinen  Lehre  von  den  Grössen  die 
llegriffe  „grösser“  und  „kleiner“  als  ur.sprflnglicbe  behandelt  worden. 
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und  da  auch  = M' N'  festgesetzt  worden  ist,  so  muss  nach 

(it)  der  Punkt  7?”  mit  /?,’  zusammenfallen.  Nun  war  71 ''  so  be- 
stimmt, dass  ßj  c Bj ; somit  ist  auch  c Bj,  w.  z.  I).  w.  Nimmt 
man  nunmehr  an,  es  .sei  B'  c ß,  so  kann  ganz  auf  dieselbe 
Weise  bewiesen  werden,  dass  auch  ßj  c B^  ist.  Die  Entscheidung, 
um  die  es  sich  handelt,  ist  also  von  der  Wahl  des  Punktes  A 
unabhUngig,  und  es  tritt,  wenn  zwei  Abstände  erster  Richtung  a 


und  a'  gegeben  sind,  von  den  drei  Fällen  a ^ «'immer  einer 


und  nur  einer  ein. 

3.  Um  die  beiden  Abstände  erster  Richtung  a und  b in 
einer  bestimmten  Ordnung  zu  addiren,  geht  man  von  einem  be- 
liebigen Punkt  A aus,  wählt  den  Punkt  B so,  dass  Ä c B ist, 
\ind  die  Strecke  AB  den  Abstand  a darstellt,  ferner  C so,  dass 
BcC  ist,  und  BC  den  Abstand  h darstellt.  Der  dincb  AC 
repräsentirte  Ab.stand  ist  als  Summe  a -f  b aufzufassen.  Aus 
Axiom  (ij)  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass  diese  Summe  von  dem 
zu  Hilfe  genommenen  Punkt  A unabhängig  ist.  Es  ist  also  der 
Abstand  n + ft  lediglich  durch  die  Abstände  a und  ft  und  durch 
die  Folge,  in  der  diese  beiden  Abstände  gegeben  sind,  bestimmt. 
Mit  Hilfe  des  in  No.  2 Entwickelten  erkennt  man  auch  sofort, 
dass  fl  4-  ft  > « ist,  d.  h.  dass  der  erste  Theil  des  in  § i auf- 
gestellten Axioms  IV  erfüUt  ist.  Will  man  zu  dem  ,\bstand 
fl  4-  ft  einen  weiteren  Abstand  c addiren,  so  hat  man  nur  noch 
einen  Punkt  J)  so  zu  bestimmen,  dass  C c J)  ist,  und  CJ)  den 
Abstand  c darstellt.  Es  ist  dann  AB  eine  Strecke,  welche  den 
Abstand  (a  + ft)  + c repräsentirt.  Dieselbe  Strecke  AB  roprä- 
scntirt  aber,  nach  der  eben  gegebenen  Erklärung  der  Summe, 
auch  die  Summe  der  durch  AB  \md  BB  rcpräsentirten  Ab- 
stände, d.  h.  der  Abstände  n und  ft  Somit  ist  allgemein 

(fl  + ft)  + t’  = fl  + (ft  + c),  d.  h.  es  ist  das  Associativgesetz  der 

Addition  oder  das  Axiom  VI  von  § 1 erfüllt.  Sind  a und  a' 
zwei  Abstände  erster  Richtung,  und  ist  « < «',  so  stelle  man  « 

und  a durch  die  Strecken  A B und  A B'  dar,  wobei,  da  die 

Strecken  von  der  ersten  Richtung  sind,  ,4  c 77,  und  A c B'  ist. 
Nach  No.  1 und  2 muss  B c B'  werden,  und  es  ist,  wenn  BB'  den 
,\bstand  x repräsentirt,  fl  a;  = a';  damit  ist  der  erste  Theil  dos 
A.xioms  V von  § i bewiesen.  Aus  den  Axiomen  (d)  und  (x) 
dieses  Paragraphen  ergiebt  sich  noch,  dass  die  in  § i aufgestellten 
Axiome  II  und  VII  im  vorliegenden  Fall  erfüllt  sind. 
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4.  Wir  haben  jetzt  für  Abstände  erster  Richtung  die  in  § i 
für  Orössen  geforderten  Thatsachen  bewiesen,  mit  der  einzigen 
Ausnahme  des  zweiten  Theils  von  IV  und  des  zweiten  Theils  von 
V.‘)  Hier  haben  wir  nun  das  Axiom  fil  nöthig.  Um  den 
zweiten  Thoil  von  IV  zu  beweisen,  denken  wir  uns  die  Abstände 
«,  b und  a + b durch  die  Strecken  AB,  BC  und  A C dargestellt, 
wobei  A c B c C.  Es  ist  zu  beweisen,  dass  der  durch  BC  dar- 
gestellte Abstand  kleiner  ist  als  der  durch  AC  dargestellte.  Es 
werde  J)  so  angenommen,  dass  A c J),  und  AI)  — BC,  was  nach 
(&■)  möglich  ist;  was  wir  zu  beweisen  haben,  ist,  dass  I)  c C wird. 
Nun  ist  T)^C  unmöglich,  weil  in  diesem  Falle  A c C,  B c C, 
und  AC  = BC  wäre,  was  dem  zweiten  Theil  von  (O')  wider- 
spräche. Wäre  aber  C c I),  so  hätt«’  man  A t jB  c C c J)  und 
zugleich  die  Relation  AD  = BC,  was  dem  Axiom  ( i)  wider- 
spricht. Somit  muss  D c C sein.  Um  den  zweiten  Theil  von  V 
zu  beweisen,  repräsentiren  wir  die  beiden  Abstände  b und  c,  von 
denen  b der  kleinere  sein  soll,  durch  A B und  A C,  wobei  A c B c C 
ist.  Man  nehme  nun  1)  c C und  zugleich  so  an,  dass  DC^  AB. 
Wäre  dabei  D — A,  so  hätte  man  einen  Widerspruch  mit  dem 
ersten  Theil  von  (dV  Wäre  D c A,  so  hätte  man  D c A c B c C 
und  zugleich  DC  = AB,  also  einen  Widerspruch  mit  (i).  Es 
muss  also  D so  ausfallen,  dass  A c D.  Man  hat  nun  A c D a C 
und  somit  auch  AD -{■  DC  = AC,  d.  h.,  wenn  man  den  durch 
A D repräsentirten  Abstand  mit  ,1/  bezeichnet,  ,//  -\-  b — c. 

Damit  sind  nun  die  Thatsachen  T bis  VII  vollständig  erwiesen. 
Es  können  also  alle  die  früher  über  Grössen  angestelltcn 
Betrachtungen  auf  die  Abstände  erster  Richtung  über- 


1)  Es  ist  aber  der  zweite  'l'hcil  von  IV  gleichwerthig  mit  dem 
ersten  Theil  von  IV,  und  der  zweite  Theil  von  V gleichwerthig  mit 
dem  ersten  Theil  von  V,  wenn  wir  hier  bei  den  Abständen  erster  Rich- 
tung von  dem  Commutativgesetz  der  Addition  Gebrauch  machen  dürfen. 
Dieses  Gesetz  lässt  sich,  ohne  dass  mau  (i)  benutzt,  beweisen,  wenn 
man  gleich  auch  die  Strecken  der  zweiten  Richtung  herbeizieht,  die 
Axiome  (g),  (v)  und  (0)  von  ä 21,  No.  i hinzunimmt  und  ausserdem  noch 
fordert,  dass  AB  = B A sein  soll  (vrgl.  den  .\iifang  und  den  Schluss  der 
Anm.  2)  von  S.  44),  wobei  auch  (i)  bewiesen  werden  kann.  Die,  .Axiome 
(f)  und  (J)  können  nun,  als  in  (g)  und  {v)  enthalten,  weggelassen  werden. 
Es  genügt  also,  die  Axiome  (a)  bis  (d),  fu),  (v),  (jj),  (o),  (■9'),  (x) 
und  das  Axiom,  dass  AB  = B A ist,  zu  fordern,  um  die  üb- 
liche Theorie  der  in  einer  Geraden  enthaltenen  Strecken 
herzuleiten. 
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tragen  werden;  insbesondere  stehen  zwei  solche  Ab- 
stände, und  somit  auch  zwei  Strecken  erster  Richtung, 
stets  in  einem  gewissen  Zahlverhältniss.*) 

§ 20.  Die  Strecken  zweiter  Richtung. 

I.  Damit  die  für  Strecken  erster  Richtung  bewiesenen  Er- 
gebnisse auf  die  Strecken  zweiter  Richtung  (vrgl.  (ß))  übertragen 
werden  können*),  müssen  noch  einige  Axiome  hinzugefügt  werden. 


1)  Es  kann  nun  auch  von  den  Strecken  erster  Richtung  gesagt 
werden,  dass  von  zwei  gegebenen,  die  nicht  einander  gleich  sind,  eine 
bestimmte  die  kleinere  ist.  Man  kann  in  einer  Ungleichung  zwischen 
zwei  Strecken  eine  der  Strecken  durch  eine  ihr  gleiche  ersetzen,  ohne 
dass  die  Ungleichung  aufhört,  zu  bestehen  (so  folgt  z.  B.  aus  A B CD 
und  AB  = A’  B\  dass  A'  B'  <CC  T>  ist);  ebenso  kann  man  in  einem 
Streckenverhältniss  eine  der  Strecken  durch  eine  ihr  gleiche  ersetzen, 
ohne  dass  die  Verhältnisszahl  ihren  Werth  ändert.  Alles  das  ist  in 
den  im  Text  gegebenen  Entwicklungen  mitenthalten,  da  wir  die  Be- 
griffe „grösser“,  „kleiner“,  „Verhältnisszahl“  för  Abstände  definirt 
und  im  Begriff  des  Abstandes  alle  die  Strecken,  die  einer  besimmten 
gleich  sind,  zusammengefasst  haben.  Aus  demselben  Grund  kann  man 
auch  z.  B.  in  einer  Gleichung  EF—AB-\-C'D,  die  eigentlich  eine 
Gleichung  zwischen  Abständen  bedeutet,  eine  der  Strecken,  AB,  CD, 
KE  durch  eine  ihr  gleiche  ersetzen. 

2)  Die  Strecken  der  zweiten  Richtung  sind  bis  jetzt  weder  unter 
einander  noch  mit  denen  der  ersten  Richtung  verglichen  worden.  Man 
könnte  deshalb  die  Bedeutung  dieser  Strecken  jetzt  auch  in  der  Weise 
festlegen,  dass  man  einfach  erklärte,  es  solle  AB,  wenn  A~>B  ist, 
Jiichts  Anderes  als  die  Strecke  erster  Richtung  BA  bedeuten;  es  wäre 
dann  die  Einführung  der  Strecken  zweiter  Richtung  zunächst  gar  nicht« 
als  die  Einführung  einer  Ausdrucksweise.  Indem  wir  im  Uebrigen  nur 
die  Axiome  !a)  bis  [9)  fordern,  ergeben  sich  mit  Rücksicht  auf  die 
eingefflhrte  Ausdrucksweise  von  selbst  die  Thatsachen  («'),  (J"),  (rj'), 
(■O'");  ebenso  erhält  man  die  Thatsache  (t)  und  die  im  nächsten  Para- 
graphen aufgestellten  Axiome  (g),  (e),  (|)  und  (jt)  als  unmittelbare 
Folgerungen  aus  den  gemachten  Annahmen.  Wir  stellen  dagegen 
eine  besondere  Forderung,  wenn  wir,  was  jetzt  geschehen 
soll,  verlangen,  dass  auch  das  Axiom  (o)  in  § 21  mit  Rück- 
sicht auf  die  eingeführte  Ausdrncksweise  gelten  soll.  Es 
sei  nun  A(.  B c C,  und  man  bestimme  2?'  so,  dass  A t B',  und  AB‘~BC, 
und  C so,  dass  B'aC,  und  B'C  = AB.  Es  ist  dann  ,4  c B c C, 
(’’  D B'  5 .1,  und  mit  Rücksicht  auf  die  eingeführte  Ausdrucksweise  A B 
= C'B',  und  BC=B'A\  also  ist  nach  Axiom  (0)  auch  AC=^C'A, 
d.  h.  AC  = AC.  Somit  muss  nach  (9)  die  Identität  C=C  bestehen. 
Die  Beziehung  C'sB'jA  verwandelt  sich  jetzt  in  f'jB'^A  oder 
Ac  B'c  C,  und  da  auch  Ac  Bc  C ist,  so  hat  man  mit  Rücksicht  auf 
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welche  sich  auf  die  flleichheit  von  Strecken  der  zweiten  Richtung 
beziehen  und  welche  den  Axiomen  (t),  (f),  (ij),  (0’)  und  (t)  völlig 
analog  sind.  Es  sind  die  folgenden: 

die  Definition  der  Addition  der  Abstände  erster  Richtung  sowohl 
AC  = AB' B' G,  als  auch  A('  — AB  BG.  Es  ergiebt  sich  also 
die  Relation  AB' B'G  — A B BG.  Nun  war  AB'^BG,  und 
B'G'  = AB,  d.  h.  jetzt  B'G  = AB,  wesshalb  die  gefundene  Relation 
.vrgl.  die  Anm.  am  Schluss  von  § 19,  in  der  Form  BC-j-  AB=AB 
BG  geschrieben  werden  kann.  Wir  haben  also  hier  das  coin- 
mutative  Gesetz  der  Addition  erhalten,  ohne  die  Axiome  (t) 
und  (x)  zu  benutzen. 

Nun  kann  man  auch  die  Thatsache  (i;  beweisen.  Es  seien  vier 
Punkte  A <-  B c G c D gegeben.  Nach  den  für  Abstände  erster  Richtung 
in  S 19,  No.  3 gegebenen  Definitionen  ist  AD  = AB-\-BJJ=^AB 
-\-(BC-\-  GDt.  Mit  Hilfe  des  im  vorigen  Paragraphen  in  No.  3 bereits 
bewiesenen  associativen  Gesetzes  und  des  hier  soeben  bewiesenen  com- 
mutativen  Gesetzes  ist  also  AT>  — BG {A  B CI)),  was,  wiederum 
nach  No.  3 des  vorigen  Paragraphen,  grösser  ist  als  BG,  also  nicht 
gleich  BG  sein  kann.  Damit  ist  (i)  bewiesen,  und  es  ergielit  sich  jetzt 
sofort  auch  (<  '1. 

Nimmt  man  neben  den  festgestellten  Axiomen  noch  das  Axiom 
ausdrücklich  an,  so  sind  nunmehr  alle  die  im  Text  bis  jetzt  und  im 
Folgenden  aufgeführten  geometrischen  Axiome  gütig. 

Fordert  man  andererseits  zunächst  nur  die  sämmtlichen  Axiome 
(«)  bis  (x),  so  kann  man  so  wie  im  vorigen  Paragraphen  die  Abstände 
erster  Richtung  deSniren  und  zeigen,  dass  diesen  Abständen  die  Grössen- 
eigenschaften zukomraen,  wesshalb  für  ihre  Addition  nach  § 5 auch 
das  commutative  Gesetz  gilt.  Führt  man  nun  wieder  die  Auffassung 
ein,  dass,  falls  A 3 B ist,  die  Strecke  AB  nichts  Anderes  als  die  Strecke 
BA,  die  von  erster  Richtung  ist,  bedeuten  soll,  so  ergeben  sich  mit 
Rücksicht  auf  diese  Auffassungsweise  nicht  bloss  von  selbst  die  That- 
sachen  (t'j  bis  (t'j,  (i),  (p)  bis  (|)  und  {%),  sondern  es  kann  auch  (o) 
bewiesen  werden.  Sind  nämlich  AcBcC  und  A'sB'sP'  und  zu- 
gleich so  gegeben,  dass  AB  — A'B',  und  BC  = B' C',  so  ist  auch 
AB=B'X',  und  BC  = G' B'.  Mit  Rücksicht  auf  die  Definition  der 
Summe  zweier  Abstände  erster  Richtung  ist  nun  AG  = AB  BC 
— B'A'-f-  C' B'  '.vrgl.  d.  .‘Vnm.  i)  auf  S.  44).  Wegen  des  jetzt  zur  Ver- 
fügung stehenden  Commutativgesetzes  ist  dies  gleich  C'  B'  B'  A', 
und  dies  ist  nach  der  erwähnten  Summendeflnition  gleich  G'A'.  Es 
ergiebt  sich  also  AG=C'A',  d.  h.,  wegen  der  angenommenen  Auf- 
fassung, AG  = A' C',  womit  (o)  bewiesen  ist.  Nun  sind  die  sämmt- 
lichen im  Text  aufgeführten  geometrischen  Axiome  erfüllt.  Es  sind 
aber  jetzt  nur  die  Axiome  (a)  bis  (x)  gefordert  worden,  woraus  her- 
vorgeht, dass  die  sämmtlichen  im  Text  aufgeführten  geometrischen 
Axiome  nicht  mit  einander  in  Widerspruch  gerathen  können,  wenn 
die  Axiome  (cz)  bis  (xl  widerspruchslos  sind  (vrgl.  d.  Anmerkungen  auf 
S.  6 u.  7,  S.  40  und  S.  21  u.  22). 
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(e')  Wenn  A 'i  B,  und  A'  3 B\  so  kann  man  die  Strecken 
AB  und  A'B’  vergleichen,  so  dass  sie  entweder  gleich  oder 
ungleich  gefunden  werden. 

(f')  Ist  A i B,  A'  0 B',  A"  3 B",  so  folgt  aus  AB  = A’ B' 
und  A' B'  = A" B"  zusammen  stets  AB  = A" B". 

Wenn  A o B,  B :>  C,  A'  B\  B'  3 C'  ist,  so  folgt 
ans  AB  — A'B'  und  BC  = B’C'  zusammen  stets  AC  = A'C'. 

(0'')  Ist  M 3 iV,  und  ist  A ein  beliebiger  Punkt,  so  giebt 
es  einen  und  nur  einen  Pimkt  B so,  dass  A :)  B,  und  AB 
= MN,  und  einen  und  nur  einen  Punkt  C so,  dass  C 3 A,  und 
CA  = MN  ist. 

(t')  Wenn  A ^ B :>  C ')  D ist,  so  ist  niemals  AD  — BC. 

2.  Man  definirt  nun  die  Abstände  zweiter  Richtung.  Ein 
solcher  Abstand  wird  durch  die  Gesammtheit  der  Strecken  zweiter 
Richtung,  die  einer  bestimmten  solchen  Strecke  gleich  sind,  vor- 
gestellt. Zwei  Abstände  zweiter  Richtung  n und  a'  können 
verglichen  werden.  Sind  zwei  verschiedene  Abstände  « und  u' 


Fasst  man  jetzt  die  Resultate  der  beiden  in  dieser  Anm.  dureh- 
gefiihrten  Entwicklungen  zusammen,  so  ergiebt  sich,  dass  die  ge- 
wöhnliche Theorie  der  in  einer  Geraden  enthaltenen 
Strecken  abgeleitet  werden  kann,  wenn  man  die  Auffassung 
einführt,  dass,  falls  A :>  B ist,  die  Strecke  AB  nichtsAnderes 
als  die  Strecke  BA,  die  von  der  ersten  Richtung  ist,  be- 
deuten soll,  und  man  zugleich  entweder  die  .\xiome  ^a)  bis 
und  i^o)  oder  die  sämmtlichen  Axiome  (a)  bis  (x)  fordert. 

Statt  die  mehrfach  envähnte  Auffassnng  anzunehmen,  kann  man 
aber  auch,  wie  es  im  Text  durchweg  geschehen  ist,  die  Strecken  zweiter 
Richtung  als  besondere,  von  den  Strecken  erster  Richtung  zu  unter- 
scheidende Objecte  ansehen,  die  aber  mit  jenen  sollen  verglichen  werden 
können,  so  dass  also  das  Axiom  (g;  besteht.  Zugleich  möge  wieder  an- 
genommen werden,  dass  immer  AB  gleich  BA  .wenn  auch  damit  nicht 
identisch)  ist.  Um  nun  die  im  Vorhergehenden  entwickelten  Schlösse  zu 
wiederholen,  muss  man  z.  U.  aus  AB—B'C  schliessen  können,  dass 
A B = (''  B'  ist.  Dieser  Schluss  beruht  jetzt  auf  drei  Umständen : einmal 
auf  der  vorausgesetzeu  Relation  AB  — B'C,  dann  darauf,  dass 
B'V'  = C'B‘  ist,  und  endlich  auf  dem  Axiom  (v).  Man  wird  also 
in  diesem  Fall  von  vornherein  die  Axiome  (g)  und  (v)  an- 
nehmen,  zugleich  m it  dem  Axiom,  dass  AB  — BA  ist.  F'ordert 
man  dazu  noch  entweder  die  Axiome  (et)  bis  (d)  ((t)  und(f)  können 
jetzt  als  in  (g)  und  (e)  enthalten  weggelassen  werden),  (jj),  (■9-),  (x)  und 
(o)  oder  die  Axiome  i«)  bis  (d)  und  (rj)  bis  (x),  so  kann  man  die 
gewöhnliche  Theorie  der  in  einer  Geraden  enthaltenen 
Strecken  ableiten. 
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durch  die  Strecken  MN  und  M' N'  repräsentirt,  wobei  M 3 N, 
und  M'  3 N',  so  wilhle  man  einen  beliebigen  Punkt  A der  Ge- 
raden und  bestimme  B so,  dass  A und  AB  = MN,  und  B' 
so,  dass  A 3 B\  und  AB'  = M'  N'-,  es  muss  dann  entweder  B 3 B', 
oder  B c B'  austallen,  und  zwar  hängt  es  nicht  von  der  Wahl 
des  Punktes  ^ ab,  ob  das  eine  oder  das  andere  geschieht.  Je 
nachdem  B 1 B'  ausfällt,  soll  a ^ a'  genannt  werden.  Die 
Addition  der  Abstände  zweiter  Richtung  wird  so  definirt,  dass 
für  drei  Punkte  A,  B,  V,  für  die  A B o C,  der  Abstand  Aü 
gleich  der  Summe  der  durch  AB  und  durch  BC  repräsentirten, 
in  der  genannten  Ordnung  genommenen  Abstände  ist.  Es  lassen 
sich  nun  alle  die  früher  für  Abstände  erster  Richtung 
gewonnenen  Ergebnisse  auf  die  Abstände  zweiter  Rich- 
tung übertragen;  insbesondere  stehen  zwei  Abstände 
zweiter  Richtung,  und  somit  auch  zwei  Strecken  zweiter 
Richtung,  stets  in  einem  gewissen  Zahlverhältniss. 

3.  Nun  soll  für  die  Strecken  erster  und  zweiter  Richtung 
zusammen  noch  folgendes  Axiom  gefordert  werden: 

(A)  Wenn  A :>  B,  und  A'  '}  B',  so  sind  die  Strecken  AB 
und  A'B'  (zweiter  Richtungj  gleich  oder  ungleich,  je  nachdem 
die  Strecken  BA  und  B'A'  (erster  Richtung)  gleich  oder 
ungleich  sind. 

i)  Es  muss  hervorgehobeii  werden,  dass  das  Axiom  (X)  keine  Folge 
der  vorangehenden  Axiome  (a)  bis  (x)  und  {e'j  bis  (t')  ist,  und  dies 
auch  dann  nicht  ist,  wenn  die  im  nächsten  Paragraphen  aufgestellten 
Axiome  (g;,  (vj,  (|;,  (,oj  gleich  hinzugenomraen  werden.  Um  dies  zu  ver- 
anschaulichen, stelle  man  sich  die  Gerade,  um  die  es  sich  handelt,  von 
links  nach  rechts  gezogen  vor  und  jedem  Punkt  zwei  Zahlen  zugewieseii, 
die  als  „obere“  und  „untere“  Zahl  unterschieden  werden  sollen.  Die 
sämmtlichen  oberen  Zahlen  sollen  die  sämmtliclien  positiven  und  nega- 
tiven (endlichen)  Zahlen  mit  Einschluss  der  Null  vorstellen,  und  zwar 
sollen  diese  so  auf  die  Punkte  der  Geraden  vertheilt  sein,  dass  heim 
Durchlaufen  der  Geraden  von  links  nach  rechts  sich  die  Zahlen  stets 
und  immer  in  demselben  Sinne  ändern.  Die  sämmtlichen  unteren 
Zahlen  sollen  gleichfalls  die  sämmtlichen  reellen  Zahlen  in  irgend 
einer  anderen,  übrigens  derselben  Bedingung  genügenden  Vertheilung 
vorstellen.  Fis  soll  nun  Ad  B bedeuten , dass  A links  von  B liegt, 
und  es  sind  mit  der  benutzten  Anschauung  die  für  Punkte  geltenden 
Gesetze  der  Anordnung  bereits  postulirt.  Wenn  nun  AdB  ist,  so 
setzen  wir  fest,  dass  als  Masszahl  von  AB  der  absolute  Werth  der 
algebraischen  Differenz  der  zu  A und  B gehörenden  oberen  Zahlen 
angesehen  werden  soll,  und  als  Masszahl  von  BA  der  absolute  Werth 
der  algebraischen  Differenz  der  zu  A und  B gehörenden  unteren  Zahlen ; 
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4.  Zunächst  beachte  man,  dass,  wenn  das  Axiom  zu  den 
Axiomen  (&•)  bis  t»*)  hinzutritt,  die  Thatsachen  it')  bis  (»')  be- 
wiesen werden  können,  so  dass  diese  nun  aus  der  Reihe  der 
Axiome  wepgelassen  werden  dürfen.')  Um  dies  für  (■&')  zu 
zeigen,  denke  man  sich  A und  A/  3 A'  gegeben.  Es  ist  nun  A’ 
c M,  und  es  folgt  aus  dem  zweiten  Theil  von  (■&),  dass  ein 
Punkt  £ so  bestimmt  werden  kann,  dass  £ < A,  und  £A  = A'Jf 
ist.  Nun  ist  A > £,  und  wegen  (A)  auch  AE  = MN,  xvie  e.s 
in  (d'j  gefordert  wird.  Existirte  nun  ein  zweiter  Punkt  £'  von 
denselben  Eigenschaften  wie  £,  .so  dass  also  A £\  und  A£' 
= MN  wäre,  so  würde  sich  £'  c A,  und  aus  (A(  £'A  = NM 
ergeben;  es  würde  also  £'  denselben  Bedingungen  genügen,  nach 
denen  £ zuerst  besfimrnt  worden  ist,  und  dies  stünde  mit  (■&) 
in  Widerspruch,  wonach  der  betreffende  Punkt  nur  auf  eine  Art 
bestimmt  werden  kann.  Nun  ist  der  erste  Theil  von  (&')  be- 
wiesen; der  zweite  wird  gerade  so  gezeigt.  Es  mag  noch  ein 
Beispiel,  der  Beiweis  von  (jj'),  ausgeführt  werden.  Es  ist  vor- 
ausgesetzt, dass  A 3 £,£  3 C,  A'  3 £',  £'  3 (J\  Ali  = A'£\  und 
£€=£’€'  ist.  Nach  (A)  muss  auch  £A  = £’ A\  und  C£ 
= C' £’  sein.  Da  nun  die  vier  zuletzt,  genannten  Strecken  von 
der  ersten  Richtung  sind,  also  C (.  £ (.  A,  und  C'  c £'  c.  A'  ist, 
so  ergiebt  sich  aus  (1;),  dass  VA  = V' A',  und  somit  nach  (A) 
auch  AC  = A'C'  ist,  w.  z.  b.  w. 

zwei  Strecken  von  derselben  oder  von  entgegengesetzter  Richtung 
sollen  als  gleich,  Wziehungsweise  ungleich  ungesehen  werden,  je 
nachdem  ihre  Masszahlen  gleich,  beziehungsweise  ungleich  sind.  Eine 
einfache  üeberlegung  lässt  sofort  erkennen,  dass  nun  die  Thatsachen 
(«j  bis  <x),  (f',1  bis  (('},  (g)  bis  ioj  in  der  soeben  erklärten  Bedeutung 
gütig  sind.  Dagegen  braucht  lA)  im  vorliegenden  Fall  nicht  zu  be- 
stehen ; z B.  könnten  die  den  Punkten  A c £ c ('  zugeordneten  oberen 
Zahlen  sein  1,  2,  3,  und  die  ihnen  zugeordneteu  unteren  Zahlen  sein 
2,  3,  »,  in  welchem  Fall  zwar  Alt  =■£(!,  aber  nicht  £A  gleich  (!£ 
sein  würde.  Es  können  also  die  Axiome  («;  bis  ix),  {*',)  bis  u'), 
(g)  bis  fo)  bestehen,  ohne  dass  lA;  erfüllt  ist. 

i)  Man  kann  die  Sache  auch  so  auffassen,  dass  nur  die  Axiome 
(a)  bis  (Xi  gefordert  werden,  und  dass  (i,  lediglich  die  Erklärung  da- 
für vorstellt,  wann  zwei  Strecken  zweiter  Richtung  als  gleich  angesehen 
werden  sollen  oder  nicht.  Bei  dieser  Auffassung  wird  die  Gleichheit 
nur  bei  den  Strecken  erater  Richtung  als  ein  ursprünglich  gegebener, 
nicht  abgeleiteter  iaxiomatischer'i  Begriff  angesehen,  während  bei  den 
Strecken  zweiter  RicJitung  ilie  (Jleichheit  durch  ])elinition  bestimmt, 
d.  h.  abgeleitet  i^constniirt)  wird. 
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5.  Es  wurde  schon  hemerkt,  dass  die  Strecken  der  ersten 
Kichtung  unter  einander,  und  die  Strecken  der  /weiten  Hichlung 
unter  einander  in  Zahlverhiiltnissen  stehen.  Mit  Hilfe  des  Axioms 
(A)  kann  nun  noch  folgender  Satz  gezeigt  werden. 

(44)  Wenn  A c.  .4j,  und  A’ c A[,  so  sind  die  Verhältnisse 
[AA^:  A'  A\]  und  [A^A:  A[A'\  einander  gleich. 


Um  dies  zu  beweisen,  will  ich  z.unächst  den  Hilfssatz  nach- 
weisen,  dass,  wenn  Ac  B,  und  A' c B'  ist,  aus  A’B'  <^AB 
folgt,  dass  Ji'A'<^BA.  Ist  nämlich  A'B'CiAB,  so  giebt  es 
nach  der  in  § 19,  No.  i für  Abstände  erster  Richtung  gegebenen 
Definition  von  „grösser“  und  „kleiner“  einen  Punkt  C so,  dass 
Ac  C c B,  und  AC  = A' B'  ist.  Nimmt  man  nun  I)  c B und 
so  an,  dass  DB  = AC,  was  nach  (fil  möglich  ist,  so  zeigen  die 
Betrachtungen  von  § 19,  No.  4,  dass  A q D c B wird.  Da  DB 
~ AC—  A’B’  ist,  so  ist  nach  (A)  auch  B'A'  = B D.  Hieraus 
und  aus  B 0 D t A folgt,  mit  Rücksicht  auf  die  für  Abstände 
zweiter  Richtung  in  No.  2 dieses  Paragraphen  gegebene  Definition 
von  „grösser"  und  „kleiner“,  dass  die  der  Strecke  BD  gleiche 
Strecke  B'A'  kleiner  als  BA  sein  muss,  womit  der  Hilfssatz 
bewiesen  ist. 

Ist  nun  A c Ai,  A'  c A'i,  so  be.stimme  man  A^  A^,  . . . A^ 

so,  dass  c .4,  c .idj  c . . . . c A„,  und  AA^  — = A,,A,, 

= — A„^iA„  ist.  Es  ist  dann  nach  (A)  auch  = . . . 

= A^Af  — AfAi  — A^A.  Wendet  man  jetzt  die  Definition, 

welche  für  die  Addition  von  zwei  Abständen  erster  Richtung 

(§  19,  No.  3)  gegeben  worden  ist.  («  — l)-mal  nach  einander  an, 
so  ergiebt  sich,  dass  der  Abstand  erster  Richtung  AA„  gleich 
dem  n- fachen  des  Abstands  erster  Richtung  AA^  ist.  Ebenso 
ergiebt  sich  mit  Hilfe  der  in  diesem  Paragraphen  (No.  2)  für 
die  Abstände  zweiter  Richtung  gegebenen  Summendefinitiou,  dass 
der  Abstand  zweiter  Richtung  A„A  gleich  dem  «-fachen  des  .Ab- 
standes zweiter  Richtung  A,A  ist.  Bildet  man  in  derselben  Wei.se 
die  Reihe  A'  (.  A'i  <.  A'^  i.  A'3  . so,  dass  A'A'i  = A'tA'^ 

— A'2A'i  . . .,  so  ist  A' A',„  gleich  dem  w-fachen  von  A' A'^,  und 
A',„A'  gleich  dem  »«-fachen  von  A',A'.  Nun  ist  nach  (Al  und 


nach  dem  eben  bewiesenen  Hilfssatz  A A„  ^ A' A',„,  je  nachdem 


< 


A„A-^A'„,A'  ist.  Es  ist  also  das  »(-fache  von  AA,  kleiner, 
gleich  oder  grösser  als  das  m-faohe  von  je  nachdem  das 
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«-fache  von  A^A  kleiner,  gleich  oder  grösser  ist  als  das  »n- fache 
von  AlA'.  Da  dies  für  zwei  heliebige  ganze  Zahlen  m und  « 
gilt,  so  folgt  daraus  (vi'gl.  § lO),  dass  der  durch  \AA^:A'A'l] 
ausgedrückte  Schnitt  identisch  ist  mit  dem  durch  \A^A  : AiA'\ 
ausgedrückten  Schnitt,  w.  z.  b.  w. 

§ 21.  Vergleiehniig  von  Strecken  entgegengesetzter  Riclitnng. 

1 . Wir  haben  bis  jetzt  Strecken  der  ersten  Richtung  unter 
einander  und  Strecken  der  zweiten  Richtung  unter  einander  ver- 
glichen. Wir  konnten  auch  vermöge  des  Satzes  (44)  unter  Um- 
stünden aus  dem  Verhältniss  zweier  Strecken  der  einen  Richtung 
auf  das  Verhältniss  zweier  Sti'ecken  der  andern  Richtung  schliessen; 
wh‘  haben  aber  niemals  von  zwei  Strecken  von  entgegengesetzter 
Richtung  gesagt,  dass  sie  einander  gleich  oder  ungleich  seien, 
oder  von  einem  Verhältniss  von  zwei  solchen  Strecken  gesprochen. 
Es  soll  jetzt  angenommen  werden,  dass  auch  zwei  Strecken  von 
entgegengesetzter  Richtung  verglichen  werden  können,  und  dass 
die  Axiome  gelten: 

(fl)  Irgend  zwei  Strecken,  mögen  sie  nun  von  derselben 
oder  von  entgegengesetzter  Richtung  sein,  können  verglichen 
werden,  so  dass  sie  in  bestimmter  Weise  entweder  gleich  oder 
ungleich  gefunden  werden. 

. (v)  Zwei  Strecken,  die  einer  dritten  gleich  sind,  sind  ein- 

ander gleich. 

(I)  Jede  Strecke  ist  einer  solchen  von  entgegengesetzter 
Richtrmg  gleich. 

(0)  Wenn  A <:  B c.  C,  und  A’  ) B'  :>  C\  so  folgt  aus  AB 
= A' B'  und  BC  = B'C'  zusammen  stets  AC—A'C'}) 


i)  Dieses  Axiom  ist  keine  Folge  der  übrigen.  Wir  können  die 
.Sache  folgendermassen  auffassen.  Es  seien  zunächst  nur  die  Axiome 
(ai  bis  (x)  angenommen.  Nun  kann  man  für  die  Strecken  der  zweiten 
Richtung,  über  deren  Gleichheit  und  Ungleichheit  noch  gar  nichts  ge- 
sagt worden  ist,  die  Gleichheit  beziehungsweise  Ungleichheit  vermöge 
definiren,  so  dass  also  dieses  Axiom,  und  mit  ihm  (vrgl.  § 20,  No.  4) 
auch  («')  bis  (i')  gütig  sind.  Man  kann  dann  die  Strecken  der  ersten 
Richtung  unter  sich  in  Kategorien  von  gleichen  Strecken  und  die 
Strecken  der  zweiten  Richtung  unter  sich  in  ebensolche  Kategorien 
eintheilen.  Ordnet  man  jetzt  die  Kategorien  der  ersten  Richtung  denen 
der  zweiten  ein -eindeutig,  aber  sonst  irgendwie  zu  und  erklärt  man 
Strecken  von  entgegengesetzter  Richtung  dann  und  nur  daun  für  gleich, 
wenn  sie  zugeordneten  Kategorien  angehören,  so  bestehen  auch  die 
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2.  Zanächst  ist  zu  diesen  Axiomen  zu  bemerken,  dass  nach 
ihrer  Einführung  die  Axiome  ({),  (f;  und  (tj)  weggelassen  werden 
künnen,  so  dass  jetzt  nur  die  Axiome  («)  bis  (d),  (&)  bis  (x) 
zusammen  mit  (i)  und  mit  (fi)  bis  (o)  gefordert  werden.  Dass 
(f)  und  (f)  weggelassen  werden  können,  ist  unmittelbar  ersicht- 
lich, da  diese  Axiome  in  (ft)  und  (vj  mitenthalten  sind.  Für 

(ij)  kann  man  es  folgendennassen  beweisen.  .Mau  bedenke  zuerst, 
dass  (&'j  unter  den  jetzt  gemachten  Voraussetzungen  bewiesen 
werden  kann  (§  20,  Nr.  4).  Nim  sei  A c Ji  c C,  A'  c /<'  c C, 
AB  =■  A' B\  und  BC—B'C'.  Nach  (|)  kann  man  zwei 

Strecken  zweiter  Richtung  MN  und  U V finden,  die  heziehimgs- 
weise  AB  und  BC  gleich  sind.  Nun  wähle  man  A"  beliebig 
und  bestimme  B"  und  ü"  so,  da.ss  A”  3 B”  C",  A"B"  — Al N, 
B"C"  = U r,  was  nach  (&')  möglich  ist.  Wegen  (»>)  ist  nun 

auch  A" B"  = AB^  und  B"('"  BCJ,  w'esshalb  auf  die  Punkte 

A"  3 B"  3 C"  imd  A <.  B c ü das  Axiom  (o)  angewendet  werden 
darf.  Es  ergiebt  sich  A"C"=AC.  Nun  findet  sich  vennöge 

■Vxiome  tg),  (v)  und  (|).  Dagegen  besteht  bei  diesen  Festsetzungen 
nicht  immer  das  Axiom  (o);  es  ist  dies  vielmehr  nur  dann  der  Fall, 
wenn  die  erwähnte  Zuordnung  auf  eine  besondere  Art  und  Weise  vor- 
genommen  wird.  Um  das  einzuseheu,  denke  man  sieh  z.  B.  A c R t (\ 
A'  :>  B'  :>  C',  AB—BC  und  A'  B'  = B'C'\  es  gehören  daun  AB  und 
BC  in  dieselbe  Kategorie  der  Strecken  erster  Richtung,  und  A' B'  uinl 
B'C  in  eine  und  dieselbe  Kategorie  der  Strecken  zweiter  Richtung. 
Es  hindert  uns  nun  nichts,  diese  beiden  Kategorien  einander  zuzuordnen, 
ohne  zugleich  diejenigen  Kategorien  einander  zuzuordnen,  denen  einer- 
seits die  Strecke  AC  erster  Richtung,  andererseits  die  Stn*cke  A'C' 
zweiter  Richtung  angehört.  Nun  wird  offenbar  das  Axiom  (o)  verletzt. 
Es  können  also  — wofern  überhaupt  die  ursprünglichen  Axiome  («) 
bis  (x)  widerspruchslos  sind  — die  sämmtlichen  Axiome  (a)  bis  (x), 
(t'j  bis  (i'j,  (A},  (ft),  ($>),  (I)  zusammen  bestehen,  ohne  dass  (0)  erfüllt 
wäre. 

Andererseits  kann  man,  falls  die  Axiome  (a)  bis  (x)  bestehen,  und 
falls  die  Gleichheit  bei  Strecken  zweiter  Richtung  durch  (1)  festgesetzt 
ist,  die  erwähnte  Zuordnung  der  Kategorien  erster  und  zweiter  Rich- 
tung stets  so  herstellen,  dass  auch  die  Thatsache  o)  Viesteht.  Die 
Kategorien  erster  und  zweiter  Richtung  stellen  die  Abstände  erster  und 
zweiter  Richtung  vor.  Ordnen  wir  allgemein  für  A c B dem  durch 
AB  dargestellten  Abstand  das  a-fache  des  durch  BA  dargestellten 
Abstands  zu,  wo  a eine  von  den  Punkten  A und  B unabhängige  positive 
t'onstante  ist,  die  wir  nach  Belieben  festsetzen  können,  so  lässt  sich 
leicht  zeigen,  dass  auch  die  Bedingung  (o)  erfüllt  ist.  Dass  dies  die 
allgemeinste  Zuordnung  von  der  verlangten  besonderen  Eigenschaft  ist, 
wird  sich  später  (§21,  No.  4)  ergeben. 

4* 
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(v)  auch  A" B"  = A’ B\  und  B" C"  = B'C,  und  es  ist  also 
wiederum  nach  (o)  A" C"  — A'C\  und  somit  AC  = A' C\  w.  z.  h.  w. 

3.  Es  ist  eine  Folge  des  Axioms  (r),  dass  wir  uns  jetzt 
alle  Strecken  so  in  Abtheilungen  gebracht  denken  können,  dass 
zwei  Strecken  derselben  Abtheilung  stets  gleich,  und  zwei  Strecken 
verschiedener  Abtheilungen  niemals  gleich  sind.  Wir  wollen 
dabei  den  Ausdruck  gebrauchen,  dass  durch  die  Gesammtheit 
der  Strecken  einer  solchen  Abtheilung  eine  „Länge“  dargestellt 
werde.  Nimmt  man  noch  (^)  hinzu,  so  ergiebt  sich,  dass  die 
Gesammtheit  der  eine  Länge  darstellenden  Strecken  zerfällt  in 
die  Gesammtheit  der  Strecken,  die  einen  Abstand  erster  Richtung, 
und  in  die  Gesammtheit  der  Strecken,  die  einen  Abstand  zweiter 
Richtung  darstellen  (§  19,  Nr.  i;  § 20,  Nr.  2);  die  Abstände 
erster  und  zweiter  Richtung  erscheinen  so  gepaart,  dass  zu  jedem 
Abstand  der  einen  Richtung  ein  und  uur  ein  Abstand  der  andern 
gehört,  und  dass  zwei  solche  zugeordnete  Abstände  dieselbe  Länge 
repräsentiron. 

Sind  jetzt  k und  / zwei  Längen,  n und  h die  sie  repräsen- 
tirenden  Abstände  erster,  <i'  und  b'  die  sie  repräsentirenden  Ab- 
stände zweiter  Richtung,  so  sind  k und  l identisch  oder  ver- 
schieden, je  nachdem  a und  h identisch  sind  oder  nicht,  und  je 
nachdem  a'  und  h'  identisch  sind  oder  nicht.  Sind  aber  k und 
/ verschieden,  so  wollen  wir  A- ^ / nennen,  je  nachdem 
n ^ b ist.  Ebenso  wollen  wir  unter  der  Summe  k -f  / die 
Länge  verstehen,  welche  durch  den  Abstand  erster  Richtung 
n -)-  h dargestellt  wird.  Da  wir  aber  die  Begrifle  ,. grösser“  und 
„kleiner“  und  den  Summenbegriff  für  Abstände  erster  und 
zweiter  Richtung  gesondert  definirt  haben,  so  ist  es  nun  nicht 
selbstverständlich,  dass  die  Länge  k -f  / auch  durch  den  Abstand 
zweiter  Richtung  a'  -f  1/  dargestellt  wird,  und  dass,  falls  k von 
l verschieden  ist,  stets  k^l  ist,  je  nachdem  a'^b'.  Es  muss 
nun  das  Axiom  (0)  herbeigozogeu  werden.  Um  zunächst 
die  erste  Thatsache  zu  zeigen,  nehme  man,  was  nach  (ff')  mög- 
lich ist,  A'  :>  B'  :>  C'  und  so  an,  dass  A' B'  den  Abstand  n',  und 
B'C'  den  Abstand  b'  darstellt,  ferner  (nach  (ff))  A c B c C und 
zugleich  so,  dass  AB  den  Abstand  a,  und  BC  den  Abstand  b 
darstellt;  es  ist  dann  a'  -j-  b'  nach  Definition  (§  20,  Nr.  2)  durch 
A'C,  und  « -f-  h (§  >9,  Nr.  Jj  durch  .<‘16'  dargestellt.  Nun  ist 
aber  auch  AB-=A'B'^  weil  diese  beiden  Strecken  von  der 
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ersten  und  zweiten  Richtung  dieselbe  Länge  Ä'  repräsentiren,  und 
ebenso  ist  BC—B'C,  und  cs  ist  somit  nach  (o)  auch  AC 
= A'C.  Es  ist  also  die  durch  den  Abstand  a + b repräsentirte 
Länge  / auch  durch  den  Abstand  a'  -J-  h\  der  von  der 
zweiten  Richtung  ist,  dargestellt.  Um  die  zweite  Thatsache  zu 
zeigen,  bedenke  man  zuerst,  dass  sich  Alles,  was  von  den  Ab- 
ständen erster  Richtung  gesagt  worden  ist,  auf  die  Längen 
überträgt.  Ist  nun  1;  >•  /,  so  giebt  es  eine  Länge  p,  so  dass 
A = / -t-  p,  und  es  ist,  falls  der  Abstand  zweiter  Richtung  c'  die 
Länge  jj  darstellt,  A auch  durch  6'-}- c' vorgestellt j also  ist  a'=b'-|-c', 
und  somit  «'  > h'.  Ebenso  folgt  aus  k < l,  dass  «'  < ft'. 

Aus  dem  für  die  Addition  der  Längen  Bewiesenen  ergiebt 
sich  Analoges  für  die  Vervielfachung.  Sind  ft  und  v ganze 
Zahlen,  so  sind  die  Längen  pk  und  vl  durch  die  Abstände 
pa  und  i/ft  von  der  ersten  und  durch  die  Abstände  pa'  und 
vb'  von  der  zweiten  Richtung  repräsentirt.  Es  ergiebt  sich  aus 


dem  Vorigen,  dass  pk^vl  ist,  je  nachdem  pa^vb,  und  je 
nachdem  fta'  ^ vb'.  Somit  ist  das  Verhältniss  der  luingen  k 

und  / dieselbe  Zahl  wie  das  Verhältniss  der  Abstände  a und  ft 
von  der  ersten  Richtung  und  das  Verhältniss  der  Abstände  a' 
und  ft'  von  der  zweiten  Richtung  (§  lo),  welches  Resultat  auch 
durch  die  Gleichung 


(45)  [A  : /]  ==  [a:  ft]  = |a' : ft'J 


ausgedrückt  werden  kann. 

4.  Wir  wollen  nun  allgemein  die  durch  die  Strecke  AB 
dargestellte  Länge  durch  Ing  (AR)  ausdrücken,  während  wir, 
wie  schon  früher,  als  Ausdnick  eines  Abstands  erster  oder 
zweiter  Richtung  auch  kurz  eine  den  Abstand  repräsentirende 
Strecke  gebrauchen.  Es  sei  jetzt  A c R,  und  C c T).  Nach 

(45)  ist 

[Ing (AR)  : lng(C'7A)J  = [AR  : CD], 

und 

[Ing(RA) : lng(DC)J  - [RA  : DC], 


in  welchen  Gleichungen  die  rechte  und  die  linke  Seite  eine 
Zahl  (§  lOj  verstellt.  Nun  ist  aber  vermöge  der  Relation  (44) 
von  § 20 

[A  R : CD]  = [RA  : DC], 

wesshalb  auch 
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(46)  |lng04£j  : lng(C’D)|  = l.lng(fi^)  : lng(i;C^l 

sein  muss.  Diese  Gleichung  gilt  für  vier  Punkte  A,  B, 
ü,  1)  stets  dann,  wenn  A c B,  und  C c D ist.  Da  ferner  füi- 
die  Längen  alle  Grössengesetze  gelten , so  ergiebt  sich  durch 
zweimalige  Anwendung  der  Formel  (21)  von  § 13 

(47) 

= |lng(^7i)  :lng(C77)  | [lng(6'7t) : lng(7)(7)J  [lng(7JC0  = Ing(ß^)]. 
Nach  (46)  ist  das  aber  gleich 

[Ing(B^)  : lng(DC)][lng(CD)  : Ing(DC)]  [lng(7t  C) : lng(£  A)j, 

und  da  hier  das  Product  der  ersten  Klammer  in  die  letzte  nach 
§13  (Schluss)  gleich  1 ist,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung 

(47)  in 

|lng(^5)  : Ing(TlA)]  = [lng(C7J)  : lng(7tC')]. 

Dieses  Resultat  kann  folgendermassen  ausgedrückt  werden.  Die 
Verhältnisszahl 

|lng(^lß)  : Ing  (7?^)] 

ist  constant,  wenn  A c.  B,  und  im  üebrigen  die  Punkte 
A und  B beliebig  veränderlich  gedacht  werden.  Wir 
setzen  diese  Oonstante  gleich  a.  Es  erscheint  vielleicht  noch 
natürlicher,  sich  dieses  Ergehniss  in  der  Formel 

(48)  lng(.4  7?)  = K lng(Rj4) 

dargestellt  zu  denken,  welche  Formel,  die  für  A c B gilt,  aber  gar 
nichts  Anderes  als  den  eben  ausgedrückten  Sachverhalt  bedeuten  soll. 

5.  Die  Constante  cc  kann  irgend  eine  positive  von  Null 
verschiedene  Zahl  sein.^)  Der  Fall  o = 1 ist  ein  specieller. 

i)  Vergl.  die  Anm.  auf  S.  51.  Die  Relation  (48)  besteht  auch  für 
die  MiNKOwsKi’schoii  „Strahldistanzen“  (Geometrie  der  Zahlen,  1896, 
S.  itf.),  ohne  dass  dabei  a = 1 zu  sein  braucht.  Man  kann  von  der 
Relation  (48)  auch  eine  ganz  populäre  Erläuterung  geben.  Man  denke 
sich  eine  geradlinige,  aber  ansteigende  Bahn.  Durch  A c B soll  aus- 
gedrflekt  werden,  dass  von  den  Punkten  Ä und  B der  Punkt  A der 
tiefer  liegende  ist.  Zwei  auf  der  Bahn  in  derselben  oder  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  zuriickgelegte  Wege  sollen  dann  für  gleich  gelten, 
wenn  sie  von  einem  Fussgänger  in  gleichen  Zeiten  zurückgelegt 
werden,  wobei  angenommen  wird,  dass  der  Fussgänger  zwar  gleich- 
raässig  geht,  aber  langsamer  hinauf-  als  htnabsteigt.  Es  ist  dann  für 
A c B stets  lng{AB)  — a hig{BA),  wobei  a constant  und  grösser 
als  1 ist. 


Digitized  by  Google 


Die  Axiome  deh  Qi  astitat  rsD  i>ie  Leiike  X'om  Maus.  Ö5 

Dieser  specielle  Fall  ergiebt  sicli  aber  mit  Notliwendig- 
keit,  wenn  noch  das  Axiom  ei ngef'flh rt  wird: 

(jr)  Falls  A c B,  und  C 5 l),  so  folgt  aus  AB  = ÜB  stets 
BA  = DCA) 

Dies  kann  folgendermassen  bewiesen  werden.  Die  Constante  a. 
ist  durch  die  Gleichung 

(49)  [IngfA  ß)  : lng(  WA|J  = er 

definirt,  wo  A c B.  Nun  seien  zwei  Punkte  A'  und  B'  so  ge- 
wählt, dass  A' c B'.  und  A' B'  — BA,  was  nach  Axiom  (^) 
möglich  ist.  Es  ist  dann  die  Länge  Ing(A'ß')  mit  Ing(ßA) 
identisch  und  kann  in  (^49)  für  die  letzte  Grösse  gesetzt 
werden.  Auf  diese  Weise  ergiebt  sich 

(50)  [Ing(Aß)  : lng(A'ß')J  = «. 

Hier  ist  A c B,  und  A'  c B',  wesshalb  die  linke  Seite  von  (50) 
gemäss  der  Formel  (46)  umgewandelt  werden  darf.  Man  erhiilt 

(51)  [Ing(ßA)  : lng(ß'A')|  = a. 

Nun  war  A'B'  ~ BA  gemacht,  und  es  folgt  daraus  wegen  des 
Axioms  (Tt),  dass  auch  B'A'  = AB  ist.  Wir  dürfen  also  in 

(51)  für  Ing(ß'A')  die  identische  Länge  InglAß)  einsetzen, 
wodurch  wir 

(52)  [Ing(ßA)  : lng(A  ß)|  = c 


I Aus  dem  Axiom  f«),  welches  schon  in  seiner  Fomiuliriing  {ß) 
und  (jt)  voraussetzt,  kann  man  fX)  ableiten,  wenn  man  noch  (>>;  und 
hinzunimmt.  Ist  nämlich  A c B,  A'  c B\  und  AB  — A’ B\  so 
kann  man  nach  (|)  die  Strecke  CD  so  wählen,  dass  CB  = AB,  und 
CB  und  AB  entgegengesetzt  gerichtet  sind.  Es  ist  dann  vergl.  >ßii 
C ) D,  und  nach  (vl  auch  CB  A'B'.  Nun  kann  man  das  .\xiom 
(jt)  sowohl  auf  die  Strecken  AB  und  CB  als  auf  die  Strecken  A'B' 
und  CB  anwenden,  woraus  sich  ergiebt,  dass  sowohl  BA  = BC,  als 
B'A'  = BC  sein  muss.  Es  ist  also  nach  (»>)  auch  BA  — B'A', 
womit  (X)  bewiesen  ist. 

Es  wurde  auf  S.  47  Anm.  gezeigt,  dass  die  Axiome  '«)  bis  (x', 
bis  (t'),  (fl)  bis  (0)  bestehen  können,  ohne  dass  (t)  erfüllt  ist;  es 
können  also  jene  Axiome  auch  bestehen,  ohne  dass  (n)  erfüllt  ist. 
Vehosesk  setzt  von  Anfang  an  die  Thatsachen  (i)  und  (:r)  voraus,  die 
nach  seiner  Ansicht  ein  „Axiom  der  Logik“  darstellcn  sollen  (a.  a O. 
p.  623  Anm.  (l),  p.  622  a)  n.  Anm.  (2)),  und  kommt  dadurch  zum 
Beweis  der  Delation  A B = B A. 
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erhalten.  Wenn  wir  jetzt  (4g)  nnd  (521  multiplieiren  und  dabei 
die  Gleichung  (21)  von  § 13  bedenken,  so  ergiebt  sich 

l = «s. 

tt  ist  eine  positive  Zahl,  somit  ist  a = 1.  Die  Gleichung  (48) 
geht  also,  wenn  das  Axiom  (n:)  hinzugenommen  wird,  in 

AB  = BA 

über.  Nun  liegt  die  gewöhnliche  Theorie  der  in  einer 
Geraden  enthaltenen  Strecken  vor. 

§ 23.  Ergebnisse  für  absolute  .Strecken  beider  Kichtnngen. 

1 . Die  siimmtlichen  hier  aufgestellten  geometrischen  Axiome 
sind  die  Axiome  (a)  bis  |x),  (e')  bis  (t'),  (A),  (fi)  bis  (o)  und 
(7t).  Die  Axiome  (^f'l  bis  (t')  lassen  sich  aus  (a)  bis  (x)  und 
(Aj  herleiteu  (Vergl.  § 20,  Nr.  4)  und  können  deshalb  weggelassen 
werden.  Von  den  nun  noch  übrigen  Axiomen  sind  (f)  und  (f)  in  (fj ) 
und  (v)  enthalten,  und  es  ist  (tj)  aus  den  andern  ableitbar,  bei 
welcher  Ableitung,  wie  gleich  hier  hervorgehoben  werden  möge, 
(jt)  nicht  benutzt  wird  (§  21,  Nr.  2).  Es  können  also  auch  (e), 
(f)  und  (}j)  weggelassen  werden.  Von  den  Axiomen,  die  jetzt 
noch  übrig  sind,  lässt  sieh  (A)  aus  (ß),  (fi)  bis  f|)  und  (tt)  be- 
weisen (vergl.  S.  55  Anm.).  Es  kann  also  die  gewöhnliche 
Theorie  der  in  einer  Geraden  enthaltenen  (absoluten) 
Strecken  auf  die  Axiome  («)  bis  (d),  (g)  bis  (0),  (&)  bis 
(x)  und  fn)  gegründet  werden.  Man  kann  jedoch  die 
Theorie,  wenn  man  als  Axiom  an  nehmen  will,  dass 
AB  = BA  ist,  einfacher  aus  den  Axiomen  (k)  bis  (d), 
(fl),  (p),  (n),  (71),  (9),  (x)  und  aus  A B ==  BA  oder  aus  den 
Axiomen  («)  bis  (d),  (g),  (r),  (rj)  bis  (x)  und  AB=BA 
entwickeln  (111.  vergl.  die  Anmerkungen  auf  S.  43,  44,  2 u.  46). 

2.  Aus  den  Axiomen  (a)  bis  (x)  allein  lässt  sich  die  Theorie 
der  Strecken  erster  Eichtling  ableiten  (§  ig).  Nimmt  man  dazu 
noch  das  Axiom  (A),  so  erhält  man  auch  die  Theorie  der  Strecken 
zweiter  Eichtung  und  ausserdem  eine  Beziehung  zwischen  den 
Strecken  beider  Eichtungen,  die  darin  besteht,  dass  das  Verhält- 
niss  zweier  Strecken  erster  Eichtung  dasselbe  ist  wie  das  Ver- 
hältniss  der  beiden  Strecken  zweiter  Eichtung,  die  aus  jenen 
entstehen,  indem  man  den  Anfangspunkt  mit  dem  Endpunkt 
vertauscht  (§  20). 
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3,  Aus  den  Axiomen  («)  bis  (d),  (fi)  bis  (0),  (O)  bis  (x) 
und  (ä)  ergiebt  sieb,  ohne  das  Axiom  (jt),  eine  Theorie,  in  der 
auch  Strecken  von  entgegengesetzter  Richtung  ein  (absolutes) 
A'^erhältniss  haben,  ohne  dass  dabei  AB  = BA  zu  sein  brauchte. 
Es  ist  vielmehr  nur  das  Längenverhältniss 

[Ing(Aü)  : lng(ilA)J  = a 

constant,  wenn  A c B bleibt,  und  in  Folge  dessen  natürlich 
[IngUR)  ; lug(ßA)]  = ‘ , 

wenn  A :>  B.  Hier  kann  « irgend  eine  po.sitive,  constante  Zahl 
sein  (vergl.  2 1 , insbesondere  die  Anm.  auf  8.  5 1 und  S.  54 ). 

§ 23.  Abscis.sen, 

I.  Die  Zahlen,  welche  bis  jetzt  zur  Anwendung  gekommen 
sind,  waren  sämmtlich  positiv  und  von  Null  verschieden.  Führt  man 
jetzt  noch  die  Null  und  die  negativen  Zahlen  ein,  so  kann  man 
die  Gesammtheit  aller  Zahlen  auf  die  Gesammtheit  der  Punkte 
der  Geraden  in  der  bekannten  Weise  beziehen.  Es  ergiebt  sich: 
Man  kann  jedem  Punkt  A der  Geraden  eine  Zahl  (Ab- 
scisse)  Xj  zuordnen,  in  der  Weise,  dass*)  auch  jede  Zahl 
einem  und  nur  einem  Punkt  zugeordnet  ist,  dass  ferner  für 
zwei  gleichgerichtete  Strecken  A B und  G I)  die  Differenzen 
und  Xc  — Xt>  dasselbe  Vorzeichen  haben,  und,  falls  die 
beiden  Strecken  überdies  gleich  sind,  die  Relation 

(,53)  Xa  — Xfi  = Xc  — Xi, 

besteht.  Wählt  man  die  beiden  Punkte  N und  E,  denen  die 
Zahlen  0 und  1 beziehungsweise  zugeordnet  werden  sollen, 
nach  Belieben  aus,  so  kann  die  Zuordnung  immer  den 
Bedingungen  gemäss  und  zwar  nur  auf  eine  Weise  bergestellt 
werden.  Aendert  man  die  beiden  Grundpunkte  N und  E in 
E’  und  E'  und  bezeichnet  man  mit  x die  Zahl,  die  bei  der 
ersten  Annahme  der  Grundpunkte  dem  Punkt  A zugeordnet 
ist,  und  mit  x'  die  Zahl,  die  bei  der  andern  Annahme  der 
Grundpunkte  demselben  Punkt  A zugeordnel  ist,  so  besteht 
zwischen  x und  x'  die  Relation  x = ux'  + ß,  wo  die  Zahlen 
« und  ß von  der  Lage  des  Punktes  A unabhängig  sind. 

i)  Diese  Thatsachc  ist  auch  schon  als  Axiom  aufgefasst  worden; 
vrgl.  G,  Cantob,  Mathematische  Annalen,  Bd.  5,  S.  128  und  F.  Klein, 
Zur  ersten  Vertbeilnng  des  Lobatschewkkv- Preises,  1897,  S.  i8. 
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2.  Um  die  genannten  Thatsachen  zu  beweisen,  hat  man 
das  in  der  analytischen  Geometrie  übliche  Verfahren  anzu wenden, 
das  mit  Hilfe  der  früheren  Entwickelungen  einen  wirklichen  Be- 
weis ergieht.  Dabei  hat  man  nur  solche  Strecken  mit 
einander  zu  vergleichen  nöthig,  welche  dieselbe  Rich- 
tung haben,  wesshalb  nur  die  Axiome  (k)  bis  (x)  und  (A.) 
gefordert  zu  werden  brauchen,  aus  denen  dann  (vergl.  § 20, 
No.  4)  noch  die  Thatsachen  (e')  bis  (t')  folgen.  Es  seien  A'’ 
und  £ zwei  beliebige  Punkte,  denen  wir  beziehungsweise  die 
Zahlen  0 und  1 zuordnen  wollen.  Die  einem  anderen  Punkt  A 
zuzuordnende  Zahl  Xa  möge  nun  so  definirt  werden:  es  sei 

(54)  a-a  = + [NA  : NE], 
wenn  NA  mit  NEJ  gleichgerichtet  ist,  dagegen 

(55)  Xa  = -[ÄN-.NE], 

wenn  A'A  und  NE  entgegengesetzte  Richtung  haben.  In  den 
Formeln  (54)  und  (55)  sind  nur  Strecken  von  der  Richtung  von 
NE  benutzt  worden.  Da  die  Abstände  von  dieser  Richtung 
Grösseneigenschaften  haben  (§  19  und  § 20,  No.  2),  und  ins- 
besondere für  sie  das  Resultat  von  § 15  gilt,  da  ferner  A 
so  bestimmt  werden  kann,  dass  die  Strecke  A^A  von  der  Richtung 
von  NE  ist  und  einen  gegebenen  Abstand  dieser  Richtung  vor- 
stellt (vergl.  (ü)  und  (O'))  und  auch  so,  dass  AN  von  der  ge- 
nannten Richtung  ist  und  einen  gegebenen  Abstand  derselben 
Richtung  vorsteUt,  so  entsprechen  die  Lagen  von  A auf  der  Seite 
von  N,  auf  der  E liegt,  und  die  positiven  Werthe  der  Zahl  Xa 
sich  ein -eindeutig,  und  ebenso  die  Lagen  von  A auf  der  andern 
Seite  von  N und  die  negativen  Werthe  von  Xa- 

Nunmehr  sollen  noch  „Streckenzahlen“  definirt  werden.  Die 
zur  Strecke  AB  gehörende  Streckenzahl  sei  + [AN  : NE],  wenn 
AB  mit  NE  gleichgerichtet  ist,  und  — [NA:  NN],  wenn  AN 
und  NE  von  entgegengesetzter  Richtung  sind.  Es  sind  also 
die  Streckenzahlen  für  Strecken  derselben  Richtung 
von  gleichem  und  für  zwei  Strecken  entgegengesetzter 
Richtung  von  entgegengesetztem  Vorzeichen.  Für  zwei 
gleiche  und  mit  NE  gleichgerichtete  Strecken  AN  und  A'N'  sind 
die  Streckenzahlen  [AN:  A^’N]  und  [A'N' : A'N]  und  somit  einander 
gleich  (vergl,  die  Anm.  i ) auf  S.  44);  für  zwei  gleiche  Strecken 
AN  und  A'N'  von  der  andern  Richtung  sind  die  Streckenzahlen 
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— [BA:NE\  und  — \^D' A' t 2^ Fj\  und  somit  wegen  (Ai  auch 
einander  gleich,  ö leichgerichtete  und  gleiche  Strecken 
haben  also  stets  gleiche  Streckenzahlen.  Die  Strecken 
AB  und  BA  haben,  wenn  AB  der  Strecke  NE  gleichgerichtet 
ist,  die  Streckenzahlen  + \^AB  : (Vi’J  und  — [Aß  : iV£],  im  an- 
dern Fall  die  Streckenzahlen  — fßA  : aVJBJ  und  -f-  \BA  : A'ß’]; 
es  sind  also  die  Strcckenzahlen  von  AB  und  BA  stets 
numerisch  gleich  und  von  entgegengesetztem  Vorzeichen. 
Sind  ferner  AB  und  CD  irgend  zwei  gleichgerichtete  Strecken, 
so  ist  das  Verhältniss  ihrer  Streckenzahlen  entweder  [AB  : NfJ] 
: [CD  : NE\  oder  - fßA  : NE]  : (-  [DC  : NE]).  Dieses  Ver- 
hältniss  ist  im  ersten  Fall  nach  § 13  gleich  [AB  •.  CD],  im 
zweiten  Fall,  auch  nach  § 13,  gleich  [BA:DC],  also  nach 
(44J  auch  in  diesem  Fall  gleich  [Aß:  CD],  Somit  ist  das 
Verhältniss  der  Streckenzahlen  zweier  gleichgerichteten 
Strecken  stets  gleich  dem  Verhältniss  der  Strecken 
selbst  und  daher  von  der  Wahl  der  Grundpunkte  unab- 
hängig. Die  zur  Strecke  Aß  gehörende  Streckenzahl  möge  mit 
sz  (Aß)  bezeichnet  werden.  Es  ist  dann  allgemein  (s.  0.) 

(56)  sz  (Aß)  = — sz  (BA). 

Ferner  ist  nach  den  obigen  Definitionen 

Xa  = [NA  : NE]  = sz  (VA), 
falls  NA  mit  NE  gleichgerichtet  ist,  und 

xa  = - [AV  : VjEJ  = sz  (VA), 

falls  VA  die  zu  NE  entgegengesetzte  Richtung  hat.  Jeden- 
falls ist  also,  wenn  A von  N verschieden  ist, 

(57)  -e.i  = sz  (VA). 

Sind  nun  A,  ß,  C drei  verschiedene  Punkte  und  so  gelegen, 
dass  Aß,  und  BC,  und  somit  (vergl.  das  Axiom  (y))  auch  AC 
mit  NE  gleichgerichtet  ist,  so  ist  nach  der  Definition  der 
Summen  gleichgerichteter  Abstände  (§  iQ,  No.  3 und  § 20,  No.  2) 

AC=AB  + BC. 

Da  ferner  für  diese  Abstände,  die  mit  N?!  gleichgerichtet  sind, 
die  Grössenaxiome  gelten , und  somit  auch  die  Formel  (19)  von 
§ 1 2 gelten  muss,  so  ist  auch 

[ A C : VA'J  -[Aß:  NE]  -[BC:  NE]  = 0. 
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Es  ist  also  vermöge  der  Definition  der  Streekenxahlen 

(58)  szMC)  - szM/;)  - sz(ßC)  = 0. 

Vertauscht  man  nun  in  dieser  Formel  zwei  der  Buchstaben  A, 
B,  C,  so  geht  die  linke  Seite,  unter  der  Annahme,  dass  sowohl 
A,  als  B,  als  C nach  der  Vertauschung  denselben  Punkt  wie 
vorher  vorzustellen  fortfährt,  in  ihr  Entgegengesetztes  über 
(vergl.  (56)).  Die  durch  eine  solche  Vertauschung  entstandene 
neue  Formel  muss  also  richtig  sein.  Da  nun  aus  einer  Folge 
von  drei  Buchstaben  durch  eine  oder  durch  zwei  Vertauschungen 
von  je  zweien  der  Buchstaben  jede  andere  Anordnung  (Permu- 
tation) der  Buchstaben  erhalten  werden  kann,  so  muss  auch  die 
Gleichung 

s?AA' C')  — s%{A'B')  — sv,{B'C')  ==  0 

gelten,  wenn  die  Buchstaben  A\  B\  C'  die  vorhin  mit  A,  B,  C 
bezeichneten  Punkte  in  irgend  einer  neuen  Ordnung  vorstellen. 
Nun  kann  man  es  aber  so  einrichten,  dass  A',  B'  und  C'  irgend 
drei  verschiedene  Punkte  sind;  denn  man  kann  auf  irgend  drei 
verschiedene  Punkte  A\  B\  C'  die  Bezeichnungen  A,  B,  C so 
vertheilen,  dass  nachher  AJi  und  BO  mit  NB  gleichgerichtet 
sind  (vergl.  (^1)  *j  Es  gilt  also  die  Gleichung  (58)  ganz 
allgemein  für  irgend  drei  verschiedene  Punkte,  die  in 
irgend  einer  Ordnung  mit  A,  B,  0 bezeichnet  werden. 
Bedeutet  jetzt  C den  Punkt  N,  so  geht  die  Gleichung  (58)  in 

sz  (AB)  = sz  (AAO  - sz  (BN) 

= sz(NB)  - sz(NA) 

über,  d.  h.  es  gilt  (nach  {$7))  stets  die  Formel 

(59)  sz(AB)^  xb  — xa. 

i)  Streng  genommen,  inuss  auch  dieses  unmittelbar  aus  den 
Axiomen  heraus,  ohne  sonstige  Benutzung  der  Anschauung,  bewiesen 
werden.  Denkt  man  sich  die  drei  Strecken  fElementencombinationen) 
A’  B',  B'C,  C'  A',  so  müssen  unter  diesen,  da  es  nur  zwei  Richtungen 
(Arten I von  Strecken  giebt,  jedenfalls  zwei  gleichgerichtete  sein.  Sind 
nun  z.  B.  C A'  imd  A' B'  gleichgerichtet,  so  hat  man  entweder  C', 
A\  B'  beziehungsweise  mit  A.  B,  C oder  mit  C,  B,  A zu  identificiren, 
je  nachdem  CA'  mit  NE  gleichgerichtet  oder  entgegengesetzt  ge- 
richtet ist;  tritt  einer  der  beiden  anderen  möglichen  Fälle  ein,  so 
kann  man  entsprechend  verfahren. 
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Hier  waren  A und  B zunächst  als  von  X verschieden  ange- 
nommen*); man  erkennt  aber  aus  (57)  unmittelbar,  dass  die 
Formel  (59)  auch  dann  bestehen  bleibt,  wenn  A oder  B mit  X 
zusammenfällt. 

Es  ist  nun  ersichtlich,  dass  Xa  — Xjt  und  Xf  — X/j  das- 
selbe Vorzeichen  haben,  wenn  AB  und  CD  gleichge- 
richtete Strecken  sind,  und  dass,  falls  ausserdem 
AB  = CD  ist,  auch  die  Gleichung  (53)  besteht.  .letzt 
seien  das  eine  Mal  die  Gruudpunkte  X und  E,  das  andere  Mal 
die  Grundpunkte  X'  und  E'  gewählt,  und  es  sollen  die  den 
Punkten  zugeordneten  Zahlen  das  eine  Mal  mit  x,  das  andere 
Mal  mit  x'  bezeichnet  werden.  Zuerst  sei  XA  mit  XE  gleich- 
gerichtet. Nun  stellen  die  Brüche 

für  die  erste,  beziehungsweise  zweite  Wahl  der  Grundpunkte  das 
Verhältniss  der  Streckenzahlen  sz(aVj4)  und  sz{XE)  vor.  Es 
sind  also  diese  Brüche  beide  gleich  dem  Abstandsverhältniss 
[A'A:WA/']  und  somit  einander  gleich.  Nunmehr  seien  XA  und 
XE  entgegengesetzt  gerichtet.  Es  stellt  von  den  Brüchen 


je  nach  der  Wahl  der  Grundpunkte  der  eine  oder  der  andere 
das  Verhältniss  der  Streckenzahlen  sz(^AiV)  und  szi^NE)  vor. 
Es  sind  also  beide  Brüche  gleich  dem  Abstandsverhältniss 
und  deshalb  einander  gleich.  Somit  sind  die  Brüche 
( 60)  stets  einander  gleich , welches  auch  die  Lage  von  A sein 
mag;  dieser  Punkt  war  zunächst  von  X verschieden  gedacht, 
man  erkennt  aber  unmittelbar,  dass  das  Endergebniss  richtig 
bleibt,  wenn  A mit  X zusammenfällt.  Bedenkt  man  noch,  dass 
X.V  = 0,  und  Xa:  = 1 ist,  so  findet  man  die  Formel: 


X., 


^A=  -r 


d.  1).  es  ist 


Xa  = ux'a  -I-  ß, 


I)  Da  Strecken  mit  /.usaminenfällenden  Endpunkten  nicht  zuge- 
lassen  worden  sind. 
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wo  flie  Zahlen  a und  ß von  der  Lage  von  A unabhängig 
sind,  w.  7..  1>.  w. 

3.  Um  nun  zu  zeigen,  dass  jede  den  obigen  Bedingungen 
entsprechende  Vertheilung  der  Zahlen  auf  die  Punkte 
der  Geraden  aus  dem  geschilderten  Verfahren  bei  passen- 
der Wahl  der  Punkte  X und  E hervorgeht,  denke  man  sich 
einmal  irgend  eine  den  Bedingungen  eutspreehende  Vertheilung. 
Sind  AB  und  CI)  gleichgerichtete  Strecken,  so  sind  nach  unseren 
Annahmen  Xj  — a?«  und  Xc  — Xir  von  Null  verschieden  und  haben 
dasselbe  Vorzeichen,  und  wenn  überdies  AB  = CD  ist,  so  gilt 
auch  die  Gleichung  (53).  Wir  erklären  nunmehr  die  zu  einer 
Strecke  AB  gehörende  Streckenzahl  von  vornherein  durch  den 
Ausdruck  Xn  — Xj.  Ks  zeigt  sich  dabei,  dass  die  Streckenzahlen 
gleichgerichteter  Strecken  gleiches  Vorzeichen  haben,  und  dass 
für  irgend  zwei  verscliiedene  Punkte  A und  B die  Strecken- 
zahlen sz(A5)  und  s'A^BA)  numerisch  gleich  und  von  entgegen- 
gesetztem Vorzeichen  sind.  Da  ferner  wegen  der  Gleichung  (53) 
zu  gleich  gerichteten  und  gleichen  Strecken  dieselbe  Streekenzahl 
gehört,  so  gehört  auch  zu  jedem  Abstand  eine  eindeutig  be- 
stimmte Streckenzahl.  Liegt  nun  B zwischen  A und  C,  so  dass 
(vergl.  die  .Axiome  (ß),  (y)  und  (d))  entweder  A c B c C,  oder 
C a B c A ist,  so  sind  die  drei  Strecken  AB,  BC,  AC  gleich- 
gerichtet, und  es  haben  desshalb  die  drei  Streckenzahlen  Xn  — x.^, 
Xr  — Xb,  Xc  — Xa  dasselbe  Vorzeichen.  Für  die  durch  die  drei 
Strecken  vorgestellten  Abstände,  welche  von  einer  Richtung  sind, 
gilt  nach  der  früher  für  die  Summe  zweier  Abstände  gegebenen 
Definition  (§  19,  Nr.  3 und  § 20,  Nr.  2)  die  Relation 

AC=AB  + BC. 

Es  ist  aber  die  Relation 

Xc  — Xa  = {xb  — Xa)  + (xc  — x«) 

eine  arithmetische  „Identität“.  Indem  man  diese  Relation  mit 
der  vorhergehenden  vergleicht,  kann  man  sagen,  dass  sich  die 
Abstände  einer  und  derselben  Richtung  so  wie  ihre 
Streckenzahlen  addiren.  Ist  also  y die  zum  Abstand  b ge- 
hörende Streckenzahl,  und  n eine  positive  ganze  Zahl,  so  ist 
ny  die  zum  Abstand  nb  gehörende  Streckenzahl.  Sind  ferner 
b und  b'  gleichgerichtete  Abstände,  und  ist  1/  •<  b,  .so  giebt  es 
einen  Abstand  b"  von  derselben  Richtung  so,  dass  b = b'  A- 
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Irischen  den  entsprechenden  Streckenzahlen  besteht  die  ent- 
sprechende Gleichung  y = //'  + y'\  und  da  die  Zahlen  y,  y',  y" 
von  Null  verschieden  sind  niid  dasselbe  Vorzeichen  haben,  so 
mnss  y'  numerisch  kleiner  als  y sein.  Von  zwei  gleichgerichteten 
Abständen  hat  also  der  kleinere  die  nutuerisch  kleinere  Strecken- 
zahl. Nun  seien  b und  c irgend  zwei  gleichgerichtete  Abstände, 
y and  r ihre  Streckenzahlen,  und  m und  n zwei  positive  ganze 


Zahlen. 


Es  ist  dann  ersichtlich,  dass 


»b 


> 

< 


mc  ist,  je  nachdem 


«1/  numerisch  grosser,  gleich  oder  kleiner  ist  als  mg,  d.  h.  je 


nachdem  ^ kleiner,  gleich  oder  grösser  ist  als  ^ • 


Die  beiden 


Zahlen  y und  z haben  hier  gleiches  Vorzeichen,  und  es  ist  nun 
bewiesen  (vergl.  § loj,  dass  das  Verbültniss  zweier  gleich- 
gerichteten Abstände  b und  c gleich  dem  Verbültniss 
ihrer  Streckenzahlen  y und  z ist,  d.  b.  dass 


(6i) 


| 6 : c]  = 


z 


Sind  nun  NA  und  NE  gleichgerichtete  Strecken,  so  giebt 
die  Gleichung  (6i)  mit  Hücksicht  auf  die  hier  gegebene  Er- 
klärung der  Streckenzahleu 


(62) 


1 iVA  : NE]  = 


Sind  NA  und  NE  von  entgegengesetzter  Richtung,  .so  sind 
(Aiiora  (ß))  AN  und  NE  gleichgerichtet,  und  es  ist 


ÜT,.  X , 

es  ist  also  in  diesem  Fall 

(63)  -IAN-.NE]^1^--^. 

.Tj,;  X Y 

Bedeutet  jetzt  wieder  A’  den  Punkt,  dem  die  Zahl  0,  und  E 
den  Punkt,  dem  die  Zahl  1 zugeorduet  ist,  so  ist  Xx  — 0,  und 
und  es  gehen  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (62 j 
vmd  (63)  beide  in  über.  Es  ist  nun  ersichtlich,  dass  diese 
Gleichungen  mit  den  früheren  Gleichungen  (54)  und  (55)  über- 
einstimmen, d.  h.  es  ergiebt  sich  die  jetzt  angenommene 
Vertheilung  der  Zahlen  über  die  Gerade  aus  dem 
früheren  Verfahren  mit  Hilfe  der  Grundpunkte  N und  E. 
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Martin  Krause:  TJrhrr  fhilio;i(iiials;istnne  itn  Grhiitr  tler 
Jltviafunctmien. 

Im  94.  Bande  des  Crellesc  hen  Journals  zeifft  Herr  Caspakv, 
dafs  die  16  ThetaproduiJe  &„(uy,  »j)  Klenieiite 

eines  orthogonalen  Systems  angeordiiet  werden  können.  Hieser 
CASPARVsche  Satz  hat  sieh  für  die  Theorie  der  Thetafunetioiien 
zweier  veränderlichen  Grössen  als  äusserst  fruchtbar  erwiesen. 
Der  Zweck  des  folgenden  Aufsatzes  ist  es,  im  Gebiete  der  Theta- 
functionen  dreier  veränderlichen  (.Jrössen  nach  ähnlichen  Anord- 
nungen zu  suchen.  Hierbei  wird  von  einer  bestiininten  Frage- 
stellung ausgegaugen,  die  aus  dem  zweiten  Paragraphen  ei-sieht- 
lich  ist  und  das  Problem  innerhalb  des  angegebenen  Hahmens 
vollkommen  gelöst.  Um  die  Methode  klar  hervortreten  zu  lassen, 
wird  der  Fall  zweier  ^'eränderlichen  mit  in  Betrachtung  gezogen. 
Es  geschieht  dieses  auch  de.sswegen,  um  die  Stellung  der  ('a.s- 
PARv'sehen  Anordnung  schärfer  hervortreten  zu  lassen. ' I 


§ I Fntersaehnng  der  Thelafonetionen  zweier  veränderlicher  (irässen. 

Bekanntlich  gilt  für  die  Thetafunctionen  von  beliehig  vielen 
Argumenten  das  Theorem: 

9,9,  -g,  ^ “ 


ln  dieser  Fonnel  nehmen  die  Grössen  A'*'  • • • unab- 

I ’ * V 

hängig  von  einander  die  Werthe  Null  oder  Eins  au,  ferner  ist  ge- 
setzt worden: 


9\9,-9p 


„f  9,9,  '9p'^,  s 

^ L'-. ''s  ■■'•p 


9i9,  -9p~ 


(''11  *’st  ■ ■ ■ ' (')• 


i)  Siehe  in  Bezug  auf  das  Folgende  auch  die  Note  des  Verfassers 
vom  24.  Dezember  1900  in  den  Comptes  Bendus  der  Pariser  Acadeniie. 
Math.'pbyt.  Clasie  Idol.  .j 
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r.6 


r "I 

® L ’o  ^0  J '' ’ ■ ■ ■ 

-B*«  = 0 ^ ~ 

wobei  die  Functionen  0 die  doppelten  Moduln  2r„^  besitzen. 

Wir  nehmen  zunächst  den  Fall  p = 2.  In  ihm  setzen  wir: 

= ®[o3  (" + *’)’  ^ = ®[o()] = ‘^Go]  + *’)’ 


A = ®Gi] 

und  definiren  in  ähnlicher  Weise  die  vier  Grössen  B. 

Aus  der  angegebenen  Fundamentalformel  der  Transformation 
zweiten  Grades  ergeben  sich  für  den  Fall  = 2 sechzehn  spe- 
zielle Formeln.  Wir  greifen  die  folgenden  heraus,  aus  denen  die 
fehlenden  sich  unmittelbar  ergeben. 

2 = + A,B,  + a,b,  + a,b„ 

00 

01  “ -j-  AgB^ 

10  “ -^1-®!  + -^S-®3  -^4®!’ 

2 = A,B,  - A,B,  - A,B,  + A,B„ 

UJ  ^ A,B,  -f  A,B^  + A,B,  + A^B„ 

00  + -^ä-®4  + -^3-®!  + 

JJ  = A,B,  -f  A,B,  -h  A^B,  -t-  A,B^. 


Aus  den  Grössen  i A kann  auf  mehrfachem  Wege  ein  or- 
thogonales System  von  i6  Elementen  hergestellt  worden,  ebenso 
aus  den  Grössen  i B. ')  Wir  wollen  eine  Determinante  der 
ersten  Art  durch  81,  der  zweiten  durch  83  bezeichnen.  Wir  fragen; 


i)  In  Bezug  auf  die  Definition  eines  orthogonalen  Systems  werde 
auf  eine  Arbeit  von  Herrn  Frobknius  im  105,  Baude  des  Crelleschen 
Journals  pag.  69  verwiesen.  Ebenda  findet  sich  auch  schon  die  Exis- 
tenz gewisser  orthogonaler  Systeme  bewiesen. 
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Können  die  i6  Thetaproducte  f/anz  otler  Uieilireüieah  Eliwetite 

einer  Determinante  roti  it  Grössen  ungeordnet  werden,  die  nach 
Ersetzung  dieser  Producte  durch  die  Grössen  A und  B in  der 
Form  eines  Productes  2(  . ® dargesMU  leerdcfi  l-ann? 

Jedenfalls  ist  dann  die  Determinante  der  Thetaproduete 
auch  ihrerseits  eine  orthoponale.  Wenn  es  nun  möglich  ist  die 
Thetaproduete  als  Glieder  eines  solchen  orthogonalen  Systems 
anzuordnen,  so  genügt  es,  die  Elemente  einer  Horizontal-  und 
einer  Verticalreihe  zu  kennen,  um  das  ganze  System  zu  kennen. 
In  der  That,  nehmen  wir  z.  B.  an,  die  Glieder  der  ersten  Hori- 
'zontal-  und  der  ersten  Verticalreihe  seien  bestimmt.  Dann  sind 
die  Characteristiken  (normal)  der  Producte  der  Glieder  der  ersten 
Horizontalreihe  mit  den  entsprechenden  Gliedern  der  andern 
Horizontalreihen  eindeutig  bestimmt,  also  die  Characteristiken 
der  Elemente  selbst  auch. 

Aus  den  möglichen  Systemen  greifen  wir  diejenigen  heraus, 
in  denen  das  Product  vorkommt.  Du  die  Reihenfolge  der 
Horizontalreihcn  willkürlich  ist,  so  können  und  wollen  wir  eine  der- 
jenigen als  erste  wählen,  welche  das  Product  in  sich  enthalten. 

Tn  der  ersten  Horizontalreihe  stehen  vier  Thetaproduete  — 
ein  jedes  derselben  kann  nach  den  angegebenen  Regeln  durch 
die  Grössen  A und  B dargestcllt  werden.  Wir  wollen  uns  ein 
jedes  geordnet  denken  nach  den  Grössen  A und  zwar  nach  stei- 
genden Indices  von  A.  Die  Coefßcienten  sind  die  Grössen  i B. 
Die  Determinante  derselben  muss  dann  eine  orthogonale  sein. 

Die  Characteristiken  der  Thetaproduete  der  ersten  Horizon- 
talreihe haben  die  Form 

dl  ff» 

*1*8 

Aus  dem  soeben  bemerkten  folgt,  dass  die  Systeme  g^g^ 
von  einander  verschieden  sein  müssen  und  die  Werthe  annehmen: 
00,  01,  10,  11,  ebenso  die  Systeme  /ij  7(j,  da  sonst  der  Deter- 
minante der  Grössen  B die  Orthogonalität  nicht  zukommen  könnte. 

Da  die  Reihenfolge  der  Verticalreihen  wUlkürlich  ist,  so 
können  wir  die  Systeme  g beliebig  anordnen  — wir  wählen  die 
Reihenfolge : 

00  01  10  11. 

5* 
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Martin  Krause  ; 


Die  Systeme  h sind  dann  nicht  mehr  willkürlich  zuzuordnen, 
vermöge  der  gemachten  Bemerkungen  können  wir  lediglich  die 
Annahme  hinzufügen,  dass  das  erste  Glied  unserer  ersten  Horizon- 
talreihe den  Werth  hat: 

Unser  System  soll  sich  nun  in  die  Bonn  St  . 83  bringen 
lassen.  Dann  können  und  wollen  wir  annehmen,  dass  die  erste 
Horizontalreihe  von  St  die  Form  hat; 

von  83 : 

^S1  ^3>  ^4- 

Jeder  andere  Fall  kann  zu  neuen  Resultaten  nicht  führen. 

Unter  dieser  Voraussetzung  muss  das  zweite  Element 

0 1 

K ><i 

der  ersten  Horizontalreihe  unserer  zu  construirenden  Determinante 
sich  in  der  Form  darstellen  lassen: 

A,B^- 

oder  also  es  .sind  zwei  Fälle  möglich: 
n Ö;  = - ^3^1  + ^3^4  - A A, 

III  = A,  B,  - A,  B,  - A3  B,  + A3  B, 

Wir  nehmen  den  ersten  P'all,  der  durch  Gleichung  II  repräsentirt 
wird. 

Das  di'itte  Element  der  ersten  Horizontalreihe 
1 0 

hat  dann  mit  Rücksicht  auf  II  die  Form; 

AjB,  ± A^Bj  - A3B,  qp  A3B,, 

mit  Rücksicht  auf  II  bleibt  nur  die  Möglichkeit: 

IV  J J = Aj  B3  - A3  B.,  - A3  Bj  + A3  B3. 
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Dts  vierte  Element  der  ersten  Horizontalreihe  ergiebt  sieh  dann 
in  der  Fonn; 

Also  ergeben  sich  die  Elemente  der  ersten  Horizontalreihe  in  der 
Anordnung; 

00  01  10  11 
OO  01  11  10 

•lenaa  so  ergiebt  sich  als  zweit«  miigliche  Anonlnung: 

00  01  10  11 
00  11  10  01 

In  analoger  Weise  sind  die  Elemente  der  ei-sten  Vertical- 
reihe  zu  untersuchen.  Es  ergeben  sich  dieselben  beiden  Anord- 
nuLgen  als  möglich. 

Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  im  (ianzen  vier  mög- 
liche Orthogonalsysteme.  Zwei  derselben  fallen  zusammen,  so  dass 
nnr  drei  von  einander  verschiedene  existiren  können. 

Die  beiden  ersten  lauten: 
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ergehen  also  krinr,  Thetarelationen. 

Es  bleibt  also  nur  die  Anordnung  übrig 
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Es  ist  dieses  das  CAspAavsche  System.  Damit  sind  alle  Systeme 
erschöpft,  bei  denen  das  Element  qq  vorkommt,  damit  sind  aber 
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ZU  gleicher  Zeit  alle  möglichen  Systeme  erschöpft,  da  sich  ein 
jedes  System  mit  Hülfe  von  Substitutionen  halber  Perioden  auf 

ein  solches  zurückführen  lässt,  in  welchem  das  Element  vor- 
kommt. 

Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  den 
Lchrsah:  En  gicht  nur  eine  Anordnung  der  i6  Thetaproductc 
als  Elemente  eines  orthogonalen  Systnns  der  angegebenen  Art  und 
zwar  die  CASPARy’sedie. 

$ 2.  Untersnehnng  der  Thetafanctionen  dreier  veränderlieheii  ürössen. 

Wir  nehmen  jetzt  den  Fall  der  Thetafunctionen  dreier  ver- 
änderlichen Grössen. 

In  diesem  Falle  setzen  wir: 

® [om]  (« + [J^]  (« + [i3  (« + >■), 

® Cm]  (“  + ^ ® CC] 

und  bezeichnen  in  ähnlicher  Weise  die  Grössen  B. 

Aus  den  64  Formeln  der  Transformation  zweiten  Grades 
greifen  wir  die  folgenden  heraus,  aus  denen  die  fehlenden  ohne 
weiteres  ergänzt  werden  können : 

= Aj  Hj  -f- Aj  J5j  -f  A3  Hg  -f  -}- A,,Hg  -f  A^  Bg  -f  A-  -|-  A^  Bg, 

QPj  = Aj  B^  Aj  Bj-|-  Aj  Bg  A^  B^-\-AgBg  AgBg-(-AjB,  Ag  Bg, 
OjQ  = Aj  B,  -}-  AjBj  Aj  Bg  A4  54-!-  Ar,  Bg-fAg  Bg  A,  B,  AgBg, 

j = Aj  Bj  Aj  Bg  Aj  Bg  “b A4  B^  -|-  A;,  Bj  AgBg  Aj  B^-j-  Ag  Bg, 
^ Jo  = A,  B,  -f  Ag  Bg  + Aj  Bj  + A , Bj  - Aj  Bj  -A«  B«  - A,  B,  - Ag  B«, 
JJJ = A,  B,  - Ag  Bg + Aj  Bj  - A4  B4  - A j Bg  -f  Ag  Bg  - A,  B-  + Ag  Bg, 
j j = Aj  Bj  -f  Ag  Bg — Aj  Bj  — A j B4  — A g Bg  — Ag  Bg  -f  A j Bj  -f  Ag  Bg, 
'j  = Aj  Bj  - Ag  Bg  -Aj  Bg  + A4  Bj  - Ag  Bg  -b  Ag  Bg  -b  Aj  Bj  - AgBg, 
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000  = -^1  ^3  +-^2  ^4  + -^3  ^1  + ^4  + -^r.  ^7  +-^1! 

^ = -4,  ^4  +ylä  £3  + £j  + 7^,  4--4r.  4-  £,  + j4,  Tf^  + li,,, 

000  °^-^l  ^5  + -^2  ^6  + ^3  ^7  +-^4  + -^r.  ^1  +-^11  ^2  + ^7  ^3  + ^3  ^^4- 

ooo  “-^1  "I"  + ^4  £7  + jlr,  £,  +^a  7#J  + ^,  H^  + A^  H^, 

= j4j  £7  4-A,  £g  4-  £j  +^4  /ig  4-  ^3  7/j  4-  Z;,  4-  ^7  £,  4-  ^1^  £3, 

“ J = ^4  £,  + A,  £7  + ^3  £g  4-^4  «3  + ^3  -B.  + ■'<«  B3  4-347  £3  -f  ^,  £.. 

Wir  können  non  ähnlich  schliesseu,  wie  im  Falle  von  zwei  veränder- 
lichen Grössen.  Die  Grössen  + 3I,  + £ können  in  mannigl’acher 
Weise  als  Elemente  je  einer  orthogonalen  Determinante  von  64 
Grössen  dargestellt  werden.  Wir  wollen  zwei  solche  Determinanten 
durch  21  und  © bezeichnen  und  fragen:  können  die  6^  Theta- 
produäe: 

di!fi!h 

/),  ÄjAg 

ganz  oder  theilweise  als  Elemente  einer  Determinante  dargesteltt 
werden,  die  in  ein  Product  von  der  Form  2133  vericandelt  werden 
kann?  Diese  Determinante  muss  dann  auch  ihrerseits  eine  ortho- 
gonale sein.  Es  genügt  eine  Horizontalreihe  — etwa  die  erste 
— und  eine  Verticalreihe,  etwa  die  erste,  zu  kennen,  um  alle 
zu  kennen.  Wir  greifen  unter  den  möglichen  Systemen  diejenigen 
heraus,  die  das  Product: 

OCX) 

000 

iu  sich  enthalten. 

Als  erste  Horizontalreihe  wählen  wir  diejenige  oder  eine 
derjenigen,  die  das  Product: 

000 

000 

in  sich  enthalten.  Neben  diesem  Product  enthält  die  Reihe  dann 
noch  sieben  andere  Producte.  Alle  diese  Producte  können  nach 
den  angegebenen  Regeln  durch  die  Grössen  A und  £ dargestellt 
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werden.  Wir  denken  uns  die  Producte  nach  den  Grössen  A ge- 
ordnet und  zwar  nach  steigenden  Indices.  Die  Coefficienten  sind 
die  Grössen  + Gie  Determinante  derselben  muss  ebie 

orthogonale  sein.  Die  Systeme  sowohl  wie  auch  die 

Systeme  der  Thetaproducte  der  ersten  Horizontalreihe 

müssen  von  einander  verschieden  sein.  Da  die  Reihenfolge  der 
Verticalreihen  willkürlich  ist,  können  wir  die  Systeme  g beliebig 
anordnen.  Wir  wählen  die  Anordnung: 

Oüü  ÜOl  ÜIO  Oll  100  101  110  111 


Die  Grössen  h können  dann  nicht  mehr  willkürlich  zugeordnet 
werden , wir  können  lediglich  die  Annahme  machen,  dass  das 
erste  Glied  der  ersten  Horizoutalreihe  den  Werth  hat: 

I 000  '^■^1  -öl  -ß.-)  +-^4  ^4  -®5  +-^6  -®6  +-^7  -^8- 


Die  Detenninanten  21  und  ® können  so  geordnet  werden,  dass 
die  ersten  Horizontulreihen  resp.  lauten: 


■'^1 1 > •'^s ) 

-^n 


•^6’  ■^7> 


-®4T 


B,. 


Das  zweite  Product  der  ersten  Horizontalreihe  unserer  zu  con- 
struirenden  Determinante  muss  sich  dann  in  der  Form  darstellen 
lassen: 


-^I  -^2  ~-^8-®l  +^3  ^^4  + ^4 '^4-®:!  +^.’i  +^«  -^6  ^5  +^7  ^8  +^8  -^8 

wobei  die  Grössen  d die  Werthe  + 1 annehmen  können. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Transformation  zweiten  Grades  er- 
geben sich  die  Möglichkeiten: 

II  = A^B,  - A,B,  + A,B,  - A,B,  -f  A,B,  - A,B, 

+ A,  -'^8-®7i 

III  - A,B^  - A,B,  + A,B,  + A,B,  - A,B, 

-^7-^8  -'^8-^71 

IV  =A,B,~  A,B,  + A^B,-  A,B,  - A,B,  + A,B, 

•'^7-®8  “l"  -^8-®7t 

V = A,B,  - A,B^  - A,l?,  + A,B,  - A,B,  + A^B, 

+ A,B,~  A,B,. 
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Diese  vier  Möglichkeiten  sind  einzeln  zu  untersuchen.  Wir  nehmen 
den  Fall  II.  Das  dritte  Product  der  ersten  Horizontalreihe  kann 
dann  mit  Uücksicht  aut  I die  vier  Werthe  annehmen: 

010  010  010  010 

010  011  110  111. 

Mit  Rücksicht  auf  das  zweite  Product  bleiben  nur  die  beiden 
Fälle  übrig: 

VT  - A^B,  + A,B,  + A,B,  - A,B, 

A-iBf^-\-  A^B^, 

vn  JJJ  = A,B,~  A,B,  - A^B,  + A,B,  -A,B,  + A,B, 

+ A-lJir,  — A^  B^. 

Nehmen  wir  den  Fall  VI,  so  sind  die  übrigen  Producte  bestimmt 
und  wir  erbalten  füi-  die  erste  Horizontalreihe  die  Anordnung: 

000  001  010  011  100  101  110  111 

000  001  011  110  111  100  101  010, 

In  analoger  Weise  ergeben  sich  im  Ganzen  noch  sieben  andere 
Anordnungen  der  ersten  Horizontalreihe.  Nennen  wir  die  Glieder 
bei  der  ersten  Anordnung: 

91  Ü3  (Ja 
/l,  /i,  Äj 

so  können  sie  bei  den  sieben  anderen  Anordnungen  geschrieben 
werden : 

ffi  + «1  9a  + ti  9a  + fs 
f'i  + Vi  ^'ä  + >h  ^'a  Va> 
wobei  die  Characteristiken 

h *2  *3 

% Vi  % 

für  eine  jede  der  sieben  Anordnungen  je  einen  festen  Werth 
besitzen.  Diese  sieben  Werthe  sind  gleich  den  Gharacteristiken 

9i  (Ja  9a 

/ij  7(j 

mit  Ausnahme  der  Characteristik  Null. 

Hieraus  folgt,  dass  in  jeder  der  acht  m/iglicheu  Anordnungen 
die  Gharacteristik  Null  vorkommt,  dass  die  56  übrig  bleibenden 
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Characteristiken  zu  je  zwei  einander  gleich  und  sämmtlich  un- 
gerade sind.  Diese  Characteristiken  entstehen  durch  Addition  je 
zweier  Characteristiken  der  ersten  Anordnung.  Genau  in  der- 
selben Weise  kann  die  erste  Verticalreihe  untersucht  werden. 

Auch  hier  sind  dieselben  acht  Anordnungen  möglich.  Com- 
binieren  wir  dieselben  mit  den  acht  Anordnungen  der  ersten 
Horizontalroihe,  so  erhalten  wir  im  Ganzen  64  Systeme.  Die- 
selben gruppiren  sich  folgendermaassen. 

Die  Glieder  der  ersten  Horizontalreihe  haben  die  Fonn: 

9 + i 
h -f  1] 

die  der  ersten  Verticalreihe  in  ühnlicher  Weise: 

<J  + f' 

f'  + v', 

wobei  die  Characteristiken: 

f , t' 
und  , 

V V 

fest  sind,  während 

'J 

U 

die  früher  angegebenen  Werthe  durchlaufen. 

Die  sümmtlichen  Elemente  der  Deteiminante  haben  dann 
die  Form: 

!l'  + 9"  + * + *' 

W -f-  h"  + n + 1]' 

wobei  die  Grössen: 

» ff 

9 9 

und 

h h ' 

die  Grössen  der  ersten  Anordnung  sind. 

Hieraus  folgt,  dass  die  acht  Fälle,  in  denen: 

« _ s' 

V ~ v' 

ist,  zu  demselben  orthogonalen  Systeme  führen,  das  mit  dem 
Namen  des  f imdamrntalm  bezeichnet  werden  möge.  Wir  können 
es  schreiben: 


Digitized  by  Googlq 


L*KBKß  OrTBOGONALSVSTKMK  1«  (ÜKBIETK  DER  THETAFtINCTIONKN. 


75 


000 

001 

010 

011 

100 

101 

110 

111 

000 

001 

011 

010 

111 

100 

101 

010 

001 

000 

011 

010 

101 

100 

111 

110 

001 

000 

010 

111 

110  ' 

~ 101 

100  “ 

011 

010 

011 

000 

001 

110 

111 

100 

101 

011  ~ 

~ 010 

000 

101 

100  “ 

“ 111  “ 

“ 110 

001 

011 

010 

001 

000 

111 

110 

101 

100 

110 

111  ” 

” 101 

000 

001  “ 

010 

011 

100 

100 

101 

110 

111 

000 

001 

010 

011 

111 

110  “ 

“ 100 

001 

000 

011 

010  “ 

101 

101 

100 

111 

110 

001 

000 

011 

010 

100 

101 

111 

010 

“ 011 

000  “ 

~ 001  “ 

~ 110 

110 

111 

100 

101 

010 

011 

000 

001 

101 

^ 100 

110  “ 

“ 011 

010 

001 

000 

111 

111 

110 

101 

100 

011 

010 

001 

000 

010 

011  “ 

“ 001  “ 

~ 100 

101 

110  ~ 

' 111 

000 

Die  56  weiteren  Systeme  sind  zu  jo  zwei  einander  gleich 
und  entstehen  aus  dem  fundamentalen  System  durch  Anwendung 
derjenigen  Substitutionen  halber  Perioden,  die  den  ungeraden 
Characteristiken  entsprechen. 

Damit  sind  alle  diejenigen  Systeme  aufgestellt,  welche  die 
Characteristik  Null  enthalten.  Durch  Substitution  halber  Perioden 
können  alle  übrigen  auf  die  soeben  betrachteten  zurückgeführt 
werden.  Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  den 

Lehrsatz: 

Es  gicht  64  orOtogonale  Systeme  ehr  angegebenen  Art.  die- 
selben können  stimmtlieh  aus  einem  derselben  — etwa  dem  funda- 
tnenialen  — durch  Substitutim  halber  Perioden  abgeleitet  werden. 
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SITZUNG  VOM  4.  MÄRZ  1901. 

Vorträge  hielten: 

Herr  Wii,hklm  His,  o.  M.  : Antrag  an  die  internationale  Association  der 
Akademien  auf  Bestellung  einer  Fach-Commission  für  menschliche 
und  thierische  Entwickelungsgeschichte. 

Herr  Hebmakn  Credneh,  o.  M.:  Das  sächsische  Schüttergebiet  des  Sude- 
tischen  Erdbebens  vom  lo.  Januar  1901. 

Herr  Otto  Fischer,  a.  o.  M.:  Der  Gang  des  Menschen.  IV.  Theil.  (Für 
die  Abhandlungen  Bd.  XXVI,  Heft  VII.) 

W.  His  ersucht  die  Classe  um  Einbringung  nachfolgenden 
Antrages  an  die  internationale  Association  der  Akademien.  (Vor- 
getragen in  der  Sitzung  am  4.  März  igoi.) 

Der  von  Hm.  W.  His,  0.  M.  formulirte,  von  der  Königlich 
Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  angenommene  und  der 
Generalversammlung  der  vereinigten  Akademien  in  Paris  am 
16.  April  1901  vorzulegende  Antrag  lautet:  „Die  internationale 
Association  der  Akademien  möge  eine  Fach-Commission  aufstcllen 
mr  Bcrathung  der  Mittel  und  Wege,  wie  auf  den  Gebieten,  eines- 
theils  der  menschlichen  und  thicrischen  Entivickclungsgeschichte, 
andernthcils  der  Hirnanatomie  eine  nach  einheitlichen  Grundsätzen 
erfolgende  Sammlung,  Verarbeitung  und  allgemeine  Nutzbarmachung 
von  sicheren  Beobachtungsmaterial  erreicht  werden  kann.“ 

Begründung:  Unter  den  Aufgaben,  deren  Bearbeitung  der 
heutigen  anatomischen  Forschung  obliegt,  stehen,  ihrer  grund- 
legenden und  weitreichenden  Bedeutung  halber,  zwei  im  Vorder- 
grund wissenschaftlichen  Interesses.  Es  sind  dies:  einerseits  die 
eingehende  Erforschung  des  Gehirnbaues  und  andererseits  die 
Verfolgung  der  schrittweisen  Entwickelung  des  Menschen  und  der 
Thiere.  Die  Bedeutung  der  letzteren  Aufgabe  liegt  darin,  dass 
der  einzig  sichere  Weg  zum  Verständniss  jeglicher  Organisation 
durch  die  Erforschung  der  ontogenetischen  und  phylogenetischen 
Entwickelungsstufen  der  Organismen  hindurchführt. 

Math.-phys.  Classe  IROl.  (J 
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Sowohl  bei  der  entwickclungsgeschichtlichen  als  bei  der  Ge- 
himforsebung  hat  sich  die  ältere  Zergliederungsmethodik  als  un- 
zureichend enviesen.  Dagegen  verdankt  man  einen  guten  Theil 
unserer  heutigen  Kenntnisse  auf  den  genannten  Gebieten  den 
Methoden  der  Zerlegung  in  feine  Schnitte  und  der  Schnittsynthese. 
In  die  Gehirnanatomie  ist  die  Schnittmethode  von  B.  Stilling 
schon  im  Beginn  der  vierziger  Jahre  eingeführt,  worden,  aber  es 
verging  fast  ein  Menschenalter,  bis  sie  allgemeine  Würdigung 
fand.  Heute  ist  sie  in  sehr  allgemeinem  Gebrauch  und  die 
Techniken  von  Schnittführung  und  Schnittfarbung  lassen  zur  Zeit 
wenig  zu  wünschen  übrig.  In  unabhängiger  Weise  hat  auch  die 
entwickelungsgeschichtliche  Forschung  die  Schnittmethodik  zu  einem 
ihrer  hauptsächlichsten  Hilfsmittel  gemacht  und  auf  das  feinste 
ausgebildet.  Wir  sind  zur  Zeit  im  Stande,  auch  die  zartesten 
Objecte  nach  vorangegangener  Härtung  in  lückenlose  Schnitt- 
reihen von  Yiqo  oder  mm  zu  zerlegen,  und  es  ist  klar,  dass 
dadurch  der  Ki-eis  unserer  thatsächlichen  Anschauungen  auf  das 
erheblichste  erweitert  werden  kann.  So  erwünscht  nun  aber 
dieser  Zuwachs  an  neuen  Anschauungen  sein  muss,  so  ergeben 
sieh  daraus  bedeutende  Erschwerungen  der  wissenschaftlichen  Ver- 
arbeitung. Nehmen  wir  ein  Beispiel:  es  sei  ein  Embryo  von 
7 mm  Länge  in  700  Schnitte  von  je  10  g zerlegt  worden,  so 
wollen  die  700  Schnitte  nicht  nur  im  Einzelnen  durchbeohachtet, 
bez.  in  entsprechender  Vergrösserung  gezeichnet  oder  photogra- 
phirt  werden,  sondern  es  sind  auch  deren  gegenseitige  Beziehungen 
zum  Verständniss  zu  bringen.  Wer  sich  die  Mühe  nehmen  will, 
die  700  Schnitte  oder  doch  eine  Auswahl  derselben  abzubildeu 
und  zu  beschreiben,  hat  damit  noch  kein  plastisches  Gesamnit- 
bild  des  betreffenden  Objectes  geschaffen.  Dazu  bedarf  es  erst 
einer  Verknüpfung  der  Einzelbilder  zu  einem  Gesammtbild,  d.  b. 
einer  nachträglichen  Zusammenfügung  der  Schnitte  zu  einem 
körperlichen  Ganzen. 

Früher  als  die  Gehirnanatomen  haben  die  Embiyologen  das 
Bedürfniss  der  Schnittsynthese  empfunden  und  ihr  in  verschiedener 
Weise  Eechnung  zu  tragen  gesucht.  Am  beliebtesten  ist  zur 
Zeit  die  B(jKN’sche  Methode  der  Wachsplattenmodellirung,  die 
allerdings  die  gestellten  Aufgaben  nur  theilweise  erfüllen  kann. 
In  den  letzten  Jahren  ist  man  daran  gegangen,  auch  durch- 
sichtige Modelle  zm‘  Erläutei-ung  innerer  Structurverhältnisse  her- 
zustellen. Im  Einzelnen  sind  noch  manche  Vervollkommnungen 
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denkbar,  im  Ganzen  aber  kann  man  sagen,  dass  die  Aufgaben, 
um  die  es  sich  zunächst  handelt,  wenigstens  auf  embryologisehem 
Gebiet  scharf  gestellt  und  die  Methoden  zu  deren  Lösung  aus- 
reichend ausgebildet  sind.  Die  argen  ihrer  Kleinheit  und  Zart- 
heit der  unmittelbaren  Bearbeitung  unzugänglichen  Formest  des 
sich  entwickelnden  Organismus  und  seiner  Theile  sind  in  ver- 
grössertem  Maassstabe  plastisch  zu  reproduciren  und  zwar  mit 
einer  Genauigkeit,  die  auch  der  messenden  Forschung  sichere 
Unterlagen  gewährt. 

Ist  einmal  diese  Aufgabe  in  durchgreifender  Weise  erfüllt, 
dann  wird  die  Wissenschaft  ein  festes  thatsächliches  Fundament 
besitzen,  vergleichbar  etwa  den  Karten  der  Geographen,  Geologen 
und  Astronomen,  den  Wörterbüchern  der  Philologen  oder  den 
Geschichtstabellen  der  Historiker.  Nun  geht  aber  die  zur  Er- 
reichung dieses  Fundamentes  auszuführende  Arbeit  so  sehr  in  die 
Breite , dass  Einzelne  und  selbst  Institute  darauf  verzichten 
müssen,  anders  als  bruchstückweise  derselben  Herr  zu  werden. 
Dazu  ist  die  Arbeit  theilweise  eine  mehr  mechanische , von 
geschulten  Technikern  ebensogut,  wo  nicht  besser  zu  leistende, 
als  von  Gelehrten  und  von  letzteren  vielfach  als  „nicht  lohnend“ 
angesehen.  Allein  auch  das,  was  wirklich  an  solcher  reconstruc- 
tiver  Arbeit  bis  jetzt  durchgeführt  worden  ist,  findet  sich  in  den 
verschiedenen  Instituten  oder  Privatsammlungen  zerstreut  und  ist 
nach  verschiedenen  Maassstäben  und  Grundsätzen  hergestellt. 
Selbst  dieses  fragmentarisch  gesammelte  Material  ist  bis  jetzt 
Niemand  im  Stande  vollständig  zu  übersehen. 

Auf  anderen  wissenschaftlichen  Gebieten,  in  denen  es  sieb 
um  Ansammlung  von  Grundmaterial  handelt,  dessen  Beschafiung 
die  Kräfte  Einzelner  übersteigt,  hat  man  das  erstrebte  Ziel  durch 
einheitlich  organisirte  Arbeit  Vieler  zu  erreichen  gewusst.  Die 
Astronomen  haben  den  Himmel,  die  Geologen  die  Erde  in  ge- 
trennte Arbeitsgebiete  zerlegt,  und  durch  gemeinsam  angenommene 
Grundsätze  die  Einheitlichkeit  der  Arbeit  und  die  Zusammen- 
fassbarkeit der  Ergebnisse  sicher  gestellt.  Auf  den  Gebieten  der 
Embryologie  und  der  Gehirnanatomie  wird  man  nach  ähnlichen 
Grundsätzen  des  Zusammenarbeitens  sicherlich  mehr  und  auch  für 
den  einzelnen  Forscher  befriedigenderes  erreichen,  als  wenn  jeder 
Einzelne  seinen  besonderen  Horizont  beibehält.  Ein  auf  diesen 
Gebieten  zu  erstrebendes  Ziel,  von  dem  gleich  noch  mehr  die 
Rede  sein  soll,  sind  Centralanstalten,  deren  Aufgabe  in  Sammlung 
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und  Ordnung  des  jeweilen  vorhandenen  thatsächlichen  Materiales 
bestehen  muss.  Solche  Anstalten  entsprechen  schon  jetzt  einem 
so  ausgeprägten  Bedürfniss,  dass  deren  Begründung  sicherlic-h 
nicht  mehr  lange  auf  sieh  wird  warten  lassen.  Bis  zu  dem  Zeit- 
punkte aber,  wo  solche  Centralanstalten  verwirklicht  sein  werden, 
kann  eine  durch  Vereinbarung  entstandene  centrale  Instanz  durch 
Feststellung  gewisser  allgemeiner  Zielpunkte  und  durch  Hinwirken 
auf  einheitliche  Arbeitsweisen  schon  Erhebliches  erreichen.  Auch 
kann  dadurch  die  Schaffung  von  Centralanstalten  angemessen  vor- 
bereitet w'erden.  In  dem  Sinne  wird  der  oben  formulirte  Antrag 
der  internationalen  Association  der  Akademien  zur  Annahme 
empfohlen. 

Es  ist  ausdrücklich  hervorzuheben,  dass  solche  zu  einheit- 
lichen Arbeitsgrundsätzen  führende  Bestrebungen  weit  davon  ent- 
fernt sind,  die  wissenschaftliche  Freiheit  der  einzelnen  Forscher 
zu  beeinträchtigen.  Sowie  der  Besitz  sicherer  Karten  oder  zuver- 
lässiger Wörterbücher  zum  nothwendigen  Rüstzeug  wissenschaft- 
licher Arbeiten  gehört,  so  werden  auch  sichere,  durch  coUective 
Arbeit  geschaffene  Anatomien  von  menschlichen  und  thierischen 
Embryonen,  sowie  fein  durchgeführte  Gehirnanatomien  zu  noth- 
wendigen Hilfsmitteln  fernerer  Forschung  w'erden. 

Schon  jetzt  wird  eine  centrale  Instanz  als  Vermittlerin  von 
Materialbeschaffung  und  Materialverwerthung  grossen  Nutzen  stiften 
können.  Auf  entwickelungsgeschichtlichem  Gebiete  liegt  eine  der 
grössten  Schwierigkeiten  in  der  Beschaffung  des  Materiales.  Ein 
einzelner  Forscher  kann  im  Laufe  der  Jahre  Schnittvorräthe  an- 
gesammelt haben,  die  weit  über  das  hinausgehen,  was  er  in 
seinem  Leben  zu  verarbeiten  vermag,  und  die  doch  wiederum 
zu  lückenhaft  sind,  um  fortlaufende  Entwickelungsreihen  daraus 
herzustellen.  Hierbei  wird  oft  der  Eine  besitzen,  was  der  Andere 
nicht  hat,  und  bei  gut  organisirtem  Ineinandergreifen  kann  die 
Arbeit  Aller  gefördert  werden. 

In  letzter  Instanz  gelangen  wir  aber  immer  w’ieder  auf  die 
Nothwendigkeit  der  Schaffung  centraler  Anstalten.  Die  allgemeinen 
Aufgaben  solcher  Anstalten  liegen  nach  zwei  Richtungen  hin: 
einmal  haben  sie  grössere,  über  die  Kräfte  einzelner  Forscher 
hinausgehende  Aufgaben  zu  bewältigen,  vor  allem  solche  Auf- 
gaben, die  ein  nach  einheitlichem  Plane  arbeitendes  technisch  ge- 
schultes Personal  verlangen,  und  zweitens  haben  sie  das  Material 
bestimmter  Lehrgebiete  in  der  Weise  zu  sammeln  und  zu  ordnen. 
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dass  es  nach  Art  einer  Bibliothek  oder  eines  Museums  allen  denen 
zugänglich  gemacht  wird,  die  desselben  zur  Förderung  ihrer 
Kenntnisse  bedürfen. 

So  lange  jeder  Einzelne  mit  der  Beschaffung  des  nöthigen 
Grundmateriales  von  vorne  anfangen,  beispielsweise  Gehirne  sammeln, 
herrichten,  schneiden  und  verarbeiten  muss,  bedeuten  diese  Vor- 
arbeiten das  Opfer  einer  Reihe  von  Lebensjahren,  und  nur  der 
eigentliche  Spczialforscher  kann  dies  Opfer  bringen.  Nun  ist 
aber  die  Zahl  derer,  die  eine  genauere  Kenntniss  des  Gehirnbaues 
bedürfen,  eine  bedeutende,  sie  umfasst  ausser  den  l’sychiatern 
auch  die  Anatomen , Physiologen , Pathologen , Chirurgen  und 
Psychologen. 

Gut  eingerichtete  Anstalten  sollen  auch  den  Nichtspezialisten 
in  der  Entwickelungsgeschichte  und  der  Himanatomie  (ielegen- 
heit  bieten,  eigene  Anschauung  von  Schniltreihen,  guten  Modellen 
und  ähnlichen  Hilfsmitteln  zu  gewinnen,  sie  sollen  also  einem 
weifen  Kreise  wissenschaftlicher  Arbeiter  zu  Gute  kommen. 

Nach  einer  anderen  Richtung  hin  können  Centralanstalten 
dadurch  sich  nützlich  erweisen,  dass  bei  ihnen  die  Dokumente  ab- 
geschlossener Arbeiten:  Oi-iginalprüparate.  aller  Art,  Photogramme, 
Modelle,  Tabellen  u.  dergl.  deponirt  und  damit  der  Vergleichung 
nachfolgender  Forscher  zugängig  gemacht  werden.  Einmal  ins 
LeVien  gerufen  werden  solche  Anstalten  gleich  anderen  ähnlichen 
Schöpfungen  für  den  wissenschaftlichen  Fortschritt  eine  Bedeutimg 
geAvinnen,  deren  Umfang  im  Beginn  schwer  zu  übersehen  ist. 

Fassen  wir  die  Motive,  die  für  den  gestellten  Antrag  sprechen, 
nochmals  zusammen,  so  haben  wir  für  das  Gebiet  der  Knlteicke- 
hmgsgescMchtc  folgende  Gesichtspunkte:  das  Material  ist  schwer 
zu  beschaffen,  seine  Erreichung  ist  vom  Zufall  ahhängig  und  nur 
in  langen  Zeiträumen  eireichhar.  Der  Forscher,  dem  seltenes 
Material  in  die  Hände  fällt,  pflegt  es  nur  ausnahmsAvei.se  er- 
schöpfend durchzuarbeiten.  In  der  Regel  benutzt  er  es  zur 
Prüfung  besonderer,  ibn  speziell  interessirender  Fragen.  Samm- 
lung des  Materials  und  möglichst  vollständige  thatsächliche  Aus- 
beutung desselben  ist  aber  ein  dringendes  Bedürfniss  der  Wissen- 
schaft. 

Die  zur  befriedigenden  Bearbeitung  entvvickelungcschichtlichen 
Materiales  uns  zu  Gebote  stehenden  Methoden  A'crlangen  einen 
sehr  grossen  Aufwand  von  zum  Theil  technischer  Arbeit.  Die 
Kraft  des  Einzelnen  i-eicht  nur  zu  Bewältigung  verhältnissmässig 
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enger  Gebiete  aus.  Organische  Verknüpfung  der  Arbeit  vieler 
kann  hier  Hilfe  schaflFen. 

Das  eitujehmdc  Studium  des  Gehirnbaucs  verlangt  vor  Allem 
eine  genaue  Kenntniss  der  Gehimentwickclung  und  insoweit  gelten 
auch  bei  ihm  die  obenerwähnten  Erwägungen.  Für  die  Bearbei- 
tung des  ausgebildeten  Organes  treten  neue  Schwierigkeiten  hinzu, 
theils  solche  des  Materiales,  theils  solche  der  Methodik,  die  auch 
ihrerseits  eine  systematische  Bekämpfung  verlangen.  Zu  einer 
vollen  Beherrschung  des  so  wichtigen  Organes  wird  man  wohl 
nur  dadurch  gelangen,  dass  man  es,  etwa  nach  den  Grundzügen 
topographischer  Bureaux,  planmässig  durcharbeitet.  Im  tJebrigen 
aber  gilt  vom  Gehirn  mehr  als  von  irgend  einem  anderen  Kör|Ter- 
gebilde,  dass  sein  Studium  weiten  Kreisen  von  Betheiligten  mög- 
lichst zugänglich  gemacht  und  erleichtert  werden  sollte. 

Es  bedarf  noch  eingehender  Berathungen,  lun  den  besten 
Weg  zur  Erreichung  himanatomischer  und  entwickelungsgeschicbt- 
licher  Centralanstalten  ausfindig  zu  machen  und  um  die  zweek- 
mässigste  Ausdehnung  ihrer  Aufgaben  festzu.stellen.  Der  einzu- 
schlagende Weg  wird  vielleicht  in  verschiedenen  Staaten  ein 
etw'as  verschiedener  sein.  Für  das  Zusammenarbeiten  der  dem- 
selben Ziel  zustrebenden  Institutionen  bildet  dies  natürlich  kein 
Hinderniss.  Eine  Anglicderung  an  bestehende  grössere  Universi- 
tätsanstalten wird  sich  mancherorts  als  leichtest  erreichbarer  An- 
fang herausstellen.  Dabei  ist  aber  eine  scharf  ausgesprochene 
Trennung  der  Verwaltungsgrundzüge  nothwendig.  Die  mehr  oder 
weniger  freie  Behandlung  der  dem  akademischen  Unterricht  und 
der  Spezialforschung  des  Direktors  dienenden  Universitätssamin- 
lungen,  und  vor  Allem  die  Discontinuität  der  leitenden  Gesichts- 
punkte müssen  ausgeschlossen  sein,  und  die  Centralanstalt  muss 
nach  ihren  eigenen,  festbestimmten  Gnindsätzen  verwaltet 
werden. 


Uruckfertig  erklärt  11.  III.  lilOl.] 
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(Vorgetragen  in  der  Sitzung  vom  4.  März  1901.) 

Hierzu  Tafel  I. 

In  der  Frühe  des  10.  Januars  dieses  Jahres  vollzog  sich  im 
Quellgehiet  der  Aupa  und  Mettau,  am  Südahfall  der  Sudeten  in 
dem  Landstriche  zwischen  Marschendorf,  Trautenau,  Adersbach 
und  Nachod  ein  Erdbeben  in  für  Mittel-Eüropa  seltener  Ileftig- 
heit.  Von  diesem  epicentralen  Gebiete  aus  folgten  seine  Wellen 
dem  Sudetischen  Zuge  nach  SO  bis  nach  Mähren,  nach  NW  bis 
weit  nach  Sachsen  hinein  und  breiteten  sich  in  elliptischem  Ver- 
laufe nach  Norden  bis  in  die  schlesische  Niederung,  nach  Süden 
bis  jenseits  der  Städte  Deutschbrod  und  Frag  aus.  Das  Epi- 
centiTim  und  der  grösste  Theil  des  Schüttergebiets  die.ses  Bebens 
gehört  demnach  Böhmen  und  Schlesien  an,  während  nur  das 
am  weitesten  nach  WNW  vorgeschobene  Ende  der  Schötterellipse 
nach  Sachsen  und  noch  über  dessen  Nordgrenze  hinausgreift. 

Auf  den  Verfolg  der  seismischen  Erscheinungen  innerhalb 
des  sächsischen  Areales  beschränkt  sich  unsere  Aufgabe.  Die 
hierbei  gewonnenen  kartographischen  und  textlichen,  im  folgen- 
den Aufsatze  niedergelegten  Resultate  werden  sich  mit  denen  des 
Heirn  Prof.  Dr.  Fkecii  in  Breslau  und  des  Hen-n  Prof.  Dr.  Wolukicu 
in  Prag  auf  schlesischem  und  böhmischem  Boden  zu  einem  ein- 
heitlichen Bilde  der  Wirkungen  und  der  Verbreitung  dieses  grossen 
Sudetischen  Bebens  vereinen.  Meinen  beiden  Collegen,  deren 
Forschungskreis  das  Epicentrum  dieses  Erdbebens  angehört,  bleibt 
die  interessante  Aufgabe  Vorbehalten,  die  Ursächlichkeit  des 
letzteren  klar  zu  legen,  während  wir  uns  auf  eine  rein  be- 
schreibende Darstellung  seines  sächsischen  Erschütterungsgebietes 
beschränkt  sehen. 

Beim  Verfolge  des  Erdbebens  vom  10.  Januar  innerhalb  des 
Königreichs  Sachsen  hat  sich  die  Organisation  unseres  sächsischen 
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Erdbebenbeobachtungs-Dienstos  wiederum  vorzüglich  bewährt.  Galt 
dieses  bereits  bei  früheren  Gelegenheiten  von  den  Leistungen  der 
im  Vogtland  und  im  südwestlichen  Erzgebirge  vertheilten  Referenten, 
so  wurden  diesmal  diejenigen  Herren  in  Anspruch  genommen, 
welche  dieses  Amtes  in  den  östlichen  und  nördlichen  Theilen  des 
Königreichs  walten.  In  der  That  haben  sich  dieselben  diesen 
ihren  seismologischen  Obliegenheiten  mit  dem  grössten  Eifer  und 
Erfolg  gewidmet  und  durch  persönliches  Einziehen  von  Be- 
obachtungen, Aussendung  von  Fragebogen,  Erlass  eines  Aufrufes 
in  den  Zeitungen,  Sichtung  des  aus  ihren  Bezirken  eingelaufenen 
Materiales  und  Einsendung  desselben  an  die  durch  mich  ver- 
tretene Centralstclle  die  Grundlage,  zu  der  jetzt  vorliegenden 
einheitlichen  kartographischen  und  beschreibenden  Darstellung  ge- 
liefert. Diese  Arbeitsleistung  vertheilto  sich  auf  die  folgenden 
Referenten  der  Königl.  sächsischen  Erdbebencommission: 

Herrn  Prof.  Dr.*0.  Fkikdkich  in  Zittau  für  die  Südlausitz, 
Herrn  Seminarobcrlehrer  Dr.  0.  Beyer  in  Bautzen  für  die 
Nordlausitz, 

Herrn  Prof  Dr.  Hinscn  in  Tetschen-Liebwerd  für  die  an 
Sachsen  grenzenden  Elbgobiete, 

Herrn  Seminaroberlehrer  Wolfe  in  Pirna  für  das  sächsische 
Elbthalgebirge, 

Herrn  Kgl.  Sectionsgeologen  Prof  Siegeut  in  Dresden  für 
Dresden  und  seine  Umgebung,  ferner 

Herrn  Oberlehrer  Mieth  in  Gottleuba, 

Herni  Apotheker  Dr.  Hoi.feut  in  Altenberg  und 
Heim  Bergvei-walter  Morgenstern  in  Zinnwald  für  das  öst- 
liche Erzgebirge,  letzteren  bis  zu  dessen  böhmischem  Absturze, 
Herrn  l’rof  Dr.  Beck  in  Freiberg  für  die  Freiberger  Gegend, 
Herrn  Prof  Dr.  Sterzel  in  Chemnitz  für  den  Chemnitzer 
Bezirk, 

Herrn  Oberlehrer  Dr.  Danzig  in  Rochlitz  für  das  westliche 
Granulitgebirge  und  dessen  Vorland, 

Herrn  Oberlehrer  Dr.  Fricker  in  Dübeln  für  das  nördliche 
Granulitgebirge  und  dessen  Vorland. 

Ausserdem  waren  im  Verfolg  einer  von  Seiten  der  K(jL 
Gcnmildircction  der  sächsischen  Stuatscisenhnhncn  an  alle  Stationen 
der  letzteren  ergangenen  Verordnung  eine  Anzahl  telegraphischer 
Meldungen  über  die  von  diesen  beobachteten  Erschütterungen  ein- 
gelaufen, die  sich  als  höchst  wertlivoll  erwiesen.  Gleiches  gilt 
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von  den  Berichten,  welche  bei  dem  Kgl.  mdeorologischcn  Institut 
zu  Chemnitz  eingegangen  waren  und  welche  mir  dessen  Director, 
Herr  Prof.  Dr.  Sciikeiüku,  gefälligst  überwies. 

Mit  der  Form  unserer  kurzen  übersichtlichen  Darstellung 
Hess  es  sich  nicht  vereinen,  die  grosse  Zahl  derjenigen  mit  Namen 
aufzuführen,  welche  über  ihre  Beobachtungen  entweder  an  die 
HeiTen  Referenten  oder  direct  an  mich  Bericht  erstattet  haben. 
Ihnen  allen,  sowie  den  genannten  Behörden,  Instituten  und 
Referenten  sei  auch  an  dieser  Stelle  der  verbindlichste  Dank  für 
die  Bethätigung  ihres  Interesses  am  wissenschaftlichen  Verfolg 
eines  Erdbebens  ausgesprochen,  von  welchem  sich  nach  den 
Wahrnehmungen  innerhalb  dreier  Nachbarstaaten  herausgestellt 
hat,  dass  es  mit  Bezug  auf  die  Ausdehnung  seines  Schütter- 
gebietes in  der  seismologischen  Geschichte  Mittel-Europas  seit 
dem  gro.ssen  Beben  des  Jahres  1872  einzig  dasteht,  wenn  es 
auch  in  seiner  Dauer  mit  den  37  und  52  tägigen  vogtländisch- 
böhraischen  Erdbeben  im  Herbst  1897  und  im  Sommer  1900 
nicht  vergleichbar  ist. 

Ebenso  dankbar  ist  es  anzuerkennen,  dass  mir  die  Heircn 
Prof.  Dr.  Fkech  und  Prof.  Dr.  Wocdricu  durch  freundliche 
Ueberlassung  der  kartographischen  Wiedergabe  der  Beobachtungen 
innerhalb  ihres  Antheiles  an  dem  Schüttergebiet  des  Bebens  vom 
10.  Januar  einerseits  einen  Ueberblick  über  die  Gesammtheit  des 
letzteren,  anderseits  einen  controlirenden  Vergleich  meiner  eigenen 
Darstellung  des  sächsischen  Grenzaroales  ermöglicht  haben. 

Die  Hiinderte  von  höchst  ausführlichen  bis  ganz  kurzen  Be- 
richten, die  an  hiesiger  Centralstelle  eingegangen  sind,  wie  es 
wohl  üblich  ist,  wörtlich  oder  nach  redactioneller  Umarbeitung 
abzudrucken,  darauf  ist  verzichtet  worden.  Ich  selbst  habe  zwar 
früher  dieser  Methode  gehuldigt,  mich  aber  später  beim  Verfolge 
von  nun  53  sächsischen,  wesentlich  vogtländischen  und  erz- 
gebirgischen  Erdbeben  imd  z.  Th.  mehrtägigen,  ja  mehrwöchent- 
lichen Erdbebenschwärmen  auf  Gnmd  von  weit  über  1000  Be- 
richten davon  überzeugt,  mit  welchem  Maass  von  kritischer  Vor- 
sicht die  Mehi'zahl  solcher  Nachrichten  mit  Bezug  auf  Eintritts- 
zeit, Dauer,  Richtung  und  Stärkegrad  der  Erschütterang,  sowie 
auf  das  dieselbe  begleitende  Geräusch  zu  vei-werthen  sind.  Selbst 
auf  Meldungen  über  innerhalb  des  allgemeinen,  namentlich  aber 
des  mehr  peripherischen  Schüttergebietes  immun  gebliebene  Plätze 
ist  nach  meiner  Erfahrung  kein  Gewicht  zu  legen.  So  wurden 
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in  gar  manchen  Fällen  aus  Ortschaften  in  Sachsen,  wo  es  doch 
gelungen  ist,  die  besondere  Aufmerksamkeit  der  Bevölkerung  auf 
Erdbehenerscheinungen  zu  lenken,  mit  Bestimmtheit  negative 
Resultate  gemeldet,  während  sich  durch  nochmalige  Umfrage  oder 
durch  spätere  zufällige  Mittheilungen  die  dort  stattgehabte  Er- 
schütterung doch  noch  constatiren  liess. 

üeherhaupt  aber  spiegelt  sich  die  Wirkungsweise  und  da- 
nach der  Stärkegrad  unserer  heimatlichen,  immerhin  nur  wenig 
heftigen  Erdbeben  im  Allgemeinen  nicht  in  mehr  oder  weniger 
vollständigen  und  zerstreuten  Einzelbeobachtimgen,  sondern  in 
der  gnippenweisen  Zusammenfassung  derselben  wieder.  Es  sind 
eben  die  Summen  der  seismischen  Aeusseningen  und  namentlich 
deren  Maximalwirkungen  innerhalb  eng  begrenzter  Gebiete,  also 
innerhalb  einer  Stadt  oder  eines  ländlichen  Bezirkes,  welche  für 
die  Bestimmung  des  dortigen  Stärkegrades  der  Erdbewegung 
massgebend  sind.  Nach  diesem  Prozess  der  geistigen  Ver- 
schmelzung schrumpft  der  demselben  unterworfene  Stoss  von  Be- 
obachtungsniaterial  auf  wenige  Seiten  einer  durch  ein  üebersichts- 
kärtchen  illustrirten  textlichen  Darstellung  zusammen. 

Die  viel  benutzte  Rossi’sche  seismische  Skala  liess  sich 
nicht  ohne  Weiteres  zur  Feststellung  der  örtlichen  Schütterstärken 
des  Sudetischen  Bebens  auf  sächsischem  Boden  verwenden.  Gleiches 
gilt  nach  den  sehr  gefälligen  Mittheilungen  der  Herren  Frech 
und  WoLDRicii  auch  von  dom  schle.sischon  und  böhmischen 
Schüttergehiete.  Die  Schwierigkeit  einer  derartigen  und  über- 
haupt jeder  Abgrenzung  der  verschiedengradigen  Schütterzonen 
liegt  in  der  Natur  eines  Ereignisses,  bei  dessen  Vollzug  sich  die 
Energie  der  Bodenbewegung  vom  Epicentrum  aus  in  peripherischer 
Richtung  ganz  allmählich  abschwächt,  so  dass  theoretisch  jeder 
Radius  des  Schütterki-cises  eine  continuirliche  Reihe  von  ab- 
nehmenden Schütterstärken  aufweisen  müsste.  Thatsächlich  freilich 
erleidet  diese  Gleichmässigkeit  durch  örtliche  Einflüsse,  unter 
denen  die  Untergrundsverhältnisse  und  Bauweise  der  Häuser  eine 
Hauptrolle  spielen,  lokale  Störungen,  deshalb  gewährt  auch  nur 
ein  ziemlich  dichtes  Netz  von  Einzelbeobachtungen  die  Möglich- 
keit, den  für  einen  bestimmten  Bezirk  normalen  Stärkegrad  der 
ihn  durcheilenden  Oberflächcnwcllen  ausfindig  zu  machen.  Ob 
und  wie  viele  verschiedengradige  Schüttei'zonen  zur  Erzielung 
des  Gesammtbildes  eines  Bebens  von  einander  abzugliedem  sind, 
unterliegt  sonach  einerseits  der  Reichlichkeit  und  Zixverlässigkeit 


Digilized  by  Google 


Das  SACHS.  Schütteboebiet  d.  Sudetischen  Ehddebens  v.  10.  Ja.n.  1001.  87 

des  Beobachtungsmatcriales,  anderseits  der  kritischen,  also  immer- 
hin subjectiven  Abschätzung  von  Seiten  der  Beobachter,  deshalb 
wird  auch  die  kartographische  Uar.stellung  selbst  eines  und  des- 
selben Bebens  durch  zwei  von  einander  unabhängige  Forscher 
wohl  kaum  in  ihrer  Zonenabgrenzung  völlig  übereinstimmen. 

Das  epicentrale  Schüttergebiet  des  Sudetischen  Erdbebens  ge- 
hört nach  den  vorläufigen  kurzen  Mittheilungen  von  Micii.vel 
in  der  Zeitschrift  für  praktische  Geologie  1901  S.  74  und  nach 
den  auf  viel  reicherem  und  bereits  gesichtetem  Material  basirten 
Kartenskizzen  der  Herren  Fkecu  und  Wolluucii  ungefähr  der 
mittleren  Erstreckung  des  Sudetenzuges  an,  liegt  also  mindestens 
60  km  weit  ausserhalb  der  säch.sischen  Grenzen.  Beide  Forscher 
bezeichnen  übereinstimmend  die  Stärke  der  Erschütterung  inner- 
halb dieses  epicentralen  Areales  als  dem  7.  Grad  der  Rossi’schcn 
Skala  entsprechend. 

Auf  Grund  der  verschiedengradigen  Schütterwirkung  der  von 
dort  ausgehenden,  einen  grossen  Theil  des  Königreichs  Sachsen 
durchlaufenden  Oberflächenwellen  Hess  sich  eine  Gliedei"ung  des 
sächsischen  Erdbebengebietes  in  zwei  Zonen  bewerkstelligen,  die 
jedoch  in  der  Nähe  der  von  uns  construirten  beiderseitigen  Grenze 
mit  einander  verfliessen,  so  dass  sie  streckenweise,  z.  B.  in  der 
Südlausitz  an  einer  gewissen  Unsicherheit  leidet,  während  eine 
peripherische  Abgrenzung  der  äusseren  Zone  überhaupt  unmöglich 
ist.  Einige  ganz  isolirte,  z.  Th.  weit  in  das  sächsische  Flach- 
land vorgeschobene  Beobachtungspunkte  und  eine  Reihe  am  Schluss 
des  Aufsatzes  hervorzuhebender  Wahrnehmungen  deuten  vielmehr 
darauf  hin,  dass  sich  das  makroseismische  Gebiet  des  Sudetischen 
Bebens  noch  weiter  nach  N und  NW  fortsetzt,  als  der  farbige 
Aufdruck  auf  unserem  Uebersichtskärtchen  reicht,  wenn  auch 
dort  die  Schüttererscheinungen  so  geringgradig  waren,  dass  sie 
der  allgemeinen  Wahrnehmung  entgingen. 

Die  beiden  erstgenannten  Schütterzonen  characterisiren  sich  als: 

1.  Gebiet  hochgradiger  Sekiiitcrstürhen,  welche  dem  Stärke- 
grad 6 — 5 der  Rossi'schen  Skala  entsprechen  würden. 

2.  Gebiet  gei’ingercr  Schiitterstärken,  entsprechend  Grad  4 — 3 

Rossi’s. 

Ausserhalb  des  letzteren  war,  wie  gesagt,  noch  eine  Anzahl 
isolirtcr  peripherischer  Bcobachhingspnnktc  zu  verzeichnen. 

Die  Zeitbestimmungen  des  Vollzugs  des  Erdbebens  im 
sächsischen  Schüttergebiete  sind  sämmtlich  wenig  genau  und  be- 
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schränken  sich  meist  auf  die  Angabe  „etwa‘‘  oder  „kura  nach 
halb  vier“  oder  beruhen  auf  uncontrolirbaren  Ortszeiten.  Selbst 
die  sich  auf  mitteleuropäische  Zeit  beziehenden  telegraphischen 
Berichte  einer  Anzahl  von  Eisonbahnstationsvorständen  an  die 
König!.  Generaldirection  in  Dresden  schwanken  zwischen  h.  3.  30 
\md  h.  3.  38,  so  dass  auch  sie  zur  Construction  von  Homoseisten 
und  zur  Berechnung  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Erd- 
bebenwellen nicht  tauglich  sind. 

Dahingegen  herrscht  in  den  Angaben  über  die  liichltmr/  der 
letzteren  eine  auffällige  Uebereinstimmung.  Unter  den  33  uns 
vorliegenden  Mittheilungen  über  die  Bewegungsrichtung  der  den 
Beobachtungsort  durchlaufenden  Wellen  wird  dieselbe  von  nicht 
weniger  denn  28  als  eine  ost- westliche  bis  südost-nordwestliche 
angegeben  und  zwar  stützt  sich  unter  diesen  eine  beträchtliche 
Zahl  nicht  bloss  auf  eine  allgemeine  Schätzung  der  Himmels- 
gegenden, sondern  auf  ganz  bestimmte  Beobachtungen  und  auf 
am  anderen  Morgen  erfolgte  Kompass-Messungen,  welche  jene 
Wahrnehmungen  erhärten.  Diese  Einmüthigkeit  wirkt  auf  den 
Forscher,  welcher  Gelegenheit  gehabt  hat,  das  über  eine  grosse 
Zahl  von  anderen  Beben  gelieferte  Beobachtungstnaterial  zu  ver- 
arbeiten, geradezu  überraschend,  da  sich  sonst  die  Angaben  über 
die  Richtung  der  seismischen  Bewegung  derart,  zu  widersprechen 
pflegen,  dass  deren  Verwerthung  ausgeschlossen  ist.  In  dem 
jetzt  behandelten  Falle  vertheilen  sich  diese  annähernd  überein- 
stimmenden Beobachtungen  auf  das  gesammte  sächsische  Schütter- 
gebiet  und  entsprochen  ziemlich  genau  der  theoretisch  voraus- 
zusetzenden Fortpflanzungsi'iehtung  der  von  dem  im  OSO  gelegenen 
Epicentnim  ausgehenden  OberÜächenwellen. 

Ans  den  vorliegenden  Berichten  lässt  sich  eine  Gesetzmässig- 
keit in  der  seitlichen  Fol;/c  der  Erdcrschiitlernnr/  und  des  zu- 
gehörigen donnerartigen,  rasselnden,  dumpfdröhnenden  Geräusches 
nicht  erkennen.  Die  meisten  der  Berichterstatter  bezeichnen  das- 
selbe als  gleichzeitig  mit  dem  Stoss,  einige  als  ihm  vorausgehend 
und  noch  wenigere  als  ihm  folgend,  ohne  dass  sich  die.se  Meldungen 
nach  einer  bestimmten  Regel  gruppiren,  — werden  doch  sogar 
mehrfach  aus  ein  und  demselben  Orte  gegentheilige  Reihenfolgen 
angegeben.  Dagegen  stimmen  sämmtliche  Meldungen  aus  den 
an  der  äussersten  Peripherie  des  makroseismischen  Sehüttergebietes 
gelegenen  Ortschaften,  also  einei-scits  aus  Klix  und  Milkel  in  der 
nördlichen  Lausitz,  anderseit«  aus  Hohenfichte,  Chemnitz,  Cossen, 
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Rochlitzer  Berg  und  Leipzig  darin  überein,  dass  dort  nirgends 
ein  begleitendes  Gerilusch  wabrgenommen  worden  ist. 

Erwähnung  verdient  noch  die  sich  in  vielen  Berichten 
aus  allen  Theilen  des  sächsischen  Erschütterungsareales  wieder- 
holende Mittheilung,  dass  sich  der  in  jener  Erdbebennacht  heftig, 
ja  sturraartig  wehende  Wind  direct  vor  Eintritt  der  Erschütterung 
gelegt  und  dann  nach  kurzer  Ruhepause  wieder  eingesetzt  habe. 


I.  Das  sächsische  Gebiet  hochgradiger  Schütterstärken. 

(Vergl.  das  Kärtchen  auf  Tafel  I.) 

Das  sich  der  Peripherie  des  epicentralen  Areales  anschliessende 
hochgradige  Schüttergebiet  des  Erdbebens  vom  lo.  .Januar  bildet 
nach  den  bis  jetzt  an  die  Oeffentlichkeit  gelangten  Nachrichten, 
namentlich  aber  nach  den  bereits  mehrfach  erwähnten,  von  den 
Herren  Pkech  und  Woi.dkiuh  freundlichst  zur  Verfügung  ge- 
stellten Kartenskizzen  zu  schliessen,  eine  von  SO  nach  NW 
streichende  Zone,  welche  mit  ihrer  Längsaie  dem  gesammten 
Sudetenzuge  bis  zum  Iser-  und  Jjausitzer  Gebirge  folgt.  Hier 
überschreitet  sie  die  tief  ausgezackte  Grenze  Sachsens.  Auf  der 
Nordseite  der  letzteren  deckt  ihre  Fortsetzung  die  sächsische 
öüdlausitz,  in  Nordböhmen  hingegen  den  westlichen  Abschnitt 
des  Isergebirges , sowie  den  bei  weitem  grössten  Theil  des 
Lausitzer  Gebirges  und  dessen  südliches  Vorland.  Sie  umfasst 
hier  die  Berggegend  von  Friedland,  sowie  das  Gelände  mit  den 
Orten  Gablonz,  Reichenberg,  Kratzau,  Grottau,  Gabel,  Zwickau 
und  Rumburg  südlich  bis  Aicha  und  Niemes,  aus  denen  allen 
Meldungen  über  seismische  Erscheinungen  vom  Stärkegrad  5 — 6 
eingelaufen  sind.  In  dieses  böhmische  Schütterareal  schiebt 
sich  von  Norden  her  wie  ein  stumpfer  Keil  die  Südlausitz  ein. 
Sie,  deren  Centrum  die  Stadt  Zittau  bildet,  stellt  den  pleisto- 
seismisclicn  Bezirk  des  sächsisehen  Schüttergebietes  vor  und  ist 
somit  für  uns  der  Ausgangspunkt  iür  den  weiteren  Verfolg  des 
Erdbebens. 

Von  den  dortigen  Wirkungen  des  letzteren  lässt  sich  nach 
der  Gesammtheit  der  eingegangenen  Berichte  folgendes  Bild  ent- 
weifen:  In  der  Frühe  des  10.  Januar  und  zwar  wenige  Minuten 
nach  3 **  30 erschüttern  zwei  heftige  Erdbebenwellen  mit 
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nachfolgendem  Erzittern  und  begleitet  von  dumpfem  oder  rasseln- 
dem Donnerrollen  den  Grund  und  Boden.  Häuser  wanken  oder 
zittern,  Mauern  dröhnen  und  knistern,  Thüren  klappern  im  Schloss 
oder  springen  auf,  Kalk  zwischen  den  Dachziegeln  bröckelt  ab 
(Seifhennersdorf),  die  Betten  und  Möbel  schwanken  wellenförmig, 
Bilder  pendeln,  GesehiiT  und  Gläser  klirren  und  stossen  an  einander, 
Pendeluhren  bleiben  stehen  (Oybin,  Zittau,  Seifhennersdorf,  Rum- 
burg), leicht  bewegliche  Gegenstände  verschieben  sich  (Gross- 
Schönau,  Ober- Oderwitz)  oder  fallen  um  (Lückendorf,  Neuhörnitz, 
Wetzwalde).  Einzelne  Bilder,  Vogelbauer,  Schlüssel  und  der- 
gleichen fallen  von  der  Wand  (Leutersdorf,  Neuhörnitz),  auf- 
geschichtetes Holz  stürzt  zusammen  (Hainewalde),  aufgehäufte 
Kartoffeln  rollen  herab  (Rumburg).  In  Neu-Gcrsdorf  versagt  das 
Wasser  mehrerer  Pumpbrunnen  für  die  nächsten  Tage,  in  Wetz- 
walde östlich  Von  Zittau  bricht  im  Dorfbach  eine  Quelle  lehmigen 
Wassers  hervor.  Das  Erdbeben  weckt  zahlreiche  Schläfer,  in 
einigen  Dörfern  an  der  sächsisch-böhmischen  Grenze,  so  in  Oybin 
und  Lückendorf  die  Mehrzahl  der  Bewohner,  von  denen  einzelne 
— in  Oybin  viele  — erschreckt  auf  die  Strasse  stürzen.  Stuben- 
vögel fallen  von  den  Sitzstangen  und  flattern  wild  im  Käfig,  so 
dass  sie  sich  Federn  ausstossen. 

Die  Summe  dieser  Wirkungen  des  Erdbebens  würde  ungefähr 
dem  Stärkegrad  6 der  seismischen  Skala  Rossi's  entsprechen. 
Das  von  ihnen  innerhalb  der  sächsischen  Süd-Lausitz  betroffene 
Areal  hat  nur  eine  geringe  Ausdehnung  und  erstreckt  sich  von 
Reichenau,  Wetzwalde,  Kratzau  und  Grottau  aus  in  westlicher 
Richtung  über  die  Neisse  und  von  da  über  die  Orte  Lückendorf, 
Oybin,  Zittau,  Hörnitz,  Gross-Schönau,  Hainewalde,  Seifhennersdorf 
und  Neu-Gersdorf  bis  in  die  Nachbarschaft  von  Ober-Oderwitz, 
Eibau  und  Rumburg.  Im  Süden  schliesst  sich  dasselbe  auf  der 
Linie  Wetzwalde-Grottau-Lückendorf  an  das  gleichgradige  Schütter- 
gebiet Nordböhmens  an  und  reicht  im  Norden  nicht  weiter  wie 
in  die  Breite  von  Neu-Gersdorf  und  Ober-Oderwitz. 

Während  es  in  dieser  Richtung  ziemlich  rasch  mit  der  seis- 
mischen Zone  von  geringeren  Schütterstärken  verfliesst,  machen 
sich  nach  Westen  zu  ganz  andere  Verhältnisse  geltend,  die  augen- 
scheinlich mit  dem  geologischen  Aufbau  des  östlichen  Sachsens 
und  der  angrenzenden  böhmischen  Landstriche  in  ursächlichem 
Zusammenhang  stehen. 

Das  Lausitzer  Gebirge  und  sein  südliches  Vorland  setzen 
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.sieh,  abgesehen  von  dem  palaeozoischen  Schieferwallo  des  Jeschken 
zusammen  aus  dem  Granit  des  Lausitzer  Massivs  und  den  im 
Süden  an  ihm  abstossenden  Quader-  und  Pläner-Complexen  der 
oberen  Kreideformation.  Die  vertikale  bis  überhangendo  Grenz- 
fläche zwischen  beiden  wird  bekanntlich  von  der  grossen  Lausitzer 
Dislocation  gebildet,  welche  vom  Jeschken  aus,  freilich  nicht 
geradlinig,  sondern  mit  wiederholten  winkeligen  oder  bogigen 
Absätzen  in  westnordwestlicher  Richtung  bis  in  die  Nachbarschaft 
vou  Meissen  zu  verfolgen  ist  (vergl.  das  Kärtchen  Tafel  1).  Der- 
jenige Flügel  der  Kreideformation,  welcher  dem  sich  auf  dieser 
ganzen  Erstreckung  emporschiebenden  Lausitzer  Granit  und 
Meissner  Syenit  aufgelagert  war  und  auf  dessen  Rücken  all- 
mählich bis  zu  mehreren  hundert  Metern  über  das  südwestlich 
angrenzende  Quaderterrain  emporstieg,  verfiel  während  dieses  lang 
dauernden  Hebungsaktes  bis  auf  einige  geringfügige  Lappen  der 
Denudation.  Dem  gegenüber  blieb  der  dem  nordöstlichen  Erz- 
gebirge auf-  und  angelagerte  Südwestflügel  der  oberen  Kreide, 
wenn  auch  randlich  durch  Denudation  zerschlitzt  und  im  Innern 
durch  Erosion  tief  eingefurcht,  erhalten  und  bildet  jetzt  zwischen 
der  Lausitzer  Dislocationslinie,  die  ihn  im  Nordosten  abschneidet, 
und  seiner  ursprünglichen  erzgebirgischen  Ablagerungsgrenze  im 
Südwesten  einen  verhältnissmässig  schmalen  Streifen,  der  sich,  von 
der  Elbe  durchströmt,  von  der  böhmisch-sächsischen  Grenze  aus 
in  nordwestlicher  Richtung  und  in  etwa  6o  km  Länge  bis  nach 
Meissen  erstreckt. 

Dieser  Streifen  von  cretaceischem  Quader  und  Pläner  ist  es, 
in  welchem  sich  die  seismischen  Oberflächenwellen  von  der  Süd- 
Lausitz  und  dem  anliegenden  Nordböhmen  aus,  ununterbrochen 
innerhalb  des  nämlichen,  fast  schwebenden  Schichtcncomplexes 
und  augenscheinlich  geleitet  durch  die  Lausitzer  Dislocation,  nach 
seiner  ganzen  Länge  in  wenig  verminderter  Kraft  fortpflanzten. 
In  ihm  äusserten  sie  sich  deshalb  durch  viel  intensivere  Wirkungen, 
als  in  dem  beiderseits  angrenzenden  von  ihm  durch  tektonische 
Discontiuuitäten  getrennten  lausitzer  und  erzgebirgischen  Areale 
und  erreichten  selbst  noch  im  äussersten  Nordwesten  dieses  Striches, 
nämlich  bis  über  Dresden  hinaus  eine  Schütterstärke,  die  der- 
jenigen des  pleistoseismischen  südlausitzer  Gebiets  nahe  kommt. 
Aus  diesem  Grande  gelangte  auch  die  Richtung  der  diese  ein- 
heitliche, geologisch  individualisirte  Zone  ungebrochen  durch- 
ziehenden Erdbebenwellen  zum  reinsten  Ausdruck  und  wird  inner- 


Digilized  by  Google 


92 


Hermann  Credner: 


halb  des  ganzen  Streifens  durchweg  und  übereinstimmend  als  eine 
von  Ost  nach  West  oder  von  Südost  nach  Nordwest,  also  in  der 
Längsrichtung  des  Streifens  verlaufende  empfunden. 

Entsprechend  dem  verhältnissmässig  hohen  Grade  der  Schütter- 
stärke innerhalb  dieses  Landstriches  und  der  durch  sie  bewirkten 
Aufschreckung  seiner  Bewohner  ist  die  Anzahl  der  Beohachtungs- 
orte  gerade  innerhalb  dieses  Landstriches  eine  sehr  grosse,  so 
dass  sie  sich  ziemlich  eng,  zwischen  Pirna  und  Dresden  sogar 
dicht  aneinander  reihen.  Hierbei  beschränken  sie  sich  aber  nicht 
etwa  nur  auf  das  Elbthal,  sondern  vertheilen  sich  auch  auf  die 
dasselbe  begleitenden  Hochflächen  (Hohnstein,  Weisser  Hirsch, 
Gross-Cotta,  Reinhardtsdorf),  ja  auf  die  höchsten  Emporragungen 
des  angrenzenden  Quadersandsteingebirges  (Grosser  Winterberg, 
Pfaffenstein,  Lilienstein). 

Im  Ganzen  sind  aus  folgenden  Städten  und  Ortschaften  des 
elbthalgebirgischen  Streifens  hochgradiger  Erschütterung  zum  Theil 
zahlreiche  und  sehr  ausführliche  Berichte  oder  wenigstens  kurze 
Meldungen  über  letztere  eingegangen: 

Hechts  der  JSlbe  von  Südosten  nach  Nonlwesten:  Herrns- 
kretschen,  Schmilka,  Grosser  Winterherg,  Schandau,  Wendisch- 
fähre, Lilienstein,  Hohnstein,  Posta,  Copitz,  Lohmen,  Pillnitz, 
Hosterwitz,  Laubegast,  Niederpoyritz,  Wachwitz,  Losch witz,  Weisser 
Hirsch,  Dresden-Neustadt,  Pieschen,  Radebeul,  Lössnitz. 

lAnhs  der  Elbe  von  Nordwesten  nach  Südosten:  Priessnitz, 
Löbtau,  Plauen,  Potschappel,  Dresden-Altstadt,  Strehlen,  Striessen, 
Blasewitz,  Gruna,  Klein-Zschachwitz,  Pirna,  Zehista,  Gross-Cotta, 
Leupoldishain,  Königstein,  Pfafllenstein,  Klein-Hennersdorf,  Rein- 
hardtsdorf, Schöna. 

Zur  Charactcristik  der  verhältnissmässig  hochgradigen  Erd- 
bebenerscheinungen dieses  Schütterstreifens  möge  die  beispielsweise 
Wiedergabe  der  Berichte  aus  einigen  der  oben  aufgezählten  Orte 
und  Ortsgruppen  dienen: 

Schmilka-Herrnsh'ctsclmi-Schma.  Ein  heftiges,  mit  donner- 
artigem Rasseln  verbundenes,  von  Südost  nach  Nordwest  ver- 
laufendes Beben  setzt  Meubel  und  Betten  in  wellenförmig 
schaukelnde  Bewegung,  die  fast  4 Secunden  anhält;  im  Erd- 
geschoss eines  Hauses  springen  sämmtliche  Thüren  auf,  offne 
Thüren  schwingen,  die  Fenster  klirren,  Bilder  und  Hängelampen 
pendeln,  leichte  Gegenstände  fallen  um  oder  herab,  Schläfer  er- 
wachen, Hausthiere  werden  unruhig,  ein  paar  Füchse  springen 
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in  ihrem  Käfig  wie  toll  herum,  Vögel  fallen  von  ihren  Sitz- 
stangen. 

In  Uohnstein  macht  sich  die  Erschütterung  in  so  hohem 
Grade  bemcrklich,  dass  die  in  der  Krankenstation  der  Strafanstalt 
untergebrachten  Gefangenen  das  Umstürzen  ihrer  Betten  befürchten 
und  nur  mit  Mühe  beruhigt  werden  können. 

In  Pirna  setzen  die  heftigen  Schwankungen  des  Bodens 
die  Betten  derartig  in  auf-  und  niedergehende  Bewegung,  dass 
Schlafende  wach  gerüttelt  werden  und  manche  entsetzt  aus  den 
Betten  springen;  Oefen  und  schwere  Meubel  schaukeln,  Fenster 
und  Geschirr  klirren. 

Im  Keppgrund  bei  Pillnitz  löst  sich  ein  kleiner  Anbau  aus 
der  Verbindung  mit  dem  Haus,  eine  bereits  gelockerte  Terrassen- 
mauer stürzt  ein,  die  zum  Biunnen  gefasste  Quelle  versiecht  fast 
vollständig  und  gewinnt  erst  nach  einigen  Tagen  ihre  alte  Wasser- 
menge wieder. 

Aus  Dresden  nebst  seinen  Vor-  und  Nachbarorten  liegt  eine 
Fülle  von  z.  Th.  sehr  ausführlichen  Berichten  vor.  Die  in  ihnen 
zerstreuten  Einzelbeobachtungen  lassen  sich  zum  folgenden  Bild 
der  dortigen  Erdbebenerscheinungen  verschmelzen:  Zwei  heftige 

stossförmige  Erschütterungen  gefolgt  von  fibrirendem  Erzittern 
und  begleitet  von  donnerartigem  Brausen  und  Dröhnen  erschrecken 
Wachende  und  wecken  einzelne  Schlafende.  Die  Zahl  der  Be- 
obachter ist  namentlich  in  den  Voretädten  eine  verhältnissmässig 
grosse,  von  diesen  wiederum  sind  ziemlich  viele  durch  das  Beben 
zum  Erwachen  gebracht  worden.  Auch  im  Uebrigen  entsprechen 
die  seismischen  Wirkungen  den  bereits  beschriebenen:  Wände 
knistern,  Fussboden,  Balken  und  Fensterrahmen  knacken,  Thüren, 
Fenster  und  Oefen  schüttem  heftig,  offne  Thüren  schlagen  zu 
und  auf,  die  Betten,  die  in  der  Richtung  des  Stosses  stehen, 
werden  wie  durch  eine  Woge  erst  mit  dem  einen,  dann  mit  dem 
andern  Ende  gehoben  und  gesenkt,  in  solchen,  die  quer  zum  Stoss 
stehen,  werden  die  Erwachenden  ruckweise  hin-  und  hergerüttelt, 
schwere  Meubel  schwanken  und  krachen,  Geschirr  klirrt  und 
klappert,  Bilder  pendeln  oder  werden  in  schiefe  Richtung  gebracht, 
Obst  und  Nippessachen  fallen  von  den  Wandbrettern,  bei  manchen 
Personen  stellt  sich  ein  Angstzustand,  Uebelsein  oder  das  Gefühl 
beginnender  Seekrankheit  ein,  Hausthiere  und  Stubenvögel  werden 
von  Schreck  ergriffen.  Auch  über  ganz  vereinzelte  Fälle  von 
Rissbildungen  in  Wänden  und  an  Decken  wird  berichtet,  so  aus 
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dem  Eisenbahnbeamtenliaus  (laut  telegrapbisclier  Meldung  des  Vor- 
standes des  Bahnhofs  Wettiner  Strasse  an  die  K.  Generaldirection 
der  sächsischen  Eisenbahnen),  ferner  aus  dem  Hans  Kleine  Pack- 
hofstrasse 6 in  Dresden  sowie  Sedlitzer  Strasse  1 1 . Auch  Ah- 
hlättem  des  Kalkanstriches  von  Zimmerdecken  wird  gemeldet 
(Villa  Albrechtsberg).  Höchst  interessant  ist  die  an  dem  243  m 
tiefen  artesischen  Brunnen  auf  dem  Alhertplatz  zu  Dresden-Neu- 
stadt gemachte  Beobachtung,  wonach  dessen  früher  klarer  Strahl 
in  der  Frühe  des  10.  Januar  eine  lehmbraune  Färbung  zeigte, 
die  erst  gegen  Mittag  wieder  einer  farblosen  BeschafiFenheit  des 
Wassers  Platz  machte  (Herr  Oberlehrer  Hallig.). 

In  fast  der  nämlichen  Schütterstärke  wie  das  Dresdner  Ge- 
biet der  jungdiluvialen  und  alluvialen  Eibaue  scheint  das  Beben 
die  Ortschaft  IlTis.scr  Hirsch,  auf  dem  die  letztere  um  120 — 130  m 
überhöhenden  Steilrande  des  Granitplateaus  betroffen  zu  haben. 

Die  äusserste  Nordwestgrenze  der  Hochgradigkeit  innerhalb 
des  elbthalgebirgischen  Schütterstreifens  dürfte  in  der  Gegend 
von  Coswig,  also  etwa  1 2 km  nordwestlich  von  Dresden  zu 
suchen  sein.  Jedenfalls  äusserte  sich  das  Beben  in  Nieder-Lössnifz 
noch  ebenso  intensiv  wie  in  Dresden  und  auch  Bewohner  von 
Cosirig  fühlten  sich  mit  ihi-en  Betten  kräftig  gehoben  und 
gesenkt. 

Misst  man  die  Schüttererseheinungen  der  Dresdner  Gegend 
an  denen  des  Lausitzer  Gebirges  und  dessen  beiderseitigen  Vor- 
landes ab,  so  verweisen  die  letzteren  auf  einen  um  etwas  höheren 
Grad  seismischer  Bewegung  als  die  ersteren.  In  dem  elbthal- 
gebirgischen Schütterstreifen  genügte  dieselbe  nicht  mehr,  um 
Pendeluhren  zum  Stehen,  Bilder  und  dergleichen  zum  Sturze  und 
viele  Schläfer  zum  Erwachen  zu  bringen  oder  Bewohner,  wenn 
auch  nur  vereinzelter  Ortschaften,  in  ihrem  Schrecken  auf  die 
Stra.sse  zu  treiben,  wie  solches  in  der  Lausitz  lokal  der  Fall  war. 
Jedenfalls  aber  markirt  sich  der  Unterschied  in  der  beiderseitigen 
Schütterstärke  weder  räumlich  noch  dynamisch  scharf  genug,  um 
nach  ihm  eine  Abgrenzung  beider  Areale  zu  ermöglichen.  Auf 
unserer  Uebersichtskarte  sind  sie  deshalb  als  „Gebiet  hochgradiger 
SchiitterstärJeen'^  welche  ungefähr  dem  6.  und  5.  Grad  der  Rossi'- 
schen  Skala  entsprechen,  zu  einheitlicher  Darstellung  gelangt. 
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II.  Das  sächsische  Gebiet  geringerer  Schütterstärken. 

(Vergl.  das  Kärtchen  auf  Tafel  I.) 

Dieselbe  Unsicherheit  erwächst  bei  dem  ersuche  einer  Ab- 
grenzung dieses  Gebietes  von  der  Zone  nticlisl  geringerer  Sehütter- 
stäi'ken,  da  sich  in  derselben  naturgeinäss  die  Mehrzahl  der  nämlichen 
seismischen  Wirkungen  geltend  gemacht  hat,  wie  in  der  Haupt- 
schütterzone , nur  dass  sie  nicht  mehr  die  gleiche  Intensität  er- 
langten. So  reicht  jetzt  der  Grad  der  Erschütterung  bis  auf 
wenige  Ausnahmen  nicht  mehr  aus,  um  Schlafende  zu  wecken 
oder  leichte  Gegenstände  zum  Fall  zu  bringen.  Auch  die  Zahl 
der  Beobachter  in  den  betroffenen  Ortschaften  vermindert  sich, 
bis  sie  sich  auf  wenige  einzelne  Fälle  reducirt.  Dahingegen  ist 
das  Bohen  noch  lebhaft  genug,  um  in  zahlreichen  und  strecken- 
weise sich  ziemlich  eng  aneinander  schaarenden  Ortschaften,  wenn 
auch,  wie  gesagt,  von  meist  nur  Wenigen,  als  zwei  rasch  auf 
einander  folgende  Wellenbewegungen  mit  nachfolgendem  Zittern 
bemerkt  zu  werden,  jedoch  werden  die  Angaben  über  deren  Ver- 
laufsrichtung unsicher  und  widersprechen  sich  öfters.  In  Folge 
dieser  geringeren  Schärfe  der  seismischen  Erscheinungen  sowie 
von  mancherlei  Einflüssen  äusserer  Bedingimgen,  z.  B.  des  Baues, 
des  Untergrundes,  der  Lage  der  Häuser  sowie  der  grösseren 
oder  geringeren  Emptindsamkeit  der  Beobachter  leiden  die  An- 
gaben über  das  Maass  der  Schüttcrerscheinungen  an  einer  auf- 
fallenden Ungleichmässigkcit,  nach  welcher  selbst  benachbarten 
Beobachtungspunkten  ganz  verschiedene  Schütterstärken  zuzutheilen 
wären.  Als  maassgebend  für  den  Verlauf  und  die  periphere  Er- 
streckung dieser  Zone  müssen  deshalb  die  in  ihr  wahrgenommenen 
höchstgradigen  seismischen  Wirkungen  gelten,  weil  in  diesen  die 
Höhe  des  Schüttergrades  zum  Ausdruck  gelangt. 

Ueber  diese  ergeben  die  in  grosser  Zahl  vorliegenden  Be- 
richte das  folgende  Bild:  Betten  gerathen  in  wellenfönnig 

schaukelnde  und  zitternde  Bewegung,  Wände  wanken  und  knistern, 
offne  Thüren  bewegen  sich  in  den  Angeln,  Oefen  und  Fenster 
klappern,  Porzellan  und  Glasgeschin-  sowie  Lampen  klirren,  die 
Pendel  von  Wanduhren  schlagen  unregelmässig  aus,  die  Gewichte 
anderer  schlagen  an  ihren  Hintergrund  an,  leichte  Bilder  schwanken 
hin  und  her,  donnerartiges  dröhnendes  Geräusch  macht  sich  hör- 
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bar.  Die  Zahl  der  Beobachter  innerhalb  der  betroffenen  Orte 
ist  nur  eine  geringe,  von  diesen  sind  nur  wenige  durch  das  Beben 
aus  dem  Schlafe  geweckt  worden.  In  einem  Dorfe  (Wurschen 
bei  Pommritz)  wird  dasselbe  durch  den  Nachtwächter  im  Freien 
wahrgenommen.  Thiere  werden  von  Angst  und  Unruhe  befallen. 
Die  Gesammtheit  dieser  Erscheinungen  entspricht  dem  Stärke- 
grad 4 der  Rossi’schen  Skala. 

Ihre  breiteste  Entfaltung  hat  diese  Zone  geringerer  Schütter- 
stärken im  Norden  der  Hauptzone,  nämlich  in  dem  Lausitzer 
Hügellande,  mit  welchem  sie  sich  fast  vollständig  deckt,  indem 
sie  sich  von  der  Neisse  aus  in  einer  Breite  von  25 — 30  km  west- 
lich bis  jenseits  Pulsnitz  hinzieht.  Ihr  gehören  die  Städte  Ostritz, 
Görlitz,  Herrnhut,  Bemstadt,  Ebersbach,  Neusalza,  Löbau, 
Schluckenau,  Schirgiswalde,  Bautzen,  Neustadt,  Stolpen,  Bischofs- 
werda, Radoberg  und  Pulsnitz  nebst  den  zwischen  ihnen  zerstreuten 
Ortschaften  an.  Von  der  westlichen  Lausitz  aus  erstreckt  sic 
sich  nördlich  von  Dresden  vorbei  nach  Westen  bis  zur  Elbe,  die 
sie  in  der  Gegend  von  Coswig  und  Meissen  erreicht.  Hier  äussert 
sich  das  Beben  noch  so  kräftig,  dass  einige  wenige  Bewohner  von 
Meissen  und  dem  benachbarten  Ober-Spaar  durch  die  schaukelnde 
Bewegung  ihrer  Betten  und  durch  das  Klirren  des  Geschirrs  aus 
dem  Schlafe  geweckt  werden. 

Innerhalb  dieses  seismischen  Hofes  vollzieht  sieh  eine  un- 
verkennbare Abnahme  der  seismischen  Energie  in  peripherischer 
Richtung,  so  dass  die  Schütterwirkungen  in  dessen  südlichem, 
der  Hauptschtttterzone  nächst  gelegenem  Streifen  einen  höheren 
Grad  eiTeiehen  yne  in  seinem  äussersten  Norden.  So  könnte 
man  versucht  sein,  einzelne  Ortschaften  des  südlichen  Striches 
noch  dem  Hauptschüttergebiet  zuzutheilen,  während  sich  im  Norden, 
z.  B.  in  Bautzen  die  Wirkungen  des  Bebens  nur  noch  in  so  ge- 
ringer Intensität  äusseni,  dass  sie  bloss  von  ganz  w-enigen  der 
2 2 000  Bew'ohner  gespürt  werden.  Freilich  machen  sich  die 
Schüttererscheinrmgen  in  mehreren  östlich  von  dieser  Stadt  liegen- 
den Oiischaften,  z.  B.  in  Wurschen  bei  Pommritz  und  in  Nechem 
und  Gröditz  wiedenrm  in  etwas  höherem  Grade  bemerklich. 

Im  Norden  dieser  Lausitzer  Zone  bereits  geringerer  Schütter- 
stärken klingen  die  makroseismischen  Schwingungen  des  Bodens 
langsam  airs.  An  Stelle  der  ziemlich  dichten  Schaarung  der  Be- 
obachtungspirnktc  treten  nur  noch  einige  wenige  nach  Norden 
vorgeschobene  Ortschaften,  so  Klix  und  Milkel  an  der  Spree,  von 
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wo  ganz  schwache  Schaukelbewegungen  gemeldet  werden,  welche 
schlaflos  ün  Bette  Liegende  verspüi-t  haben.  Da.ss  sich  dieselben 
noch  weiter  hinaus  in  das  nördlich  angrenzende  Flachland  der 
Provinz  Schlesien  erstreckt  haben,  beweisen  die  Berichte  aus 
Priebus  an  der  Neisse  und  aus  Sagan,  welche  Herrn  Prof. 
Dr.  Frech  zugegangen  sind. 

Etwas  anders  wie  im  Norden  liegen  die  Verhältnisse  ent- 
lang der  Sikheestgrenze  der  elbthalgebirgischen  Hauptschütterzone. 
Auch  hier  müsste  man  zunächst  einen  dieser  letzteren  parallel 
verlaufenden  Streifen  erwarten  | in  welchem  die  Intensität  der 
Schütterwirkungen  derjenigen  des  Lausitzer  Hügellandes  gleich- 
käme. Thatsächlich  aber  bestätigt  sich  diese  Erwartung  nicht, 
vielmehr  liegen  aus  dem  ganzen  unmittelbar  anstossenden  Land- 
striche, welcher  sich  aus  der  Gegend  von  Meissen-Nossen  bis  zum 
böhmischen  Absturz  des  Erzgebirges  nach  Südosten  erstreckt,  fast 
ausnahmslos  Beobachtungen  vor,  welche  auf  meist  nur  so  schwache 
seismische  Aeusserungen  hinweisen,  dass  diese  ohne  die  peinlichen 
Umfragen  der  dortigen  Herren  Referenten  der  Berichterstattung 
vollständig  entgangen  wären.  Eine  Folge  dieser  Geringgradigkeit 
der  Schütterstärken  ist  cs,  dass  die  Beobachtungsorte  nicht  wie 
im  Lausitzer  Hügellande  ein  verhältnissmUssig  engmaschiges  Netz 
bilden,  sondern  isolirte,  weitläufig  zerstreute  Punkte  vorstellen. 
Hätte  jedoch  den  zwischenliegenden  Ortschaften  die  gleiche  nach- 
forschende Mühwaltung  zugewendet  werden  können,  so  würden 
sich  zweifelsohne  auch  in  ihnen  einzelne  Personen  haben  aus- 
findig machen  lassen,  denen  unter  besonders  günstigen  Verhält- 
nissen jene  schwache  Erschütterung  zur  Wahrnehmung  gelangt 
ist.  Nur  der  nordöstliche  Abschnitt  dieser  ganzen  seismischen 
Zone,  nämlich  Döbeln  und  seine  Umgegend  ist  es,  in  welchem  sich 
im  westlichen  Anschluss  an  die  Meissner  Fortsetzung  des  Lausitzer 
Schüttergebietes  intensivere  Erdbebenerscheinungen  kundgeben.  In 
der  Stadt  Döbeln  selbst  erreichen  dieselben  eine  auffallende  Stärke. 
Ist  auch  die  Zahl  der  Beobachter  eine  nicht  grosse,  so  sind  diese 
doch  sämmtlich  durch  das  Schwanken  der  Betten  und  Schränke 
aus  dem  Schlafe  geweckt  worden  und  vernahmen  das  Rütteln 
von  Thüren  oder  das  Klirren  des  Geschirrs  und  ein  donnerartiges 
Geräusch.  In  einer  Wohnung  fiel  die  bereits  lockere  Simsleiste 
eines  Regulators  herab  und  vom  Rande  eines  nicht  ganz  fest 
stehenden  Nachttisches  wurde  der  Wecker  und  ein  Wasserglas  in 
ostsüdöstlieher  Richtung  herabgeschleudert.  Ferner  hat  der  Nacht- 
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Wächter  einer  dortigen  Fabrik  die  Erderschütterung  im  Freien  so 
stark  verspürt,  dass  er  selbst  ins  Wanken  geriete,  während  er 
zugleich  das  Klirren  der  Fenster  des  Fabrikgebäudes  und  einen 
aus  der  Feme  kommenden,  hohlen,  dumpfen  Donner  wahrnahm. 
Im  Schulhause  des  etwa  2 km  südlich  von  Döbeln  gelegenen 
Dorfes  ühtrshach  wurden  ebenfalls  mehrere  Bewohner  durch  das 
Beben  geweckt,  welches  sich  auch  in  Technitz,  4 km  westlich 
von  Döbeln  durch  Schwanken  und  Rütteln  von  Betten  und 
Meubeln  sowie  durch  Knistern  der  Wände  äusserte.  In  dem  etwa 
9 km  weiter  nördlich  gelegenen  Ober -Wutzschwitz  hingegen  machte 
sich  dasselbe  bereits  in  viel  geringerem  Grade  und  zwar  durch 
das  Aneinanderklirren  leichter  Gegenstände  und  durch  die  Unruhe 
der  Pferde  bemerklich. 

Im  Vergleiche  mit  und  im  Gegensätze  zur  Döbelner  Gegend 
hat,  wie  bereits  oben  bemerkt,  das  sich  von  ihr  aus  über  das 
östliche  Erzgebirge  bis  zu  dessen  Kamm  aiisdehnencje  Gelände 
nm"  eine  geringfügige  Erschüttemng  erlitten,  die  nur  aus  wenigen 
Orten  gemeldet  und  in  diesen  von  nur  ganz  vereinzelten  Personen 
verspürt  wurde.  Dies  gilt  selbst  von  der  dem  Elbtealgebirge 
nächst  gelegenen  Stadt  Gottleuba,  wo  eine  schaukelnde  Bewegung 
der  Betten  und  Meubel  nebst  dumpf  dröhnendem  Donner  bemerkt 
wurde  und  ähnlich  von  den  benachbarten  Orten  Gross-Bölirsdorf 
bei  Burkhardtswalde,  ScMottwitz  und  Oehengrund,  ebenso  aber  auch 
von  dem  weiter  peripherisch  gelegenen  Attenberg,  sowie  von 
Böhmisch -Zimiieahl , woselb.st  im  Pfarrhause  eine  schwach  stoss- 
förmig  rüttelnde  Erschütterung  beobachtet  wurde.  In  Freiberg 
hingegen  war  eine  solche  kaum  mehr  wahrnehmbar  und  wTirde 
deshalb  auch  nur  von  ganz  wenigen  Personen  gespürt  oder  ge- 
meldet. 

Aehnlich  liegen  die  Verhältnisse  am  böhmischen  Fusse  des 
erzgebirgischen  Absturzes.  Während  Tetschen  und  Bodenbach 
noch  der  südlichen  Kandzone  des  Gebiets  hochgradiger  Schütter- 
erscheinungen angehören,  haben  sich  die  letzteren  in  den  nur 
6 — 8 km  weiter  auswärts  gelegenen  Orten  Eulau,  Bongstock  und 
Tichloieitz  schon  ausserordentlich  schwach  geäussert,  sieh  aber 
nach  Westen  zu  bis  nach  Teplitz-Sehönau  hemerklich  gemacht, 
wo  in  dem  isolirt  stehenden  Hause  „Im  weissen  Hirschen“  ein 
Schlafender  durch  eine  heftige  Schaukelbewegung  des  Bettes  ge- 
weckt und  heftiges  Thürenrütteln  und  Donnerrollen  gehört  wurde. 
Da  die  Nachfragen  des  Heim  Dr.  med.  Fischl  in  der  Gegend 
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von  Dux,  des  Herrn  Prof.  Dr.  KörPNEU  in  der  Umgegend  von 
Komotau  und  des  Herrn  Stadtgeologen  Knett  in  dem  Saaz-Karls- 
bador  Gelände  nach  freundlicher  Mittheilung  dieser  HeiTen  nur 
negative  Resultate  erzielten,  so  dürfte  die  Westgrenze  des  nord- 
bOhmischen  Schüttergebietes  in  der  westlichen  Nachbarschaft  von 
Teplitz  zu  suchen  sein,  was  in  üebereinstimmung  mit  dem  Ver- 
lauf der  erzgebirgischen  Schütterzone  stehen  würde. 

In  hohem  Grade  aber  muss  es  überraschen,  dass  in  Sachsen 
westlich  der  das  östliche  Erzgebirge  durchquerenden,  sehr  gering- 
gradigen Schütterzone  und  zwar  sowohl  in  dem  Areal  der  nörd- 
lichen Abdachung  des  Erzgebirges,  wie  in  dem  sich  an  diese 
anschliessenden  Hügel-  und  Flachlande  mehrorts  seismische  Er- 
scheinungen beobachtet  worden  sind,  deren  Schüttergrad  den- 
jenigen der  nach  obigen  Mittheilungen  zu  vermuthenden  peri- 
phei-ischen  Grenzzone  zum  Theil  bedeutend  übertriflFt. 

Der  südlichste  dieser  Punkte  ist  Hohenfichte , im  Thal  der 
Flöha.  Hier  Wurde  das  Beben  zwar  nur  von  zwei  Personen  wahr- 
genommen, die  aber  beide  durch  heftiges  Rütteln  der  Betten, 
Thüren  und  Fenster  aus  dem  Schlaf  geschreckt  wurden. 

Aus  ChemnUe  hingegen  ging  trotz  des  durch  die  dortigen 
Zeitungen  zu  allgemeiner  Kunde  gebrachten  Aufrufs  nur  eine 
einzige  Meldung  ein,  nach  welcher  der  Berichterstatter  etwa 
Yj  4 Uhr  plötzlich  erwacht  ist  und  seine  Stubenvügel  äussei-st 
aufgeregt  und  ängstlich  in  ihren  Käfigen  herumflattem  hörte. 

In  Ober-LicMenati,  etwa  7 km  nördlich  von  Chemnitz,  wurde 
von  einem  wach  Liegenden  ein  ziemlich  heftiges  wellenförmiges 
Sichheben  und  -senken  erst  des  südlichen,  dann  des  nördlichen 
Bettendes,  aber  ebenfalls  kein  Geräusch  wahrgenommen. 

In  dem  etwa  15  km  weiter  nach  Nordwesten  und  zwar 
80  m über  dem  Spiegel  der  nahen  Zwickauer  Mulde  auf  dem 
GranuBtplateau  gelegenen  Bahnhof  Cossen  verspürten  mehrere 
noch  wach  liegende  Beamte  einen  starken  und  zwei  unmittelbar 
darauf  folgende  schwächere  wellenförmige  Stösse;  die  Betten, 
Thüren  und  Fenster  wurden  so  heftig  gerüttelt,  dass  eine  Person 
erwachte;  eine  Pendeluhr  bleibt  stehen,  eine  Säule  von  30  auf 
einander  geschichteten  Thalerstücken  fällt  zusammen. 

Auch  auf  dem  Jtoehlitzer  Bovjr,,  welcher  die  Sohle  des  Mulden- 
thaies um  185  m überhöht,  wird  die  wellenförmig  schwankende 
Bewegung  von  den  Bewohnern  des  dortigen  Borgrestaurants  be- 
merkt, während  von  den  wachhabenden  Beamten  der  im  Muldon- 
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thal  selbst  liegenden  Bahnhöfe  Lunzenau,  Wechselburg  und  Roch- 
litz  nicht  die  geringste  Erschüttening  verspürt  wurde. 

Im  Nordosten  reihen  sich  die  ebenfalls  ziemlich  intensiv  er- 
schütterten Gegenden  zunächst  von  Döbeln,  dann  von  Meissen  an. 

So  wird  denn  nach  Zusammenfassung  des  vorher  Gesagten 
die  durch  eine  grosse  Anzahl  mehr  oder  weniger  dicht  gelegener 
Beobachtungsorte  gekennzeichnete  Äussenzone  des  sächsischen 
Schttttergebietes  mit  seismischen  Stärken  vom  Grad  4 — 3 peri- 
pherisch, wie  folgt,  begrenzt:  Ira  Norden  durch  eine  Linie,  die 

sich  nördlich  von  Görlitz,  Bautzen  und  Ihilsnitz  bis  in  die  Gegend 
von  Meissen  nach  Westen  zieht,  sich  dann  in  kurzem  Bogen  im 
Nordwesten  von  Döbeln  über  den  Rochlitzer  Berg  und  Cossen 
nach  Südosten  umbiegt  und  sich  in  dieser  Richtung  über  Chemnitz 
nach  Teplitz  wendet. 

Die  Längsaxe  dieses  äusseren  Schütterstreifens , ebenso  wie 
diejenige  der  inneren  hochgradigen  Schütterzone  verläuft,  von 
OSO  nach  WNW.  Verlängert  man  dieselbe  in  dieser  Richtung, 
so  trifft  sie  auf  den  am  weitesten  nach  Westen  vorgeschobenen 
Ort,  an  welchem  das  Beben  vom  10.  Januar  innerhalb  des  König- 
reichs Sachsen  zur  Beobachtung  gelangte,  die  Stadt  Leipzig. 
Freilich  liefen  aus  dieser  trotz  der  von  den  dortigen  Zeitungen 
gebrachten  Bitte  um  Erdbebennachrichten  nur  zwei  MittheUurj-nren 
über  gemachte  Beobachtungen  ein,  doch  weisen  diese  noch  auf 
eine  drei-  bis  viergradige  Stärke  der  Erschütterung  hin.  So 
werden  in  Leipzig  selbst  und  ebenso  in  dem  Vororte  Gohlis  die 
Bcrichterstatterinnen  durch  das  ziemlich  heftige  Schaukeln  ihrer 
Betten  unsanft  erweckt  und  bemerken  an  den  Bewegungen  des 
Ofens  und  anderer  Gegenstände,  wie  sich  mehrere  direct  darauf 
folgende  Schwankungen  durch  das  Zimmer  fortpflanzen. 

Die  Thatsachc,  dass  die  nordwestliche  Verlängerung  der 
Axe  des  elbthalgebirgischen  Hauptschüttergebiets  nebst  der  sie 
umrahmenden  Zone  nächst  geringerer  Schütterstärken  über  die 
Gegend  ton  Döbeln  auf  diejenige  von  Leipzig  gerichtet  ist;  ferner 
der  Umstand,  dass  selbst  noch  in  dieser  Stadt  die  Schütter- 
erscheinungen mindestens  dem  Stärkegrade  3 entsprochen  haben: 
Hessen  vermuthen,  dass  sich  die  makroseismische  Wirkung  der  sich 
über  Dresden  und  Döbeln  in  westlicher  oder  nordwestlicher 
Richtung  fortpflanzenden  Erdbebenwellen  auch  über  Leipzig  hinaus, 
noch  weiter  nach  Nordwesten  fühlbar  gemacht  hätten.  Durch 
sie  müsste  dann  zunächst  die  Gegend  von  Halle,  Eisleben  und 
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Mansfeld,  dann  der  Dessau -Magdeburger  Landstrich  betroffen 
worden  sein.  Meine  Nachfragen  in  Halle,  sowie  die  von  der 
Obcr-Bergdirection  der  Mansfelder  kupferschieferbauendon  Gewerk- 
schaft und  der  Direction  der  RiEiiECK’schen  Montanwerke  auf 
ihren  Gruben  und  Anlagen  angestollten  Ermittlungen,  blieben 
resultatlos.  Um  so  überraschender  war  es  deshalb,  dass  auf  den 
von  Herrn  Dr.  Woi.tkustohki-'  auf  meine  Bitte  in  der  Magde- 
burger Zeitung  erlassenen  Aufruf  zwei  Berichte  eingingen,  welche 
cs  ausser  jeden  Zweifel  setzen,  dass  sich  das  Beben  auch  noch 
in  der  Stadt  Magdehioy  in  aller  Deutlichkeit  abgespielt  hat. 
Frau  Major  SrimAMM,  noch  wach  im  Bette  liegend,  fühlte  etwa 
*44  Uhr  morgens  ein  leises  stossendes  Schwanken  ihres  Bettes, 
sah  die  Ampel  schwach  hin-  und  hcrpcndeln,  eine  Bewegung,  die 
sich  in  dem  Schatten  an  der  Wand  wesentlich  vergrösserte  und 
verdeutlichte.  Ebenso  berichtet  HeiT  Oberinspector  Wolf  über 
das  sich  ablösende  Sichheben  und  -senken  der  Enden  seines  Bettes 
durch  einen  wellenförmigen  Stoss,  der  wahrnehmbar  von  Süd- 
osten kam. 

Jetzt  lag  es  nahe,  zu  vermuthen,  dass  sich  das  Beben  no(;h 
weiter  nach  Nordwesten  und  zwar  bis  nach  llambuiy,  wenn  auch 
nur  mikroseismisch  bemerklich  gemacht  habe  und  dort  von  dem 
F irizontalpendel  der  Erdbebenstation  des  Herrn  Dr.  Schütt 
legistrirt  w'orden  sei.  Auf  meine  Anfrage  hatte  letzterer  die 
dankbar  von  mir  anerkannte  Güte,  mir  mitzutheilen,  dass  das 
Südpondel  seines  dreifachen  Horizontalpendelapparats  thatsilchlich 
an  dem  Zeitpunkte  3*'  34™  57'  eine,  wenn  auch  minimale 
Störung  angezeigt  habe. 

Dass  sich  aber  die  Erdbebenwellen  auch  im  Süden  des  Harz- 
gebirges noch  weithin  fortgepflanzt  haben,  wird  durch  die  Re- 
gistrirung  des  WiBCHERT’schen  1 20okgr.-Peudels  im  geophysischen 
Institut  zu  Göttinyen  bewiesen.  Herr  Frof.  Dr.  Wiecuert  erhielt 
dortselbst  durch  seinen  Apparat  Diagramme  dieses  Bebens,  welche, 
so  winzig  diese  Originalaufzeichnungen  trotz  ihrer  2 1 o maligen 
Vergrösserung  auch  sind,  doch  ein  ausserordentlich  scharfes  und 
instructives  Bild  der  bis  dorthin  gelangten  Erschütterungen  geben. 
Mit  freundlicher  Erlaubniss  meines  verehrten  Herrn  Collegen  gebe 
ich  dasjenige  der  Nord-Süd-Componente  der  letzteren  und  zwar 
in  525  facher  Vergrösserung  der  ihatsilchlichen  Bodenbewegung 
wieder. 

Nach  diesem  Diagramm  machten  sich  in  Göttingen  die  Vor- 
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läufer  des  Bebens  3 *'  33  6 " bemerkl>ar.  Von  den  darauf 

folgenden  beiden  Hauptwellen  erreichte  die  erste  3 ''  33  ^ 51", 
die  zweite,  das  Maximuin  der  Bodenbewegung  erzeugende  3*’ 
33 58 ' den  Göttinger  Apparat  und  war  von  einer  grossen 
Zahl  geringfügiger  Fibrationen  gefolgt,  die  erst  ca.  3’’  36’" 
ibr  Ende  fanden.  Die  beiden  Wellen,  welche  das  Süd-Lausitzer 
Hauptschüttergebiet  in  wenigstens  lokal  schreckenerregender  Heftig- 
keit betrafen  und  die  sich  ihnen  anreihenden,  dort  noch  immer 
sehr  bemerkenswerthen  Zitterbewegungen  spiegeln  sich,  nach- 
dem sie  von  dort  aus  eine  Entfernung  von  über  350  km  durch- 
laufen haben,  in  dem  Göttinger  Diagramm  in  mikroseismischen 


iJ*  JJtf  JiM 


Diagramm  der  X-S  • (‘omponente  dea  Sudetiacheu  Erdbebens  vom  lo.  Januar  1901  nach 
der  Registrirung  des  WiBCHiBT’achen  Pendelieiamometer«  im  geo)dty aiseben  Institute 

(iüttingeu. 

Copie  in  535facher  Vergrossemng  der  Bodenbewegungen. 


Schwingungen  wieder,  deren  Weite  nach  der  Berechnung  des 
Herrn  Prof.  Dr.  Wikoheht  bei  den  Hauptwellen  nur  V200 
betrug! 

Rechnet  man  die  Entfernung  von  dem  Trautenauer  Epi- 
eentralgebiete  bis  nach  Hamburg  auf  rund  530  km  und  diejenige 
bis  nach  Göttingen  zu  430  km,  das  Maximuin  des  Bebens  in 
Hamburg  auf  3''  34“'  57“,  in  Göttingen  aber  bereits  auf 
d*"  33™  58“,  so  würden  diese  Schwingungen  ziemlich  eine  Minute 
gebraucht  haben,  um  in  diesem  peripherischen  Bereiche  ihrer 
Ausbreitung  eine  Entfernung  von  rund  100  km  und  zwar  mit 
einer  Geschwindigkeit  von  1,6  km  pro  Secunde  zurückzulegen. 
Dieses  Maass  jedoch  zur  Berechnung  der  Eintrittszeit  des  Bebens 
zu  benutzen,  ist  nicht  statthaft,  da  sich  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  seismischen  Oberfläehenwellen  bei  ihrem  Wege 
durch  Gesteiusmassen  von  sehr  verschiedener  Dichte  und  Elasti- 
eität,  ja  durch  lockere  Accumulate  in  Folge  der  Summirung  der 
zu  überwindenden  Widerstände  mit  zunehmender  Entfernung  vom 
Epicentrum  immer  mehr  verlangsamen  muss. 
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Dem  Hauptbeben  vorangehende  und  nachfolgende 
Erschütterungen. 

Aus  mehreren  Ortschaften  innerhalb  des  sUchsischen  Schütter- 
gebietes  -des  Sudetischen  Bebens  wei'den  geringfügige  Er- 
.schtUterungen  gemeldet,  welche  diesem  3’'  und  etwa  33"'  er- 
folgten Hauptbeben  zum  Theil  vorangingen,  meist  aber  in  bis 
mehrtägigen  Zeitzwischenräumen  nachfolgten  und  in  letzterem  Falle 
sämmtlich  auf  Abschnitte  des  Elbthalgebirges  beschränkt  waren. 

Am  10.  Januar.  Bereits  früh  1 also  zwei  und  eine  halbe 
Stunde  vor  dem  Hauptbeben,  wurde  in  der  Gegend  von  llerrnhut, 
ferner  in  Schandau  und  in  einigen  naheliegenden  bOhmischm  (M- 
schaftm  ein  ziemlich  heftiger  Stoss  verspürt,  den  auch  ein  Nacht- 
wächter in  Döbeln,  und  zwar  im  Freien,  in  Verbindung  mit  dumpfem 
Donnerrollen  in  der  Richtung  von  SO  nach  NW  beobachtet  hat 
(nach  Dr.  Fkicker  in  Döbeln ).  Diese  Orte  vertheileu  sich  somit 
auf  die  ganze  nördliche  Schüttei-zone  des  Hauptbebens. 

Herr  Prof.  Dr.  Hmscii  berichtet  über  schwache,  dem  letzteren 
folgende  Erdstösse  in  TetxcJien: 

Am  10.  Januar  11'’  7"'  nachts. 

Am  11.  Januar  4*'  5'“  früh. 

Afn  12.  Januar  4*“  59'"  früh. 

Ferner  fühlt; 

Am  16.  Januar  früh  2 **  44 der  Berichterstatter,  HeiT 
Prof.  Dr.  Schneider  in  Blasaritz  bei  Dresden,  dass  sein  Bett 
plötzlich  vertikal  gehoben  und  stark  geschüttelt  wird. 

Am  17.  Januar  früh  5 **  25“  wird  der  elhthalgebirgische 
Strich  zwischen  Klein-Hennersdorf  bei  Schandau  und  Klein-Sedlilz 
bei  Dohna  von  zwei  so  heftigen  stossförmigen  Erschütterungen 
betroffen,  dass  in  dem  zwischenliegenden  Pirna  Geschin-  schwankt 
und  zum  Theil  zu  Boden  fällt,  Thüren  rütteln  oder  auf-  und  Zu- 
schlägen (Herr  Seminaroberlehrer  Woi.ri’). 

Gleiches  ereignet  sich  in  der  nämlichen  Gegend: 

Am  21.  Januar,  früh  3 ''  45  wo  in  Pirna  der  Berichterstatter 
durch  mehrere  kniffige  Erschütterungen  geweckt  wird  und  das 
Haus  auf  die  Dauer  von  etwa  4 Seeunden  in  stark  zitternde  Be- 
wegung geräth  (Herr  Seminaroberlehrer  Wolfe). 

Ks  sind  die  letzten  nialrosei.smisehen  Kaehirirhmujm  des 
Sudefisehen  Erdbebens  vom  10.  Januar  1901. 

l>ruckfertig  erklärt  30.1V.  1901.] 
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demien auf  Bestellung  einer  Fach-Commission  für  menschliche 

und  thierische  Entwickelungsgeschichte 

Hermann  Credner,  Das  süchsische  Schüttergebiet  des  Sudetischen 
Erdbebens  vom  10.  Januar  1901.  Mit  1 Figur  und  1 Tafel  . 


Druck  von  B.  G.  Tenbner  in  Leipzig. 
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SITZUNG  VOM  G.  MAI  1901. 

Vorträge  hielten: 

Herr  W.  Scheibsek,  o.  M.:  Vorlegung  einer  Abhandlung  von  Herrn 
M.  KaAuEE-Dresden,  o.  M. : lieber  Orthogonalsysteme  im  Gebiete  der 
Thetafunktionen. 

Derselbe:  Vorlegung  einer  Abhandlung  von  Herrn  Wii.i.ibai.d  Reichardt- 
Dresden:  lieber  Systeme  von  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung, die  vermittelst  hyperelliptischer  Funktionen  integrirbar  sind. 
Derselbe:  Vorlegung  einer  Abhandlung  von  Herrn  P.  STXcKEL-Kiel: 
lieber  das  DiRicm,KT'sche  Integral. 

Herr  H.  Bkuxs,  o.  M.  : Vorlegung  einer  Abhandlung  von  Herrn  F.  Haus- 
DoRFP- Leipzig:  Beiträge  zur  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Martin  Krause:  Uelnr  OrlhoffonalsyMemc  im  Gebiete  der 
Thetafunctionen. 

In  einer  Arbeit  gleichen  Titels  ist  gezeigt  worden,  dass  und 
wie  die  Thetafimctionen  zweier  und  dreier  Veränderlichen  ent- 
weder ganz  oder  theUweise  als  Elemente  von  orthogonalen  Sy^stemen 
angeordnet  werden  können.  Im  Folgenden  sollen  die  Betrachtungen 
verallgemeinert  werden  und  zwar  auf  den  Fall  der  Thetafunctionen 
von  vier  Veränderlichen.  Es  zeigt  sich  hier  das  Resultat,  dass 
Anordnungen  der  skizzirten  Art  nicht  existiren. 

Dann  aber  soll  die  ganze  Theorie  noch  einmal  in  anderer 
Weise  aufgebaut  werden  und  zwar  unabhängig  von  der  Theorie 
der  Thetafunctionen,  lediglich  als  Aufgabe  der  Determinanten- 
theorie. Wir  stellen  erstens  das  Problem,  alle  orthogonalen 
Systeme  con  i6,  64,  256  etc.  Elementen  ron  der  Form  + Ar  auf- 
zustellen, wobei  r resp.  die  Werthe  annehmen  kann:  i ...  4; 
1...8;  i...i6  etc.  Die  Aufgabe  wird  für  die  Fälle  von 
16  und  64  Elementen  wirklich  durchgeführt,  im  Falle  von 
256  Elementen  dagegen  die  Unmöglichkeit  ihrer  Lösung  nach- 
gewiesen. 

I)  Siehe  diese  Berichte.  Sitzung  vom  7.  Januar  1901. 

Math.-phys.  Classe  1901-  8 
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Nachdem  das  geschehen  ist,  sollen  die  orthogonalen  Bildungen 
näher  unlersucM  werden,  die  durch  Multiplication  zweier  orthogonaler 
Systeme  der  genannten  Art  entstehen.  Wir  erhalten  auf  diesem 
Wege  Resultate,  die  durch  Specialisirung  die  Resultate  der 
vorigen  Arbeit  ergeben,  zu  gleicher  Zeit  aber  den  Weg  zeigen, 
auf  welchem  noch  weitere  Thetaanordnungen  eigenthümlicher  Art 
gewonnen  werden  können. 


§ I. 

Ilntersnchong  der  Tbetafnnctionen  von  vier  Veränderlichen. 


Wir  gehen  für  den  Fall  der  Thetafunctionen  von  vier  Ver- 
änderlichen ganz  analog  vor,  wie  bei  den  Thetafunctionen  von 
zwei  und  drei  Veränderlichen. 

Wir  setzen  in: 


d 


th 

0 


<>2  9s 
0 0 


9i 

0 


(«  + lO 


an  Stelle  der  Systeme  g der  Reihe  nach: 


0000,  0001,  0010,  0011,  0100,  0101,  0110,  0111, 

1000,  1001,  1010,  1011,  1100,  1101,  1110,  1111, 

und  bezeichnen  die  entstehenden  0-Punctioncu  der  Reihe  nach 
durcli  . . . A,g.  Die  Grössen  B entstehen  aus  den  Grössen 

A,  indem  an  Stelle  von  u + v : ii  — r gesetzt  wird.  Wir  fragen: 
Kdnnen  die  256  Thetaproducte: 


9i  9i  9s  9i 

^*1  ^*2  ^3 

ganz  oder  theilireise  als  Elemente  einer  Determinante  D dargestellt 
werdm,  die  in  ein  Product  ron  der  Form  9t  S verwandelt  werden 
hann,  wobei  unter  91  und  93  orthogonale  Determinanten  von 
256  Elementen  ron  der  Form  d:  Ar  resp.  i Br  zu  verstehen  sind. 

Es  genügt  eine  Horizontalreihe,  etwa  die  erste,  und  eine 
Verticalreihe,  etwa  die  erste  zu  kennen,  um  alle  zu  kennen. 
Wir  greifen  unter  den  möglichen  Determinanten  diejenigen  heraus, 
die  das  Product: 

0 0 0 0 
0 0 0 0 

in  sich  enthalten.  Als  erste  Horizontalreihe  wählen  wir  diejenige 
oder  eine  derjenigen,  die  das  zuletzt  genannte  Product  enthalten. 
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Neben  diesem  enthält  die  Reihe  dann  noch  fünfzehn  andere 
Producte.  Alle  diese  Producte  können  nach  angegebenen  Regeln 
durch  die  Grössen  Ar  und  £r  dargestellt  werden.  Wir  denken 
sie  uns  nach  den  Grössen  Ar  geordnet  und  zwar  nach  steigenden 
Indices  derselben.  Die  Goefficienten  sind  die  Grössen  + Br,  die 
Determinante  der  letzteren  müsste  eine  orthogonale  sein.  Die 
Systeme  ff,  wie  auch  die  Systeme  h müssen  untereinander  ver- 
schieden sein.  Da  die  Reihenfolge  der  Verticalreihen  willkürlich 
ist,  können  wir  die  Systeme  ff  beliebig  anordnen.  Wir  wählen 
die  am  Anfang  des  Paragraphen  angegebene  Anordnung.  Die 
Grössen  h können  dann  nicht  mehr  willkürlich  zugeordnet  werden, 
wir  können  lediglich  die  Annahme  machen,  dass  das  erste  Glied 
der  ersten  Horizontalreihe  den  Wert  hat: 


0 

0 


0 0 
0 0 


r=16 


r=l 


Die  Determinanten  A und  B können  so  geordnet  werden, 
dass  die  ersten  Horizontalreihen  resp.  lauten: 

Al,  Ag  . . . Ajg, 

Bl,  Hj  . . . Big. 

Das  zweite  Element  der  ersten  Horizontalreihe  unserer  zu 
construirenden  Determinante  müsste  dann  einen  der  acht  Werthe 
annehmen : 

0001  0001  0001  0001  0001  0001  0001  0001 

0001,  0011,  0101,  0111,  1001,  1011,  1101,  1111. 

Wir  wählen  das  Product: 

0001 

0001. 


Das  dritte  Element  kann  dann  nur  vier  Werthe  annehmen 
und  zwar  die  Werthe: 

0010  0010  0010  0010 
0011,  0111,  1011,  1111. 

Auch  hier  beschränken  wir  uns  auf  den  ersten  Ausdruck: 


0010 

0011. 
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Die  Dptenninante  der  Grössen  B müsste  nun  ebenfalls  die  Form 
haben : 


» = 


»1 

»s 


SB 


i I 


wobei  SB,  und  SB^  orthogonale  Systeme  mit  den  Elementen  rt  Br 
für  )•  = 1,  2,  ...  8,  SB^  und  SBj  orthogonale  Systeme  mit  den 
Elementen  + Br  für  r — 9,  10,  ...  16  bedeuten,  llei  S,  ist 
überdies  die  Annahme  zuläs-sig,  dass  die  Elemente  der  ersten 
Horizontal-  und  Yerticalreilie  das  positive  Zeichen  haben.  Da 
die  drei  ersten  Horizontalreihen  von  SB,  nach  dem  soeben  be- 


merkten  feste  Elemente  besitzen,  so  sind  nach  dem  früheren  die 
Elemente  der  fünf  folgenden  Horizontaireiheu  fest  bestimmt. 
Schreiben  wir  nur  die  Indices  der  Grössen  Br,  so  hat  S,  die 
Fonn: 

1234  5 678 

2 — 1 

4 

— 3 

6 — 

5 8 

— 

7 

3 — 4 

— 1 

2 

7 — 

OC 

1 

6 

4 3 

2 

— 1 - 

■ 8 — 

7 6 

5 

5 — 6 

— 7 

8 - 

1 

2 3 

4 

6 5 

8 

7 - 

. 2 

1 — 4 

— 

3 

7 — 8 

5 

— 6 - 

- 3 

4 — 1 

2 

8 7 

— 6 

- 5 

4 

3 — 2 

— 

1. 

Bei  SBj  sind  die  drei  ersten 
Annahme  festgelegt.  Sie  lauten: 

Horizontalreihen  durch  unsere 

9 10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

10—9 

12 

— 11 

14  - 

- 13 

16 

- 15 

11  — 12  — 

9 

10 

15  - 

- 16  - 

13 

14. 

Die  übrigen  Horizontalreihen  sind  hierdurch  sämmtlich  liis 
auf  ein  allen  Gliedern  gemeinsames  Zeichen  bestimmt,  insbesondere 
kann  die  vierte  Horizontalreihe  nur  die  beiden  Werthe  an- 
nebmen. 


12  11  _ 10  — 9 — 16  — 1.5  14  13 

— 12  — 11  10  9 16  15  — 14  — 13. 

Beides  ist  unmöglich.  In  der  That,  nehmen  wir  den  ersten 

Fall,  so  müssten  die  vier  ersten  Elemente  der  ersten  Horizoutal- 
reibe  von  Ö3  lauten: 
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9 — 10  — 11  — 12, 

von 

— 1 2 3 4, 

und  das  ist,  wie  man  sich  leicht  ilherzeugt,  unmöglich. 

Im  zweiten  Falle  kann  etwa  folgendennaassen  geschlossen 
werden. 

Die  vier  ersten  Elemente  der  vier  ersten  Horizontalreihcu 
von  müssten  lauten: 


9 

— 10 

— 11 

12 

10 

9 

12 

11 

11 

- 12 

9 

— 10 

12 

11 

— 10 

- !», 

von  S84: 

- 1 2 3—4 

- 2 — 1 - 4 - 3 

- 3 4—1  2 

4 3—2—1. 

Das  führt  aber  zu  einem  Widerspruch,  wenn  man  die  fünften 
Horizontalreihen  von  Sj  und  S4  hinzunimnit. 

In  ähnlicher  Weise  könnten  alle  übrigen  Fälle  untersucht 
werden  — es  zeigt  sich  stets  ein  Widerspruch.  Es  i.st  nun 
thatsächlich  nicht  nöthig,  alle  64  Fülle  einzeln  zu  untersuchen 
— die  Substitution  halber  Perioden  lehrt,  dass  man  sich  auf 
einige  wenige  Fälle  beschränken  kann,  indessen  möge  hierauf 
nicht  näher  eingegangen  werden.  .Jedenfalls  ergiebt  sich  das 
Besultat,  dass  für  dm  Fall  der  Thclafuncliimcn  von  rkr  l'e»- 
änderlkhm  und  damit  für  allv  wdtrrm  Fällv.  einv  Anordnung 
von  Thdaprodtickn  der  angegebenen  Art  nicid  möglich  ist 


8 2- 

Untersuchung  der  orthogunalen  Deterininsnten  vun  Kt  Elementen,  die 
sänimtlich  die  Form  + A^  haben,  für  r = 1,  2,  3,  4. 

Wir  wollen  jetzt  dasselbe  Problem  auf  anderem  Wege  be- 
handeln, welcher  zunächst  völlig  unabhängig  von  der  Theorie  der 
hyperelliptischen  Transcendenten  ist  und  fragen  dazu:  Wie  sehen 
alle  orthogonalen  Determinanten  von  16  Fdemmtm  aus,  die  alle 
die  Form  + Ar  haben,  wobei  r der  Reihe  nach  die  Werthe 
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I,  2,  3,  4 annchmen  kann?  Das  Problem  wird  vereinfacht, 

wenn  wir  die  Annahme  hinzufügen,  dass  die  Elemente  der 
ersten  Horizontal-  und  Verticalreihe  das  positive  Zeichen  besitzen. 
Wir  wollen  der  einfacheren  Bezeichnung  wegen  die  Grössen  Är 
wieder  durch  ihre  Indices  ersetzen,  dann  ergeben  sich  gwci  und 
nur  zwei  Typen  von  möglichen  Determinanten,  nämlich: 

11  2 3 4 1 

2— 1  4—31 

3— 4-1  2 I 

4 3-2-1 

12  3 4 

2—1—4  3 

3 4-1-2 

4— 3  2-1 

Alls  ihnen  entstehen  alle  überhaupt  möglichen  Systeme 
durch  Vertauschung  von  Horizontal-  oder  Verticalreihen  oder 
durch  Multiplication  beliebiger  Horizontal-  resp.  Verticalreihen 
mit  — 1.  Wir  können  die  gefundenen  Resultate  etwas  ander,<! 
darstellen,  indem  wir  Indices  einführen.  Es  kommen  vier  An- 
ordnungen der  Grössen  A vor  und  zwar  bei  beiden  Systemen 

dieselben  in  derselben  Reihenfolge.  Wir  wollen  dieselben  durch 
obere  Indices  bezeichnen  und  diesen  Grössen  der  Reihe 

nach  die  Werthe  beilegen: 

t)0,  0 1,  10,  11. 

Es  kommen  ferner  vier  Zeichencombinationen  vor  und  zwar 
die  Combinationen: 

+ + + ^- 

+ - + - 

+ + - - 

+ ~ ~ +• 

Auch  diese  Anordnungen  wollen  wir  durch  Indices  be- 
zeichnen und  zwar  durch  untere  wobei  der  Reihe 

nach  dieselben  Werthe  durchlaufen  wie  nämlich; 

0 0,  0 1,  10,  11. 


I 

und: 

II 
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Das  ganze  Symbol: 

\W 

wollen  wir  dann  in  Klammern  setzen  und  die  Chur acter ist ik  der 
entsprechenden  Horizontalreilie  nennen.  Wir  wollen  ferner  den 
Grössen  g und  h auch  beliebige  ganzzahlige  Werthe  beilegen, 
indem  wir  annehmen,  dass  die  Characteristik  sich  nicht  ändert, 
wenn  wir  die  einzelnen  Grössen  g und  h um  gerade  Zahlen 
vermehren.  Dann  haben  unsere  beiden  Determinanten  die  Fonn: 


§ 3- 

UntersnchoDg  aller  orthogonalen  Determinanten  von  64  Elementen 
von  der  Porm  + für  r = 1,  2,  . . .,  8, 

Wir  gehen  jetzt  einen  Schritt  weiter  und  fragai  tuic/i  allen 
orthogonalen  Determinanten  von  64  Elementen,  die  sämmtlich  die 
Form  haben  i Ar  und  zwar  für  r = 1,  2,  . . .,  8.  Auch  hier 
ersetzen  wir  die  Grössen  Ar  durch  ihre  Indices  und  nelimen  an, 
dass  die  Elemente  der  ersten  Horizontal-  und  Verticalreihe  das 
potitive  Zeichen  besitzen.  Dann  werden  wir  als  Typen  jedenfalls 
Determinanten  von  der  Form  wählen  können: 

(\D, 

D,(\ 

wobei  GjjCj  orthogonale  Systeme  von  16  Elementen  sind,  die  aus 
den  Grössen  ih  Ar  für  r = 1,  2,  3,  4 gebildet  werden  können, 
während  Dj , D^  orthogonale  Systeme  mit  den  Elementen  i Ar 
füi'  r = 5,  6,  7,  8 darstellen.  Ferner  sind  die  Elemente  der 
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ersten  Horizontalreihe  von  C^  und  I)^  positiv,  ebenso  wie  die 
Elemente  der  ersten  Vertiealreihe  von  f,  und  D^. 

Nun  sind  vier  CateKorien  zu  unterscheiden.  Entweder  haben 
Cj  und  beide  die  Form  I von  § 2,  oder  beide  die  Form  II 
oder  je  eines  die  Form  I und  die  Form  II,  wobei  die  zw’eitc, 
dritte,  vierte  Horizontalreihe  von  D^^  sich  von  den  entsprechenden 
Reihen  in  I oder  II  noch  um  das  Zeichen  unterscheiden  kann, 
ln  Jeder  Categorie  sind  demnach  (wht  und  nur  achi  Fälle  möglich, 
da  das  Zeichen  des  ersten  Elementes  der  zweiten,  dritten,  vierten 
Horizontalreihe  von  l>^  sowohl  positiv  als  auch  negativ  sein 
kann.  A'^on  diesen  acht  Fallen  zeigen  sich  jedesmal  nur  vier 
möglich,  so  dass  in  jeder  Categorie  vier  Typen  von  Orthogonal- 
systemen esistiren,  im  Ganzen  also  1 6.  Bleiben  wir  bei  der 
ersten  Categorie  stehen,  so  lautet  eines  der  Systeme: 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

2 

- 1 

4 

- 3 

6 

— 6 

8 

— 7 

3 

- 4 

- 1 

2 

7 

- 8 

- 5 

6 

4 

3 

- 2 

- 1 

— 8 

— 7 

6 

5 

5 

— (i 

— 7 

8 

— 1 

2 

3 

- 4 

6 

5 

8 

7 

- 2 

— 1 

- 4 

- 3 

7 

- 8 

5 

- 6 

— 3 

4 

— 1 

2 

8 

7 

— 6 

— 5 

4 

3 

- 2 

— 1 

Schreiben  wir  diese  Anordnimg: 

so  entstehen  die  drei  noch  fehlenden  Anordnungen  derselben 
Categorie,  indem  wir  in  die  cd'  und  jS*®  Horizontalreihe,  in 
Jtj  die  und  (I'®  Vertiealreihe  und  in  die  cd'  und  Hori- 
zontal- und  Vertiealreihe  mit  — 1 multipliciren.  Dabei  ist  für 
K und  ^ der  Reihe  nach  zu  setzen; 

3 4 

4 2 

2 3. 

Gehen  wir  zur  zweiten  Categorie  über,  so  lautet  ein  System 
derselben: 
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1 

2 

3 

4 

5 

r. 

7 

8 

2 

— 1 

— 4 

3 

6 — 

5 

- 8 

7 

3 

4 

— 1 - 

2 

7 

8 

— 5 

— 6 

4 

- 3 

2 — 

1 - 

8 

7 

— 6 

5 

5 

— 6 

- 7 

8 — 

1 

2 

3 

— 4 

6 

5 

— 8 — 

7 - 

2 

1 

4 

3 

7 

8 

5 

6 - 

3 — 

4 

— 1 

— 2 

8 

- 7 

6 — 

5 

4 - 

3 

2 

— 1. 

Die  drei  fehlenden  Systeme 

geben 

aus  dem 

soeben  hinge- 

schriebenen  Systeme  durch  dieselben  Operationen  hervor,  wie  im 
ersten  Falle.  Dabei  kann  diese  Anordnung  aus  der  angegebenen 
Anordnung  der  ersten  Categorie  abgeleitet  werden,  indem  die 


2.  und  3., 

6.  und 

7-  Horizontal- 

■ und 

Verticalreihe 

mit  einander 

vertauscht 

werden 

und 

dann  an 

Stelle  von 

2,  3, 

6, 

7 

resp.  gesetzt  wird: 

3,  2, 

7, 

6. 

Aus  der  dritten  Categorie  greifen 

wir  die  Anordnung  heraus: 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

2 

- 1 

4 

- 3 

6 

- 5 

- 8 

7 

3 

- 4 

— 1 

2 

7 

8 

— 5 

— 6 

4 

3 

- 2 

— 1 

8 

— 7 

6 

— 5 

5 

— 6 

— 7 

— 8 

— 1 

2 

3 

4 

6 

5 

— 8 

7 

— 2 

— 1 

— 4 

3 

7 

8 

5 

— 6 

— 3 

4 

— 1 

— 2 

8 

— 7 

6 

5 

- 4 

- 3 

2 

- 1. 

Die  drei  fehlenden  Systeme  folgen  hieraus  wie  in  den  Fällen 
I und  2. 

Die  Anordnungen  der  vierten  Categorie  folgen  aus  denen  der 
dritten  Categorie  in  einer  einfachen  Weise,  die  wir  folgender- 
maassen  andeuten.  Schreiben  wir  die  Anordnungen  der  dritten 
Categorie; 

Dj  t j 

so  lauten  die  der  vierten: 
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nachdem  noch  einfache  Zeichen-  und  Buchstabenversetzungen  vor- 
genommen sind. 

Wir  können  die  Resultate  übersichtlicher  zusammenstellen, 
und  zwar  beschränken  wir  uns  dabei  auf  die  Determinanten  der 
beiden  ersten  Categorien. 

In  ihnen  kommen  stets  dieselben  acht  von  einander  ver- 
schiedenen Anordnungen  der  Grössen  A^,  • Ag  vor  und 

zwar  in  derselben  Reihenfolge.  Wir  wollen  dieselben  durch  obere 
Indices  bezeichnen  f/j,  g^,  g^  und  zwar  woUen  wir  diesen  Grössen 
der  Reihe  nach  die  Werthe  beilegen; 

000,  001,  010,  Oll,  100,  101,  110,  111. 

In  ähnlicher  Weise  kommen  im  Ganzen  acht  Zeichencorabi- 
nationon  bei  den  Grössen  .4,,  Ag  ■ ■ Ag  vor  und  zwar  die  folgenden: 


-1- 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ + 

+ 

+ 

— 

+ 

— 

+ 

- + 

— 

+ 

+ 

— 

— 

+ 

+ - 

— 

+ 

— 

— 

+ 

+ 

— — 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

— 

— — 

— 

+ 

— 

+ 

— 

— 

+ - 

+ 

+ 

+ 

— 

— 

— 

- + 

+ 

+ 

— 

— 

+ 

— 

+ + 

Auch  diese  Anordnungen  wollen 

wir  durch  Indices  bezeich- 

und  zwar  durch 

untere 

K 

hghg  1 

imd  h^hg} 

ij  der  Reihe  nach 

dieselben  Werthe  durchlaufen  la.ssen,  wie  die  Grössen  g^jggy 
Das  ganze  Symbol: 

\ Aj  hg  hg  ) 

woUen  wir  dann  in  Klammern  schliessen  und  die  Characteristik 
der  entsprechenden  Horizontalreihe  nennen.  Wir  wollen  ferner 
den  Grössen  g und  h auch  beliebige  ganzzahlige  Werthe  beilegen, 
indem  wir  annehmen,  dass  die  Characteristik  sich  nicht  ändert, 
wenn  wir  die  einzelnen  Grössen  g oder  h um  gerade  Zahlen 
vermehren.  Dann  kann  die  erste  Determinante  geschrieben 
werden : 
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/ 0 0 ()\ 

\oooj 


Die  acht  orthogonalen  Systeme  der  beiden  ersten  Categorien 
entstehen  nun  aus  dem  vorliegenden,  indem  an  Stelle  der  Grössen: 

/ 9t  9i  \ 

\7<i  Ä,  hj 

die  Characteristiken  gesetzt  werden: 

/'7i  + '7i,  9i  + 9t,  93  + 9s\ 

Wi,  + /(j,  /ij  -f-  Tij,  /(j  + 

wobei: 

(9[9i9'3\ 

U;  h^h^J 

eine  beliebige  aber  fttr  das  jedesmalige  System  unveränderliche 
Characteristik  einer  der  Horizontalreihen  des  ersten  Systems  be- 
deutet. Hierbei  ist  die  Reihenfolge  der  Horizontalreihen  nicht 
mehr  dieselbe  wie  in  den  ursprünglichen  Anordnungen  — indessen 
ist  das  unwesentlich.  Hiermit  ist  eine  übersichtliche  Darstellung 
der  acht  möglichen  Anordnungen  der  ersten  und  der  zweiten 
Categorie  gegeben. 
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§ 4 


Naehweifi,  dass  rs  krine  orthogonalen  Determinanten 
von  256  Kleuienten  giebt,  die  säninitlivh  die  Porm  + Ar  haben. 


Es  liegt  nun  nach  dem  vorangegangenen  nahe  zu  fragen, 
oh  es  orlhoffotuile  Syshtne  ton  256  Kletnenirn  yiebi,  tUe  alle  die 
Form  haben  ± Ar,  wobei  r die  Werthe  i,  2,  • • 8,  i',  2',  ■ • 8' 
annehmm  lann.  Wir  wühlen  hier  die  gestrichenen  Zahlen,  da 
sich  diese  einfacher  schreiben  lassen,  als  die  Zahlen  9,  •••16. 
.fedenfalls  müssten  die  Systeme  die  Form  haben: 


I C,  ' 

wobei  Cj  und  orthogonale  Systeme  der  Grössen  1,  2,  ■ ■ 8, 
Z)j,  1\  orthogonale  Systeme  der  Grössen  1',  2',  ■••8'  sind. 
Wir  haben  uns  dabei  wieder  die  Grössen  Ar  durch  ihre  Indices 
ersetzt  gedacht.  Die  Elemente  der  ersten  Horizontalreihc  in  C, 
und  /Jj  haben  das  positive  Zeichen,  ebenso  die  Elemente  der 
ersten  Verticalreihe  in  G,  und  I)^.  Sind  C\  und  gegeben, 
so  sind  Cj,  bestimmt. 

Cj  kann  die  sechszehn  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen 
Systeme  bedeuten,  bei  ist  eine  grössere  Mannigfaltigkeit 

möglich,  da  die  ersten  Elemente  einer  jeden  Horizontalreihe  mit 
Ausnahme  der  ei'sten  sowohl  das  positive  als  auch  das  negative 
Zeichen  annehmen  können.  Es  sind  daher  2’-  16  Weilhsysteme 
möglich,  so  dass  wir  im  Ganzen  2’  • 256  Determinanten  von 
der  Form: 

! G\7>, 

zu  untersuchen  halten. 

Wir  wollen  nun  für  Cj  die  erste  der  im  vorigen  Para- 
graphen behandelten  Determinanten  wühlen,  wir  wollen  ferner 
annehmen,  dass  7>,  abgesehen  vom  Zeichen  der  ersten  Elemente 
der  Horizontalereihen  auch  diese  Form  habe.  Nehmen  wir  an, 
dass  das  Zeichen  der  ersten  Elemente  der  5.,  6.,  7.,  8.  Horizontal- 
reihe resp.  gleich  jj,  e,,  e,,  sei,  so  folgt  leicht,  dass  das 
Zeichen  der  ersten  Elemente  der  2.,  3.,  4.  Horizontalreihen  resp. 
gleich  — esf4,  — ^»ch  gleich  — «ifs,  — fiG- 

— tjEj  sein  muss  und  zwar  folgt  das  aus  der  Hinzunahme  der 
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neunten  Horizontalreihe  der  ganzen  Determinante.  Jedenfalls 
müsste  demnach  die  Beziehung  bestehen: 

Die  Hinzunahrae  der  zehnten  Horizontalreihe  zeigt,  dass 
auch  das  unmöglich  ist,  so  dass  die  2’  Determinanten  der  ange- 
gebenen Art  ausgeschlossen  sind. 

ln  ähnlicher  Weise  könnten  alle  anderen  Fälle  untersucht 
werden  — stets  ergiebt  sich  dasselbe  Eesultat.  Es  ist  nun 
durchaus  nicht  nöthig,  alle  diese  Fälle  einzeln  zu  behandeln  — 
indessen  soll  dieser  Punkt  hier  nicht  ausführlich  untereucht 
werden.  Es  möge  nur  bemerkt  werden,  dass  die  Betrachtungen 
des  vorigen  Paragraphen  die  Mittel  an  die  Hand  geben,  aus  der 
Unmöglichkeit  einiger  weniger  Fälle  die  Unmöglichkeit  aller 
übrigen  zu  erschliessen. 


§ 5- 

Mnltiplication  zweier  orthogonalen  Systeme  von  16  Elementen 
der  angegebenen  Form. 

Wir  wollen  uns  nun  die  zwei  orthogonalen  Determinanten 
des  zweiten  Paragraphen  von  16  Elementen  gebildet  denken  und 
zwar  das  eine  Mal  mit  Hülfe  der  Grössen  i Ar,  das  andere 
Mal  mit  Hülfe  der  Grössen  + Ar.  Der  ersten  Determinante 

ordnen  wir  die  Symbole  der  zweiten  die  Symbole  zu. 

Wir  wollen  uns  ferner  die  vier  Producte  dieser  Determi- 
nanten gebildet  denken.  Die  Elemente  der  hierdurch  entstehen- 
den Determinante  setzen  sich  dann  aus  Producten  von  der  Form 
i ArA^  zusammen.  Diese  Elemente  sollen  nach  den  Grössen 
Ar  geordnet  werden  und  zwar  nach  steigenden  Indices  derselben. 
Dann  gehört  zu  den  Coefficienten  ■ — den  Grös.sen  i Ai  — ein 

ganz  bestimmtes  Symbol  ± ( ^ • Dieses  Symbol  ordnen  wir 

dem  ganzen  Ausdrucke  zu  und  zwar  unter  Fortlassung  der  Klammer 
d.  h.  wir  bezeichnen  das  entsprechende  Element  durch: 

Dann  folgt  leicht,  dass  sich  durch  Multiplication  der  beiden 
Horizontalreihen : 

0 (0 
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Maktto  Khavsi: 


der  Ausdruck  ergiebt: 


Von  den  vier  Producten  fallen  nun  zwei  zusammen,  so  dass 
wir  die  folgenden  drei  Anordnungen  erhalten: 


00 

0 1 

1 0 

1 1 

j 

00 

0 1 

1 0 

ll'l 

00 

0 1 

1 1 

1 0 

00 

1 1 

1 0 

Oll 

— 01 

00 

1 1 

1 0 

i 

— 0 1 

00 

1 1 

10 

01 

00 

10 

1 1 

1 1 

00 

~ 0 1 

10 

— 10 

1 1 

00 

0 1 

1 

10 

1 1 

00 

01 

1 1 

~ 1 0 

00 

0 1 

10 

01 

00 

1 1 

1 1 

1 0 

0 1 

00 

1 1 

1 0 

01 

001 

10 

1 1 

01 

00 

l ~ 0 1 

1 0 

1 1 

00 

00 

01 

1 0 

1 1 

00 

1 1 

10 

0 1 

— 01 

00 

1 1 

1 0 

01 

1 0 

~ 1 1 

00 

1 0 

1 1 

00 

0 1 

1 

00 

0 1 

1 0 

1 

1 

1 1 

1 0 

0 1 

00 

! 

1 0 

~ 01 

0 0 

1 1. 

Es  sind  das  aber  dieselben  Determinanten  — von  unwesentlichen 
Zeichenänderungen  abgesehen  — wie  in  § i der  citirteu  Arbeit 
nur  dass  die  Symbole  hier  zunächst  eine  allgemeinere  Bedeutung 
haben  wie  am  angegebenen  Orte.  Wir  brauchen  die  Grössen  A 
und  A’  nur  in  bestimmter  Weise  zu  specialisiren,  um  die  früheren 
Kesultate  zu  erhalten. 

Die  Formenmaunigfaltigkeit,  die  sich  bei  der  Multiplication 
zweier  beliebiger  orthogonaler  Systeme  von  1 6 Elementen  von 
der  Foi-m  ± Ar,  resp.  ± Aj  ergiebt,  ist  freilich  mit  dem  be- 
merkten nicht  erschöpft,  da  die  Horizontal-  und  Verticalreihen 
vertauscht  und  mit  dem  negativen  Zeichen  versehen  werden 
können.  Es  kommen  hierbei  thatsächlich  neue  Combinationen 
hinzu.  Nehmen  wir  z.  B.  die  beiden  Systeme: 
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1 

2 

3 

4 

1' 

- 2' 

-3' 

4' 

2 

— 1 

4 

— 3 

2' 

1' 

-4' 

— 3' 

und 

3 

— 4 

— 1 

2 

3' 

4' 

1' 

2' 

4 

3 

2 

— 1 

4' 

-3' 

2' 

- 1' 

SO  ergiebt  sich  durch  Multiplication  das  System: 


0 0 

01 

1 0 

1 1 

1 1 

1 0 

0 0 

0 1 

0 1 

0 0 

1 1 

1 0 

1 0 

1 1 

0 1 

0 0 

1 0 

1 1 

00 

0 1 

00 

01 

1 1 

10 

1 1 

10 

01 

0 0 

0 1 

0 0 

1 0 

1 1 

welches  von  den  bisher  aufgestellten  verschieden  ist.  Führen  wir 
aUe  hierbei  sich  ergebenden  Fälle  durch,  so  kommen  wir  that- 
sächlieh  zu  weiteren  Belationen  im  Gebiete  der  Thetafunctionen 
zweier  Veränderlichen,  indessen  würde  es  die  Ziele  dieser  Ar- 
beiten überschreiten,  hierauf  näher  einzugehen. 

§ 6. 

Moltiplication  zweier  orthogonalen  Determinanten  von  64  Elementen 
der  angegebenen  Form. 

Ganz  ähnlich  können  wir  im  Falle  der  Determinanten  von 
64  Elementen  vergehen.  Wir  beschränken  uns  auf  die  Determi- 
nanten der  beiden  ersten  C'ategorien.  Wir  wollen  uns  nun  ein- 
mal eine  solche  für  die  Grössen  i ein  ander  Mal  für  die 
Grössen  i gebildet  denken  und  ordnen  den  Horizontalreihen 

der  beiden  Determinanten  wiederum  die  Symbole  und 

zu.  Je  zwei  solcher  Determinanten  multipliciren  wir  mit  einander, 
so  dass  wir  im  Ganzen  64  Producte  erhalten.  Wir  denken  uns 
die  Elemente  der  durch  Multiplication  entstandenen  Detenninante 
nach  den  Grössen  A^  geordnet  und  zwar  nach  steigenden  Indices 
derselben.  Dann  gehört  zu  den  Coefficienten  — den  Grössen 
± A,'  — ein  ganz  bestimmtes  Symbol: 
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Martin  Khausk: 


Wir  wollen  uns  das  ffan/.e  Element  durch  dasselbe  Symbol 
bezeichnet  denken,  nur  unter  Fortlassunjj  der  Klammer  d.  h. 
durch 


Dann  folgt  leicht,  dass  sich  durch  Multiplication  zweier 
Horizontalreihen : 

il)  il) 

ein  Element  ergiebt,  welches  wir  zu  bezeichnen  haben  durch: 

(—  IV^  = (— 

^ ^ ) h +h' 

e = + fl')- 

Damit  sind  alle  Schwierigkeiten  gehoben.  Von  den  64  De- 
terminanten, die  sich  durch  Multiplication  ergeben,  werden  acht 
einander  gleich,  nilmlich  diejenigen,  welche  durch  Multipli cation 
zweier  Determinanten  derselben  Form  entstehen,  was  in  acht 
Füllen  möglich  ist.  Die  gemeinsame  Determinante  hat  dann  in 

der  Diagonalreihe  stets  das  Glied  und  fällt  mit  der  Deter- 
minante zusammen,  die  auf  Seite  75  der  citirten  Abbandlung 
angegeben  worden  ist.  Wir  nennen  sie  die  fundamentale  Deter- 
minante. Die  56  übrig  bleibenden  Determinanten  fallen  zu  je 
zwei  zusammen,  so  dass  sich  im  Ganzen  28  neue  Determinanten 
ergeben.  Die  Elemente  derselben  entstehen,  von  leicht  zu  be- 
stimmenden Zeichen  abgesehen,  aus  den  Elementen  der  funda- 
mentalen Determinante,  indem  au  Stelle  von 

® gesetzt  wird:  ? 

1)  I)  + 1)  I 

wobei  g',  ()'  so  gewühlt  ist,  dass: 

eine  ungerade  Zahl  ist.  Damit  sind  diese  Fälle  erschöpft. 

Wir  haben  bisher  angenommen,  dass  die  Glieder  der  ersten 
Horizontal-  und  Vei"ticalreihe  in  einer  jeden  der  beiden  Deter- 
minanten das  positive  Zeichen  besitzen.  Sehen  wir  davon  ab,  so 
ergeben  sich  eine  Fülle  weiterer  Mögliehkeiteu , aus  welchen  wir 
die  folgenden  herausgreifen.  Die  Determinante  der  Grössen 
i soll  die  angegebene  Eigenschaft  beibehalten,  in  der  Deter- 
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minante  der  Grössen  i A'r  denken  wir  uns  die  Horizontalreihen 
in  beliebiger  Weise  mit  — 1 multiplicirt.  Für  die  Producte  der 
beiden  Determinanten  mit  den  Elementen  i und  i A'r  können 
sich  dann  wesentlich  neue  Resultate  nicht  ergeben.  Anders  ge- 
staltet sich  die  Sache,  wenn  wir  uns  die  Verticalreihen  der 
Determinante  mit  den  Elementen  i Ar  mit  — 1 multiplicirt 
denken.  Hierbei  ergeben  sich  im  Ganzen  2*  Möglichkeiten,  von 
denen  aber  je  zwei,  in  denen  die  entsprechenden  Verticalreihen 
sämmtlich  mit  dem  entgegengesetzten  Zeichen  multiplicirt  sind, 
nur  zu  unwesentlich  von  einander  verschiedenen  Resultaten  führen 
werden.  Wir  können  daher  annehmen,  dass  die  erste  Vertical- 
reihe  mit  dem  positiven  Zeichen  versehen  ist  und  erhalten  dem- 
gemäss 2'’  mögliche  Fälle.  Unter  diesen  giebt  es  2®  Fälle,  in 
denen  die  Zahl  der  negativen  Zeichen  eine  gerade,  ebenso  viele, 
in  denen  sie  imgerade  ist.  Wir  behalten  nur  die  erste  Categorie 
bei  und  auch  von  diesen  wollen  wir  nur  diejenigen  in  Betracht 
ziehen,  die  den  von  uns  angegebenen  und  behandelten  acht 
Zeichenanordnungen  entsprechen,  deren  Anzahl  also  auch  acht  ist. 
Dann  folgt  leicht,  dass,  wenn  wir  eine  bestimmte  Wahl  treffen 
und  diese  durch  die  unteren  Indices  h"  bezeichnen,  dass  daun 
die  Horizontalreihen  der  Determinante  mit  den  Elementen  ± A'r, 
die  wir  durch: 

{(■) 

bezeichnen,  übergehen  in: 


Damit  sind  aber  wiederum  alle  Schwierigkeiten  gehoben. 
Multipliciren  wir  die  acht  Determinanten  mit  den  Elementen 
i A^,  mit  den  acht  Determinanten  mit  den  Elementen  i Ar, 
die  zu  der  Anordnung  h"  gehören,  so  erhalten  wir  29  Anord- 
nungen, die  aus  den  vorhin  angegebenen  entstehen,  indem  an 
Stelle  der  Elemente 

g 

die  Elemente: 

g 

1,  + Ä" 

gesetzt  werden.  Genau  so  kann  in  allen  acht  Fällen  verfahren 
werden,  so  dass  wir  im  Ganzen  8 • 29  Anordnungen  erhalten. 

Math.-phyi.  Classe  IDOl.  U 
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Martin  Krause: 


Es  zeigt  sich,  dass  unter  ihnen  nur  35  neue  Determinanten  ent- 
halten sind,  die  aus  der  fundamentalen  entstehen,  indem  an 
Stelle  der  Elemente: 

0 

i) 

die  Elemente: 

0 + fl' 

^ + 1)' 

gesetzt  werden,  wobei: 

ist  — mit  Ausnahme  der  Characteristik  Null.  Im  Ganzen  er- 
halten wir  also  64  Deferminauteu,  die  alle  aus  der  fundamentalen 
entstehen,  indem  an  Stelle  der  Elemente: 

fl 

f) 

die  Elemente: 

0 + 0' 

gesetzt  werden,  wobei  nunmehr 

0' 

r 

eine  beliebige  t'haracteristik  bedeutet.  Auch  hier  haben  wir  von 
einfachen  Zeichenschwierigkeiten  abgesehen. 

Die  Resultate,  die  wir  auf  diesem  Wege  erhalten  haben, 
enthalten  die  Resultate  des  zweiten  Paragraphen  in  der  citirten 
Arbeit  als  specielle  Fälle  in  sich.  Wir  kommen  zu  ihnen,  wenn 
wir  den  Grössen  und  Ai-  die  seiner  Zeit  angegebenen  Werthe 
beilegen. 

Die  ganze  Formenmannigfaltigkeit,  die  sich  beim  Multipli- 
cü’en  zweier  beliebigen  orthogonalen  Systeme  mit  den  Elementen 
i Ar,  i Ar  ergiebt,  ist  freilich  mit  dem  bemerkten  keineswegs 
erschöpft,  da  die  Verticalreihen  noch  in  mannigfacher  Weise  mit 
— 1 multiplicirt,  ferner  die  Reihen  verschoben  und  die  acht 
Systeme  der  dritten  und  vierten  Categorie  mit  in  den  Bereich 
der  Betrachtungen  gezogen  werden  können.  Auch  in  diesen 
Fällen  werden  sich  durch  specielle  Annahmen  über  die  Grössen 
Ar  und  Ar  Thetarelationeu  ergeben  müssen.  Es  würde  die  Auf- 
gabe dieser  ^littheilung  überschreiten,  hierauf  näher  einzugehen, 
es  möge  nur  bemerkt  werden,  dass  Herr  J.vhnke  einer  freund- 
lichen brieflichen  Mittheilung  zu  Folge  auf  diesem  Wege  that- 
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sächlich  zu  Thetarelationen  gelangt  ist.  Herr  Jahnkk  multipli- 


cirt  die  beiden  Determinanten  mit 

einander: 

1 

— 2 

— 3 

4 

5 

6 

— 7 

8 

2 

1 

— 4 

— 3 - 

- 6 

5 

8 

7 

3 

4 

1 

2 

7 

— 8 

5 

Ö 

4 

— 3 

2 

— 1 

8 

7 

6 — 

5 

— 5 

6 

— 7 

8 

1 

2 

3 — 

4 

6 

5 

— 8 

— 7 

2 

- 1 

— 4 — 

3 

7 

— 8 

- 5 

6 - 

- 3 

— 4 

1 — 

2 

8 

7 

6 

5 - 

- 4 

3 

— 2 — 

1 

und; 

1' 

2' 

- 3' 

4' 

5' 

6 ' 

r 

8' 

— 2' 

1' 

4' 

3' 

6' 

- 5' 

— 8' 

7' 

3' 

-4' 

1' 

2'  - 

- 7' 

— 8' 

5' 

6' 

4' 

3' 

2' 

- 1' 

8' 

— 7' 

6' 

-5' 

-5' 

— 6' 

i 

8' 

1' 

2' 

3' 

- 4' 

6' 

- 5' 

- 8' 

7' 

2' 

- 1' 

-4' 

- 3' 

— 7' 

8' 

- 5' 

6'  - 

■ 3' 

- 4' 

r 

— 2' 

8' 

7' 

6' 

5'  - 

4' 

3' 

- 2' 

- 1' 

Wendet  man  dann  die  Fonnein  der  quadratischen  Transformation 
der  Thetafunctionen  von  drei  Argumenten  an,  so  ergiebt  sich 
ein  orthogonales  Vierundsechszigersystem  filr  die  Thetafunctionen 
von  3 Argumenten,  in  welchem  sämmlUclie  64  Thetas  auftreten 
und  jeder  Coefficient  die  Summe  von  4 Thetaproducten  darstellt. 


Uruckfertig  erklärt  SS.  V 1901.] 
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Wilibald  Beichardt  in  Dresden:  Uehn  Systenu;  von 

JJi/j'fTmtialyleichmu/m  zweiter  Ordnung,  die  mittels  hypereUiptischer 
Funktionen  integrirhar  sind. 

Bei  der  Behandlung  von  Problemen  der  Dynamik,  ins- 
besondere auch  der  Hydrodynamik,  ist  man  bereits  wiederholt 
zu  DifiFerentialgleichungen  gelangt,  die  mit  Hilfe  von  hyperelliptiscben 
Funktionen  integrirt  werden  können.*)  Mit  Recht  hat  sich  daher 
die  Aufiiierksamkeit  der  Mathematiker  der  Theorie  solcher  Differen- 
tialgleichungen zugewendet.*)  Insbesondere  schien  es  bei  der 

1)  Vergl.  z.  B.  Wkbkr,  H,  „Anwendung  der  Thetafunktionen  zweier 
Veränderlicher  auf  die  Theorie  der  Bewegung  eines  festen  Körpers  in 
einer  Flüssigkeit“,  Math.  Ann.  XIV,  173 — zo6,  1879.  — Kowalkvski,  S. 
„Sur  le  Probleme  de  la  rotatiou  d’un  corjrs  solide  autour  d'un  point 
tixe“.  Acta  Math.  XII,  177 — 232,  1889;  „Sur  une  propriete  du  Systeme 
d’cquations  differentielles  qui  definit  la  rotation  d'un  corps  solide 
autour  d’un  point  fixe“.  Acta  Math.  XIV,  81  — 93,  1890.  — Koettkr,  Fr. 
„Ueber  die  Bewegung  eines  festen  Körjrers  in  einer  Flüssigkeit“, 
Sitzungsber.  der  Kgl.  Preufs.  Akad.  der  Wissensch.  1891,  47 — 56  und 
Journ.  für  die  reine  und  angew.  Math.  CIX,  51 — 81  und  89  — 111,  1892; 
„Sur  le  cas  traite  par  M"“'  Kowalkv.ski  de  rotation  d’un  corps  solide 
pesant  autour  d’un  point  fixe“.  Acta  Math.  XVII,  209 — 264,  1893;  „Die 
von  Steklow  und  Liaci  now  entdeckten  integrablen  Fälle  der  Bewegung 
eines  starren  Körpers  in  einer  Flüssigkeit“,  Sitzungsber.  der  Kgl. 
Preufs.  Akad.  der  Wissensch.  1900,  79 — 87. 

2)  Siehe  z.  B.  Caspaky,  F.  „Sur  une  nouvelle  möthode  d’exposition 
de  la  theorie  des  fouctions  th?ta,  et  sur  un  theoreme  ölenientaire  relatit 
aux  lönctions  hyperelliptiques  de  premiere  espece“,  Comptes  rendus 
(JXI,  225 — 227,  1890;  „Siu:  une  methode  ölementaire  pour  etablir  le» 
equations  differentielles  dont  les  fouctions  theta  forment  les  integrales-, 
Comptes  reudus  CXIl,  1120 — 1123,  1891;  „Sur  deux  systemes  d’equations 
diö'öreutielles  dont  les  fouctions  hyperelliptiques  de  premiöre  especc 
forment  les  integrales“,  Comptes  rendus  CXIl,  1305—1308,  1891 ; „Sur 
une  nouvelle  maniere  d’ötablir  les  relations  algebriques  qui  ont  lieu 
entre  les  lönctions  hyperelliptiques  de  premiöre  espece“,  Ann.  de  l’Fc 
Norm.  ^3;,  X,  253—294,  1893.  — Koettkh,  Fh.  „lieber  eine  Darstellung 
der  Richtungscosinus  zweier  orthogonaler  Coordinatensysteme  durch 
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hohen  Bedeutung,  zu  der  die  durch  elliptische  Funktionen 
integrirten  LAMK-llERMiTE’schen  und  PicAUD’schen  Differential- 
gleichungen in  der  Physik  gelangt  sind,  von  Interesse,  die  ent- 
sprechenden vermittelst  hyperelliptischer  Funktionen  integrirbaren 
Systeme  von  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  aufzusuchen 
und  ihre  Theorie  zu  begründen.  Die  nachstehenden  Betrachtungen 
sollen  die  bereits  vorliegenden  Arbeiten  dieser  Art')  in  ähnlicher 
Weise  ergänzen,  wie  die  Note  des  Herrn  M.  Krause  „Ueber 
eine  Klasse  von  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  welche 
durch  elliptische  Funktionen  integrirbar  sind“  (Sitzungsber.  der 
Kgl.  Preufs.  Akad.  der  Wissensch.  igoo,  258 — 268)  die  früheren 
Untersuchungen  über  PiCARu’sche  Differentialgleichungen  ver- 
vollständigt und  verallgemeinert;  es  soll  also  über  die  Zahl  der 
scheinbar  singulären  Punkte  keinerlei  einschränkende  Voraus- 


Thetafunktionen  zweier  Argumente,  welche  die  Lösungen  mehrerer 
Probleme  der  Mechanik  als  Spezialfillfe  umfaf'st“,  Sitzungsber.  der 
Kgl.  Preufs.  Akad.  der  Wissensch,  1895,  807 — 814  und  Joum.  für  die 
reine  und  angew.  Math.  CXVI,  213 — 246,  1896.  — Jahnke,  E.  „Ueber 
ein  allgemeines  aus  Thetafunktionen  von  zwei  Argumenten  gebildetes 
Orthogonalsystem  nnd  seine  Verwendung  in  der  Mechanik“,  Sitzungsber, 
der  Kgl.  Preufs.  Akad.  der  Wissen.sch.  1896,  1023  — 1030  und  Journ. 
für  die  reine  und  angew.  Math.  CXIX,  234 — 232,  1898;  „Uet)er  einen 
Zusammenhang  zwischen  den  Elementen  orthogonaler  Neuner-  und 
Sechzehnersysteme“,  .Journ.  für  die  reine  und  angew.  Math,  CXVTII, 
224 — 233,  1897;  „Nouvelles  expressions  des  älements  d’un  Systeme 
orthogonal  par  les  fonctions  theta  de  deux  arguments  et  leur  application 
ä la  Dynamique“,  Comptes  rendus  CXXVT,  1013—1016,  1898. 

i)  Picard  et  Ai>pei.l  „Sur  ceitaines  equations  differentielles  liueaires 
simultanees  aux  deriväes  partielles“,  Comptes  rendus  XCII,  692 — 695, 
1881.  — Kracse,  M.  „Sur  les  fonctions  quadruplement  pi^riodiques  de 
deuxieme  et  de  troisieme  espece“,  Journ.  de  Math.,  fonde  par  Liouville 
(4),  in,  87 — 107,  1887;  „Sur  les  systemes  d’^qiiations  differentielles 
auxquels  satisfont  les  fonctions  quadruplement  periodiques  de  socon<le 
espece“,  Comptes  rendus  CXXVI,  1086— !o88,  1489—1492,  1618—1621, 
1898;  „Lieber  Systeme  von  Differentialgleichungen,  denen  die  vierfach 
periodischen  Funktionen  zweiter  Art  Uenüge  leisten“,  Ann.  di  Mat. 
(3),  I,  265—282,  1898;  „Lieber  verallgemeinerte  LAME-HEKsiiTE’sche 
Differentialgleichungen  für  den  Fall  zweier  veränderlichen  Gröfsen“, 
Ber.  der  Kgl.  Sächs.  Ges.  der  Wissensch.  1898,  192 — 206  mid  231 — 245; 
„Ueber  Systeme  von  Differentialgleichungen,  denen  vierfach  jicriodische 
Funktionen  Genüge  leisten“,  Transactions  of  the  Anieric.  Soc.  I, 
287 — 292,  1900.  — Jar.vke,  E.  „Nene  Methode,  zur  Herleitung  der 
Differentialbeziehungeu  für  die  Thetafunktionen  von  zwei  Argumenten“, 
Ber.  der  Kgl.  Sächs.  Ges.  der  VV’issensch.  1900,  140-  151. 
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Setzung  gemacht  werden.  Ebenfalls  in  üebcreinstimmung  mit 
der  genannten  Arbeit  des  Herrn  Krause  werden  dabei  diejenigen 
Methoden  benutzt,  von  denen  Herr  L.  Fuchs  in  seiner  Note 
„lieber  eine  Klasse  von  Differentialgleichungen,  welche  durch 
AnEL’sche  oder  elliptische  Funktionen  integrirhar  sind“  (Nachr. 
von  Mer  Kgl.  Ges.  der  Wissensch.  zu  Göttingen  1878,  ig — 32, 
vgl.  auch  Ann.  di  Mat.  (2),  IX,  25 — 34,  1878)  Gebrauch  ge- 
macht hat,  und  die  ihren  Ausgangspunkt  von  solchen  Differential- 
gleichungen nehmen,  deren  Coefficienten  rationale  Funktionen  der 
unabhängigen  Veränderlichen  sind. 


§ I.  Ueber  eine  besondere  Klasse  von  linearen  homogenen 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  deren  Coefüiienten  rationale 
Funktionen  einer  unabhängigen  Veränderlichen  z sind. 


ln  der 
Ordnung 


linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter 


(.)  m g + (i«'w  - ^ «(,))  g - } ® z 


bedeuten 


-?'■(«)  = »'o  - ^>i)  («  - h)  («  - h)  - h)  («  - h) 

F(z)  = {e  — b,)'»  {e  — (z  — b,.'/. 

gegebene  Funktionen  derart,  dass  alle  J<j  von  einander  verschieden, 
und  dass  alle  b*.  von  einander  und  von  allen  kj  verschieden 
sind.  F(z)  habe  den  Grad  11,  so  dass  also 


<'l  + Cj  H h «r  = » 

ist.  Ferner  sei 


N(z)  = (z  — bj)  (z  — bj) (z  — b,), 

und  If{z)  bedeute  eine  noch  näher  zu  bestimmende  ganze  rationale 
Funktion  {v 3)ten  Grades  von  z. 

Sieht  man  zunächst  noch  von  der  Forderung  ab,  dass  H[z) 
eine  (/anzr  Funktion  von  z ist,  so  wird  einer  Gleichung  von  der 
Form  (i)  genügt  durch  die  beiden  linear  unabhängigen  Integrale 

(■^)  Z — ya(z)e~  J ^ 

wobei  G(z)  eine  beliebige  rationale  Funktion,  c eine  beliebige 
Constante  und  

V ,s  = y'/f(z) 
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ist  In  der  Thal:  Berechnet  man  die  Diflerentiahiuotienten  dieser 
Funktionen  Z und  trägt  ihre  Werthe  in  die  linke  Seite  von  (i) 
ein,  so  erhält  man  einen  Ausdruck  von  der  Form  der  rechten 
Seite,  und  zwar  ergiebt  sich,  dass  // (z)  bei  gegebenem  G (z)  und 
c die  durch  die  folgende  Gleichung  definirte  rationale  Funktion 
sein  muss: 


G\zY 

ö{zy  “ r \z)G(z) 


G\z) 

G(z) 


+ 4c* 


F,zy 

0{zy' 


Von  dieser  Grundlage  aus  gelingt  es,  die  folgende  Aufgabe  zu 
lösen:  . 

Man  soll  eine  ganze  rationale  Funkiion  ll(z)  rom  Grade 
V + 3 und  eine  ganze  rationale  Funktion  G{z)  ton  gegebenem  Grade 


(4) 


»I  > n — 1 


mul  mit  einem  der  posiHcen  Einheit  gleichen  Coeffeienten  eon  z™ 
hcrechnen  derart,  dass  die  beiden  Funktionen  (2)  Integrale  der 
iJiff'ernttialgltichung  (1)  sind. 

Zu  diesem  Zwecke  löse  man  (3)  auf  nach  4 c®,  diflerentiire 

Fuy 

nach  z und  multiplicire  mit  57^'  dadurch  erhält  man 


(5) 


+(4B»_2^7f'(z)  + 

-( 


F(z) 

I'\z) 

:iF(zy— Ftz)  F"(z) 


dH}{z) 

dz‘‘ 


if(z)\  dGlz) 


1 

N{z) 


F(zy 

1 iV(z)  H(z)  F(z)  H{zl 


N(zy 


I(z)A{z))  ''  > 


Wenn  also  die  Constante  c in  (2)  keinen  bestimmt  vor- 
gegebenen AVerth  hat,  sondern  willkürlich  gelassen  wird,  so  ist 
die  obige  Aufgabe  identisch  mit  der  anderen,  eine  Funktion 
(v-f  3)ten  Grades  IHz)  aufzusuchen  von  der  Eigenschaft,  dass 
die  DiflFerentialgleichung  3.  Ordnung  (5)  integrirbar  wird  durch 
eine  ganze  rationale  Funktion  G{z)  von  gegebenem  Grade  (4), 
die  ebenfalls  zu  bestimmen  ist. 

Hierzu  hat  man  (5)  noch  in  passender  Weise  umzuformen. 
Man  multiplicire  mit  2N{zf  und  beachte,  dass 


M{z)=m  = 
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eine  als  bekannt  anzusehende  ganze  rationale  Funktion  (v  — Ijten 
Grades  von  z ist.  Auf  diese  Weise  findet  man,  dass  die  ge- 
suchten Funktionen  //(r)  und  G(^)  der  folgenden  Identität 
genügen  müssen; 

|-  2X(e)  ILz)  G'{z)  — \N(z)  H\z)  -(2M{z)  + A'W)  7/(^i]  Ct<z) 

+ 2 N{z)*  Jt{z)  G'"(z)  + 3 lt'{z)  - 2 ^^z}  J{  z)]  G"(z) 

]i"{z)  - iM{z)  y(z)  J/iz)  + 2 {2M{z)*+M(,z)  N'(z) 
M'(z)  N(z))  ÄWJ  G'{z)  = 0. 

Setzt  man  hier 

vH-  3 m 

G{z)  (g^  = 1) 

0 0 

und  trägt  man  ebenso  für  die  bekannten  Funktionen  A’(/) 

und  H{z)  ihre  Entwickelungen  nacb  fallenden  Potenzen  von  z 
ein,  so  erhält  man  durch  Nullsetzen  der  Coefficienten  von 
,„  + g,.  + s .m  + a.-1-l  ...gl  -0 

m + 2i'  -p  3 Gleichungen  (7)  zur  Berechnung  der  m -)-  r>  + 4 
Unbekannten 

ho,  hl,  ■ ■ ■ //,  +3,  gi,  gi,  ■ ■ ■ g,n- 

Die  eisste  dieser  Gleichungen  liefert 

ho  = «/()«  — 2 n -f  3)rfl. 

Man  kann  es  also,  ausser  in  den  Fällen  « = 0 und  « = 1,  durch 
Wahl  von  m stets  dahin  bringen,  dass  h^  = 0 und  also  der  Grad 
von  II (z)  auf  v -p  2 herabgedrückt  wnrd;  man  braucht  zu  diesem 
Zwecke  nur  m = 2n  — 3 zu  wählen.  Es  mag  jedoch  im  Fol- 
genden nur  an  der  Bedingung  (4)  festgehalten,  m also  im 
Uebrigen  als  eine  beliebig  gewählte  positive  ganze  Zahl  angesehen 
werden. 

Verlangt  man  nur,  dass  eine  Differentialgleichung  (i)  zwei 
Integrale  von  der  Form  (2)  hat,  so  sind  die  Coefficienten  hj  von 
H(z)  und  gi  von  G(z)  nur  an  die  Erfüllung  der  Relationen  (7) 
gebunden;  hat  aber  die  (’onstante  c oder,  worauf  es  doch  allein 
ankommt,  deren  Quadrat  einen  bestimmt  vorgegebenen  Werth,  so 
müssen  die  genannten  »!  + v + 4 Grössen  auch  noch  derjenigen 
Bedingung  (8)  genügen,  die  man  aus  (3J  erhält,  wenn  man  mit 
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N(/)G(zY  multiplicirt  und  die  Coefficienten  von  ein- 

ander gleich  setzt. 

Die  w»  4"  2v  + 3 Gleichungen  (7 ) sind  nun  aber,  ausser  bei 
F = 0,  niemals  unabhängig  von  einander,  vielmehr  sind  immer  v 
derselben  eine  Folge  der  m + v + 3 anderen,  solange  nur  m an 
die  Bedingung  (4)  gebunden  bleibt.*)  Unter^virft  man  also  die 
IW  + V + 4 Unbekannten  hj  und  ;/,■  den  Relationen  (7),  so  bleibt 
noch  eine  dieser  Grössen  willkürlich;  über  die.se  kann  dann  in 
der  Weise  verfügt  werden,  dass  auch  noch  der  Gleichung  (8) 
genügt  wird,  in  der  c*  einen  gegebenen  W'erth  hat. 

Ergebniss.  Wenn  die  Funktionen  I{{e)  und  F{z)  und  der 
Grad  m von  G{z)  innerhalb  der  angegebenen  Einschränkungen, 
die  Constante  c*  aber  vollkommen  beliebig  gegeben  sind,  so  lässt 
sich  stets  eine  endliche  Anzahl  zugehöriger  ganzer  rationaler 
Funktionen  If(z)  und  G{z)  derart  bestimmen,  <la.ss  die  beiden 
Funktionen  (2)  Integrale  der  Differentialgleichung  ( 1 ) sind. 

Für  das  Folgende  ist  es  nun  von  Bedeutung,  zu  erfahren, 
welcher  Art  die  Nullstellen  einer  so  gefundenen  Funktion  G(z) 
sein  müssen.  Um  dies  zu  untersuchen,  kann  man  auf  der 
rechten  Seite  von  (,5)  die  für  die  Umgebung  einer  solchen  Null- 
stelle gültige  Potenzentwickelung  setzen.  Dabei  sind  2 Fälle  zu 
unterscheiden: 

A.  Es  .sei  z — t eine  i-fache  Nullstelle  von  G{z),  und  t 
verschieden  von  allen  Wurzeln  bt  der  Gleichung  F{z)  — 0.  Dann 
kommt: 


1(2  — t)  /2t6’^’’+9(^) 

(z  — t)*  \g+  l)G''Vf) 


— t) 
z — t 


2rK(«)\  1 

- t 


+ 4c^F{fJ 


/ 2G<*+‘>(t)  2F'(t)\ l_ 

\(T4-l)G''>(t)  )(z  — tf^- 


I 


1)  Wenn  man  von  den  Gliedern  mit  c’  absieht,  so  steigt  in  der 

Identität,  die  man  aus  (3)  durch  Multiplication  mit  erhält, 

z bis  zum  Grade  2m  -j-  v -|-  3 an.  Wenn  also  c"  von  Null  verschieden 
ist,  kann  die  Bedingung  (8)  nur  erfüllt  werden,  falls 

2m  -f  F + 3 ^ 2«  4-  V oder  m n — 1 

ist,  wie  in  (4)  vorausgesetzt  wurde. 

2)  Der  direkte  Nachweis  hierfür  - wenigstens  im  Falle  f = 1 
— soll  demnächst  bei  anderer  Gelegenheit  verötfentlicht  werden. 
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B.  Es  sei  z = h eine  j3-fache  Wurzel  von  G(z')  — O,  wobei 
h eine  e-fadie  Nullstelle  von  F(z')  (und  mithin  eine  einfache 
Nullstelle  von  Niz))  bedeutet,  ln  diesem  Falle  wird 


-gp) 

N{z) 


= R{h)  - 


ß{2e  + 2-ß) 


(z  - b)' 


] 


+ 


+ . _iL_Tr— j__ ....  1 


Da  nun  H(z)  eine  ganze  rationale  Funktion  von  z ist,  so 
darf  II (z)  : F(z)  an  den  Stellen  t gar  nicht,  an  den  Stellen  b 
höchstens  einfach  unendlich  werden.  Beachtet  man  noch,  dass 
nach  der  alle  b betreffenden  Verabredung  J{(b)  von  Null  ver- 
verschieden  ist,  und  ferner,  dass  die  Gleichung  R(z)  — 0 keine 
Doppelwurzel  besitzen  soll,  so  gelangt  man  auf  Grund  der  vor- 
stehenden Entwickelungen  zu  den  folgenden  Ergebnissen: 

I.  Ist  c von  Null  verschieden,  so  muss  G(z)  die  Fonn  haben 

(9)  G{z)  =fl (z  - fi)fl'{z  - ‘ = G,(z)I\ (z)RYz). 

Hier  soll  der  Strich  an  dem  zweiten  Produktzeicheii  an- 
deuten, dass  sich  das  Produkt  nicht  über  alle  v Faktoren  z — 6*, 
sondern  nur  — soweit  es  der  gegebene  Werth  von  m erlaubt  — 
über  beliebig  viele  derselben  erstreckt  und  dass  es  auch  ganz 
wegbleiben  kann.  Ferner  ist 

G'oW  =ri(^-  h)>  = JT 

Alle  in  (9)  vorkommenden  Grössen  t,.  sind  von  einander,  von 
allen  h^.  verschieden,  und  jede  von  diesen 


allen 


und  von 


Grössen  t,-  genügt  der  Relation 

rG'(^,)-i2 


(10) 


) 

wobei  die  Fimktion  dehnirt  ist  durch  die  Gleichung 
F{z)  = i'o(r)F,(r). 

Endlich  erfüllt  jede  von  denjenigen  Grössen  h^.,  auf  die  sich 
n'  bezieht,  die  folgende  Bedingung: 


(11)  4c^=7i’(b*) 


= «(O 


. ^ F,(bkj 
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II.  Ist  c = 0,  SO  besitzt  tr(^j  ilio  Gestalt; 

(12)  G (z)  =JjJ  (z  - kj)  [ij  (z  - liYfJ  * 

= Gjz)i\(zyN^{zy. 


Das  erste  Produkt  erstreckt  sich  bei  einem  geraden  Werthe 
von  m über  o oder  2 oder  4,  bei  ungeradem  m aber  über  1 
oder  3 oder  5 Faktoren  z — ky,  von  dem  letzten  Produkt  gilt 
dasselbe  wie  von  dem  zweiten  Produkt  in  (9).  Flbenso  haben 
jP'liz)  und  Ni(z)  dieselbe  Bedeutung  wie  in  (9),  dagegen  ist  jetzt 


Wiedenun  sind  alle  von  einander,  von  allen  kj  und  von 
allen  bj.  verschieden;  jedoch  ist  diesmal  jedes  t-  an  die  Be- 
dingung gebunden 


2F'(b)  _ 

F(_t)  RQy 


die  man  auch  folgendennassen  schreiben  kann: 

2 _ 2G^^  _ -^Fy^)  _ Ajyj)  _ IV («,.) 

~K(^y  Fy^  ■ 

vvUhrend  für  die  Grössen  kj  und  keinerlei  besondere  Vorschriften 
zu  machen  sind. 

Das  zuletzt  gefundene  Resultat  ermöglicht  cs,  im  Falle 
c = 0 die  Funktionen  //(2t  und  G(z)  auf  einfachere  Weise  zu 
berechnen  als  mit  den  allgemeinen  Relationen  (7I  und  (8).  Da 
man  nämlich  im  Falle  c = 0 nach  (12)  von  vornherein  weiss,  dass 
fr(z)  die  Form  haben  muss,  wo 

= f] 


als  eine  bekannte  Funklion  gelten  kann,  so  hat  man  ausser  den 
Coeffieienten  hj  von  II \z)  nui-  noch  die  Coeffieienten  q-  von 
^(2)  zu  ermitteln.  Dies  aber  gelingt  mit  Benutzung  der  fol- 
genden Identität,  die  man  aus  (3)  ableitet,  wenn  mau  dort 

R{z)  = r(2)  • rj(2),  G{z)  = r{z)<Jizy,  c = 0 
setzt  und  mit  N{z)  • (^{z)  multiplicirt; 

(14)  H (z)  Q{z)  — 4 N (2)  r(z)  i\  (z)Q"  (2) 

4-2[21f(2)r(2)r,(2)  — W(2)(3r'(2)r,  (2)  -f  r(2)r'(2))]()'(2) 

-f-  [ 2 il/  (2)  r ' (2)  Ej  (2)  — ( 2 '1 W + ' j'  J ^ 
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Hier  braucht  man  nur 

f + S /, 

U(z)  =2 h^z'  +>-■',  Qiz)  =2* ('/o  = 1 ) 

0 0 

zu  setzen  und  ebenso  für  die  bekannten  Funktionen  iV'(z), 

r(^)  und  r^{z)  ihre  Entwickelungen  nach  Potenzen  von  z ein- 
zutragen, um  durch  Nullsetzen  der  Coefßcienten  von 

gf,  + r +3^  + r+i^  . . . ^0 

fl -f  1/ -|- 4 Gleichungen  (15)  zu  erhalten  zur  Bestimmung  der 
ft  + V -|-  4 Unbekannten 

/'O)  f'i,  ■ ■ ■ + 3,  'hl  'hl  ■ • • Qh  ■ 


Es  mag  genügen,  diese  Gleichungen  für  2 der  überhaupt 
in  Betracht  konmienden  6 Fälle  anzugeben. 

Ist  erstens 

5 

m = 2 g,  r{z)  = 1,  r,(2)  = lUz) 

0 

so  nehmen  die  Relationen  (15),  wenn  man  noch 


N 


K = i)> 


jifi 


(2)  =^knl^z''  - 1 — * («Io  = n,  nty  = 0) 


setzt,  die  folgende  Form  an: 


('5a)  3-1-1 

0 1 

+ 2(g-t)^[2w*— (g— e-f  ?-f-|-Ä)n*]r^  + ,4.3_,_,_*L,.=0 
0 * 

(Z  = g -1-  e -f  3,  g -f  e + 2,  • • • 0). 

Zweitens  sei 

M = 2 g -f  1,  r{z)  = z — /•, , 

B{z) 


>•1  («) 


z — k\ 


, = * ( e>  =2 ‘ 

0 \ 0 / 
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Führt  man  dann  in  (14)  R{z)  statt  r{z)  ■ r,(r)  und 
Jl'iß)  — statt  r(z)r^(z)  ein,  so  gewinnt  man  die  ge- 

suchten Gleichungen  in  der  Gestalt: 

(15b)  + 

0 0 

— (3  ft  — F-|-  1 -|-?  — 3i-|-  — / — I — — 0 

(i  = ft-+-v-|-3,  ft-f-F-|-2,  0), 

wobei  /y|  die  linke  Seite  von  (15a)  bedeutet. 

Hat  man  nun  im  Falle  c = 0 nach  den  Gleichungen  (7) 
und  (8)  oder  besser  nach  den  Relationen  (15)  irgend  ein  Paar 
Funktionen  //(«)  und  G (z)  berechnet,  die  zu  den  gegebenen 
Funktionen  l{(z)  und  F’(«)  und  zu  dem  gegebenen  Grade  »1  von 
G(z)  in  endlicher  Anzahl  gehören,  so  liefert  die  Formel  (2)  zwar 
nur  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (i),  nämlich 


/ = 1/G(2); 

nach  bekannten  Regeln  findet  man  aber  dazu  sofort  ein  zweites: 


Z 


= Yg(^) 


G(z)s 


g 2.  Zosanmenstellnng  von  Formeln  aus  der  Theorie 
der  hyperelliptischen  Funktionen. 

Um  von  den  Erörterungen  des  vorigen  Paragraphen  zur 
Aufstellung  und  Integration  der  hier  zu  betrachtenden  Systeme 
von  DifiTerentialgleichungen  gelangen  zu  können,  bedarf  man  ge- 
wisser Beziehungen  aus  der  Theorie  der  hyperelliptischen  Funk- 
tionen, die  an  dieser  Stelle  in  aller  Kürze  zusainmengestellt 
werden  mögen. 

Im  Folgenden  sollen,  wie  bereits  in  einer  früheren  Arbeit*), 
die  sechs  ungeraden  Thetafunktioneu  mit  zw'ei  Argumenten  i’j,  i j, 
also  nach  Weierstrass  die  Funktionen 

-ffj4(r)  -ffs(r)  -»o*(v) 
der  Reihe  nach  mit 

&g{v)  ■»3(1’)  &^(v)  ^g(r)  = &{v) 

i)  „üeber  die  Darstellung  der  KuMMEa'schen  Fläche  durch  hyper- 
elliptische Funktionen“,  Nova  Acta  der  Leop.-Carol.  Akad.  L, 
373—483,  1887. 
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bezeichnet  werden,  wonach  die  zehn  geraden  Thetafunktionen  mit 
den  WEiERSTRAsa'schen  Indices 

0 34  Ol  23  2 5 4 12  03  14 

beziehentlich  die  neuen  Indices 

12  13  14  15  23  24  25  34  35  45 


zu  erhalten  haben. 

Im  Interesse  einer  Vereinfachung  der  Formeln  werden  statt 
dieser  Thetafunktionen  hyperelliptisehe  Sigmafunktionen  eingeführt 
durch  die  Gleichungen: 

d’.(r) 

®A'')  = ~C~  ■ 6) 

J 

.(t?) 

ßiiiv) (i,  j = 1,  2,  • • • 5)^) 

ij 


_Ji  H Sm 


fl-. 


0'  = 1,  ‘i  • • • 5) 


7),  = = -tjg  = — »,  7U  = % = « 

C'  = c = - ! (i/A-»  - f.y 


Dabei  bedeuten  Ä’,  /,  wi,  n diejenigen  vier  der  Zahlen 
1,  2,  ■ • 5,  die  von  vei'schiedeu  sind,  während  unter  be- 

liebige Constante  zu  verstehen  sind. 

Definirt  man  ferner  drei  weitere  constante  Grössen  Aj,  A^,  Aj 
durch  die  Gleichungen 

A'a  — A',  '5^84^5  ^4  ~ ^1  _ '^83  '^85  ^ ^83^4 

*.  - *.  “ ’ k,  - A,  “ ’ A,  - A,  = ’ 

so  lassen  sich  die  zwischen  den  Nullwerthen  der  ersten  partiellen 
Ableitungen  der  ungeraden  Sigmalünktionen  bestehenden  Rela- 
tionen auf  die  einfache  Form  bringen: 

öi(»',)o  - iJ  = f = 1,  -’)■ 


i)  Diese  Sigmafunktionen  unterscheiden  sich  von  denen  des  Herrn 
Ki.ki.n  („Ueber  hyperelliptisehe  Sigmafunktiouen“,  Math.  Ann.  XXVIl, 
431 — 464,  1886)  um  einen  Exponentialfaktor. 
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Unter  solchen  Umständen  kann  die  Einführung  neuer  Argu- 
mente M, , «2  statt  «’j,  »j  erfolgen  durch  die  Gleichungen 

Wj  — Ajj  I’i  “I“  .^12 

Mj  = -f  AjjVj  Kv^  = — K^^n^  -1-  ffi,)/, 


(.6) 


K AjjAjj 


Ä„  - ,..,.3,4od.r5^ 

K '•» 

Hier  bedeutet  eine  beliebige  Constante. 

Trägt  man  in  die  Sigmafunktionen  für  t\,  die  sich  aus 
den  vorstehenden  Formeln  ergebenden  Werthe  in  «j,  ein  und 
setzt  dann 

/'z.de,  r^.dz, 

— -j  V 

•^1 = 

= »'o(^  - K){^  - h){.-  - h){^  - - h) . 


so  gelten  die  folgenden  Gleichungen  der  RosENHAm’schen  Para- 
nieterdarstellung 

«(») 


(i8) 


(j)  = 1,  2,  • • • 5) 


“-j(p)  P,P 


ß(v) 


Y(h  - ^>)(^2  - = 1*) 

KP . r s n 

2,  ■•  ■5). 

Hieraus  findet  man  dann  weiter,  wenn  statt  A’,.  — kj  kurz  (i  J) 
geschrieben  wird, 


(i9) 


+ ^2  = K + - 7.^J 

e,  ■ Hi- hf  ■ -l-  kj 


und  ferner  unter  Berücksichtigung  des  sich  aus  (17)  ergebenden 
Differentialzusammenhangs  von  Zj,  "u  "a- 
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(20) 


»I 

»1 


z,dz, 

s, 

dz. 


die  folgenden  Formeln: 

*1  = [-  (^1  - ^)Ai  + («■,  - A-,.)A^1 

'''j  = A l (^ä  - ^V)A,-  - (^i  - A-,)A_,.] 

(21)  j j 

*1  ^ ^j)  (^'l  ^'i) 

2iSs=  p-  r-  (2)i  - ^)B,  + - '’OBy]) 


B, 


wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  ist 

A = 

• d»i  o’t»)  ’ 

Eine  blosse  Folge  hiervon  sind  die  Relationen 

*iJ-  **  = y (A  - A,) 

z.  — z.  (in  ' > 


CU,  o*(r) 


(22j 


2.  (ij) 

= A (A-,A^.  - A:  A,.)  = A (B.-  - B,) 

z,  \ > J ) o (,J)  V • J 

^*S,  + Z‘S,  1 , 

J_1  T_lJ.  = .L  (k.Bi  - A-..B,) . 


Zum  Schlüsse  dieser  ersten  Gruppe  von  Formeln  mag  noch 

eine  Darstellung  hyperelliptischer  Integrale  zweiter  Gattung 

durch  Sigmafunktionen  angegeben  werden,  zu  der  man  kommt, 

A -ikr  1 w ■ ö*logfl(c)  , d'\oge(jv) 
wenn  man  in  der  üblichen  Weise  — und  ^ ■ durch 

c uj  Cu,  du, 

Sigmafunktionen  und  dann  mit  HUfe  von  (19)  durch  z^,  aus- 
drüekt,  daraus  aber  unter  Benutzung  von  (20)  das  vollständige 

Diflferential  von  ~ ~ berechnet.  Man  findet 

(23)  { Ig(«)  = - („J , 4.  A-„  + A-J«, 

-^24  ^ "i  7 
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wo  (m,,  den  Nullwerth  des  zweiten  partiellen  Differen- 

tialquotienten nach  M,  und  derjenigen  Funktion  («)  be- 
deutet, die  aus  024(11)  hervorgeht,  ,wenn  man  für  Uj,  ihre 
Werthe  (16)  einsetzt. 

Die  noch  weiter  erforderlichen  Formeln  aus  der  Theorie  der 
hyperelliptischen  Funktionen  sind  dadurch  charakterisirt , dass  in 
ihnen  ein  algebraischer  Parameter  t nebst  einem  der  beiden  zuge- 
hörigen Werthe  s{t)  von  y vorkoiumt.  Statt  dessen  können 
auch  die  beiden  transcendenten  Parameter 


(24) 


oder  auch  die  Werthe  Uj,  von  (q,  t’j  auftreten,  die  nach  (16) 
zu  diesen  besonderen  Werthen  a,,  von  iq,  iq  gehören.  Nach 
( 1 8)  können  dann  diese  Grössen  «j , a,  unabhängig  von  , «j 
und  von  i,  s{t)  auch  dadurch  definirt  werden,  dass  sie  der 
Relation  genügen 

(Tj(aj,  a^)  = 0. 


Umgekehrt  kann  man  natürlich  t,  s(l)  durch  «j  (oder 
aj,  Oj)  ausdrücken;  denn  nach  (19)  und  (21)  hat  man: 


(25) 


s(t): 


«yW 

(‘ij)  ß\a) 

1 c|(«)  _ 

L(2yj*  ff’(a) 


a ®|(«) 

ä«,  c’(a) 


(J  =ss  3,  4 oder  5) 


Zunächst  mag  t verschieden  von  allen  Ay  vorausgesetzt  werden. 
Indem  man  dann  dem  Gedankengange  des  Herm  Khavse  in 
seiner  anfangs  citirten  Arbeit  in  diesen  Berichten  folgt,  gelangt 
man  zu  den  nachstehenden  Ergebnissen: 


(26) 


((.q-0(.^s-0  = 


J Tlf» 

(2D(23)(24)(25) 


Math.-pbye.  Clasae  1901. 


u) 


10 
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(27) 


— h»t 


S(t) 


(pi'u.  a) 


(p(u,  a)  - + 2wi«i  + 2w,«s 

cloga(a)  ?logo(a)  1 d ®;(“) 

~ ca,  ' “*  ~ ca,  2{2j)da,  c’(a) 


(28) 


>''(27-  ÖC'T  - 0 e * L J f'.  - y *.  J - Oh } ^ fp  ± 

OCu,  a)  = + 

^ ’ ' a(v)a{a) 


(29) 


f r2ii(t)  + (2,  - pR(t)  + (^»  - 

J («1  — <)’».  ‘ J — <)’*s  * 

I = x(u,  a) 

- (11  a)  = — ‘>  + (<•  — «)  _ o glogfft(t'  + q)g8(t>-«) 

+ «1)0  + «2)o-»'24(0]''l 

+ «ä)o  + *<2)0  + 

+ (l'l  + *^3  4-  K - 20»"24(0  - »"iSsiO]  »2 


= rJt  — k^(t  ■ 


Mit  Hilfe  der  bisher  angegebenen  Formeln  ist  es  möglich, 
für  jeden  Werth  von  h Funktionen  2/^  von  u^,  «j,  et, , zu  be- 
rechnen derart,  dass 

- r— “) 

J (^.  - t/s.  J - <)*», 

wird.  Denn  aus  (23),  (17),  (27)  und  (29)  entnimmt  man  un- 
mittelbar 


(30) 


a)  = ig(u)  — 2 tu,  + 1^1*2 

a)  = M, 

Jo{u)  = M, 

^l(»l  “)  = ,,lt)  <)“(.“>  «) 

^2(».  “)  = “)]• 


Hieraus  aber  berechnet  man  alle  weiteren  Funktionen  J,,  mit 
Hilfe  einer  Recursionsfonuel , die  man  auf  die  bei  solcher  Ge- 
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legenheit  übliche  Art  ableitet,  indem  man  zunächst  das  Differen- 
tial des  Quotienten  • - — - bildet.  Entwickelt  man  J{(s)  nach 

(z  — ^ 

Potenzen  von  z — ti 

0 

so  führt  dieser  Weg  zu  der  folgenden  Gleichung: 

(2/j  - 2)r^(t)J^{u,  u)  + {'2h  - o) 

+ ••••  + (2/i  — 7)j-q(/)^a  — $(«1  «)  + Pa(«,  a)  = 0, 

wobei  (w,  o)  diejenige  Funktion  bedeutet,  die  man  erhält, 
wenn  man  den  Bruch 


~ (^i  ~ 

[(z,  — t){z,  — «)]*-> 


vermittelst  der  Formeln  (19),  (21),  (25)  und  (26)  durch 
a,  ausdrückt. 

Schliesslich  mag  noch  eine  Formel  Platz  finden,  die  sich  auf 
den  Fall  bezieht,  dass  t gleich  einem  Nullwerth  kj  von  K{z)  ist; 


(32) 


dr,  /*  dz, 

— kjf,  ~ J (z,  — kj)s. 


B'ikj) 


Xj(») 


0 =1,  2,  . ..  5) 


Z>(«)  = — 4A:^ 


b log  Bj{v) ^ d log  ej{v) 

bu^  CU, 


^„.(^11  ”a)o  + "a)o  + 

• H“  (^'1  "t“  ^'3  "h  ^5  “i  • 


Diese  letzte  Formel  entsteht  übrigens  unmittelbar  aus  (29),  wenn 
man  dort  t = kj  setzt. 


§ 3.  Uebergang  zn  Systemen  von  DifTerentialgleiehnngen  2.  Ordnnng, 
die  vermittelst  hyperelliptischer  Funktionen  integrirbar  sind. 

Hat  man  nach  den  Relationen  (7)  und  (8),  beztl.  im  Falle 
c = 0 nach  den  Formeln  (15),  zwei  Funktionen  H[z)  und  G(z) 
berechnet,  die  zu  der  Funktion  R{z)  des  vorigen  Paragraphen, 
zu  irgend  einer  Funktion  F{z)  von  der  in  § i angegebenen  Art, 

10* 
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ZU  irgend  welchem  der  Relation  (4)  genügenden  Werthe  von  tu 
und  zu  irgend  einem  Werthe  von  c gehören,  so  besitzt  das  System 
der  beiden  Differentialgleichungen 


(33)  (s-^  W ^ 

nach  den  Erörterungen  des  § i im  Falle  c =4=  0 die  beiden 
Funktionen 

, --  „r 

(34)  Z,  ==  «(«.)•.  J ö('..)»,J 

(I  = 1 , S i I,,  = - 1 , + 1) 


und  im  Falle  c ==  0 die  beiden  Funktionen 


(35) 


Z,  =Vg(^,)G(z,) 


VG(z,)G(z,) 


F{z,)d^ 


als  linear  unabhängige  Integrale. 

Führt,  mau  jetzt  in  (33)  statt  ?j,  die  durch  (20)  de- 
finirtou  Argumente  der  hyperelli|)tischen  Funktionen  als  neue 
unabhängige  Veränderliche  ein,  so  erhält  man  zunächst 


»ö'Z  (7*Z , c'Z 

' bu\ 


e,  fl, 


F^,) 

FM 


F'M  dX  __  iH(z,) 
F{z,)  du,  *N(z^) 


h) 


oZ^ 

du. 


+ 2z.J~-  + 

' -cu,cu,  ' 


^Z 

dul 


+ ( 


F(z,) 


Sä 


\ az 

/du. 


I „ F (z,)  aZ  H{z,)  „ 

F(z,)  du,  *N{z,)^- 


Um  z, , «j  vollständig  zu  beseitigen,  combinire  man  diese  Gleichungen 
in  geeigneter  Weise  und  setze 


F'(z) 

F(z) 


mz) 

m 


^t  + s 


(ßo  = Ä0> 


Auf  solche  Weise  gewinnt  man  das  folgende  System  von  zwei 
Differentialgleichungen  mit  den  unabhängigen  Variablen  «j,  «j! 
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(36) 


(“^l  1 ^9 ) > — 9 1“  2 ^ A I ^ - A«  ?: = . \»Z 

^ ‘ ' cu^^u^  ^cu^  ^cut  * ^ 


'cu,du. 


8'^  _ y ^ _ y _ ly  y 

'1  o ■*  1 n ' A ^ Ä 


d ii\  cul  Uj 


'e?u. 


4 


€t,h 


} 'V7 pi^i  + I 

(Z.  - h)  (z.  - 6,)  L Z.  - z.  z.  - zj 

x,=  y*^ — 

^ (z,  - 6*)  (z,  — &*)  L Z,  — Z,  * z,  — z,J 

+ •^j)  4*  (^1  + ^»)  + -ß* 

“■2(V 


Bi  + 3 

6»)  (^s  - ^*) 


ri  = («-  i)Vi_±i>*«  + 

» 

+2 


(^i  — <'*)  (*■>  — h) 


rzjs,  4-zfs,  _ 
L z,  — z, 


z,*!  +z,s, 


] 


B, 


y _ V f* _ ,, 

* ^ i^l—  6*)(^.  - ^)L  ^^1  - ‘ 2l  - J 

= -»0^1^»  (^1  + «*)  + 

2'  Ä + 3 (z,  + Zi  — _ 

(^1  —h)  (^t  — ^t)  ' 

Hier  hat  man  sich  die  Grössen 


‘i4*2  t 


^1^2  1 


S.  + «, 

Z,-Z,  ’ 


z,a,4-z,«, 

Zl  - z,  ’ 


4*L±i!'’t 
z,  — z,  ’ 


(‘1 ^*)  (^J ^'i) 


3urch  die  unter  (19),  (22)  und  (26)  angegebenen  Ausdrücke  in 
“ij  «2  «fsetzt  zu  denken. 

Um  zwei  linear  unabhängige  Integrale  des  Systems  (36)  zu 
ßnden,  hat  man  nur  die  Integrale  (34)  beztl.  ( 35)  des  Systems  (33') 
*ls  Funktionen  von  Mj,  Mj  darzustellen. 

I.  Fall.  c=4=0. 

Hier  ist  zu  beachten,  dass  nach  (9)  C!(z)  die  Form  hat 


= [J(^  — ><)  i7  ^ ‘ = G^(z)F,(z)N,(z) . 
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S^tzt  man  also  noch,  wie  schon  früher, 


F\  z)  - Fg(z)  ■ f\U) , 

so  erhält  man 

F(z)  _ F,{z) 

G{z)  G.(z)A\(r)’ 


Weiter  muss  berücksichtig  werden,  dass  man  nach  ( l o)  und  ( 1 1 ) 
setzen  kann: 


C — sy}.)  2F„(y  — ’ 


(6*1 


FU, 


A.  Ist  nun  m > w,  so  kann  ohne  weiteres  in  Partial- 

fr  Z) 

brüche  zerlegt,  werden,  worauf  man  erhält 


r V -I-  'S* ' 

G(z)  ^ 2{z  — ti)  2(z  — 6*) 


Diese  Entwickelung  ist  in  (34)  einznsetzen.  Dann  findet 
man  mit  Benutzung  von  (28)  die  folgenden  beiden  Integrale  des 
Systems  (36): 

137)  , 

j Zj  ® (*^ ) — o*‘^) ® (" > — ' . 

Hier  bedeuten  ct^'l  die  beiden  zu  s(t.)  nach  (24)  ge- 
hörigen Parameter,  während  cf*J,  ebenso  von  bi,  s(bi')  ab- 
hängen. 

B.  Ist  m = n,  so  gehe. man  aus  von  der  Identität 

FW  _ FJß)  - G„(z)N,(z) 

G{z)  ^"1"  ■ G.W.V.W 


und  entwickele  den  Quotienten  rechter  Hand  in  Partialbrüche. 
Dann  gewinnt  man  unter  Berücksichtigung  von  (17)  zwei  Inte- 
grale des  Systems  (36)  in  folgender  Gestalt; 

(37  a)  Z',’*)  = e - '"«Z, , ZW  = e'">Zj  , 

falls  Z,  und  Z„  dieselben  Funktionen  bedeuten  wie  in  (37). 


I)  Das  Vorzeichen  einer  ersten  Quadratwurzel  s(t,)  = yF(f,)  oder 
= yi{(h^)  kann  hier  beliebig  gewählt  werden;  unter  jedem 
weiteren  s(t,)  und  s{b^)  ist  aber  derjenige  Wurzelwerth  zu  verstehen, 
bei  dessen  Wahl  c dasselbe  Voraeichen  erhält  wie  im  ersten  Kalle. 
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C.  Ist  m = n — 1 , so  ist  in  der  Identität 


^ ^ (,;*  + 1)  6*  U + 

, F,{z)  -{z-  Ee,h,  + + l)b,+ (z) 

Cr,{z)N,{z) 

der  Zähler  des  rechts  stehenden  Bruches  vom  Grade  n — 2 — e*  > 

der  Nenner  aber  vom  Grade  n — 1 — et  ■ Man  kann  also 

wiederum  in  Partialbrüche  zerlegen  und  erhält  als  Integrale 
von  (36): 

(37  b)  I -i)  _ gc„,  - - ^'i-t  + !)'<»  - 

wobei  Z,  und  wiederum  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  in  (37). 
II.  Fall.  c = 0. 

Jetzt  hat  nach  (12)  die  ganze  Funktion  G(z)  die  Form 

=ni^~  ^ ^ 

= G,(z)F,{zyN,(zy. 

* 

Trägt  man  dies  in  das  erste  Integral  (35)  des  Systems  (33)  ein, 
so  erkennt  man  mit  Benutzung  der  Formeln  (18)  und  (26),  dass 
das  System  von  Differentialgleichimgen  (36)  unter  allen  Um- 
ständen das  Integral  besitzt 

(38) 


wobei  die  Grössen  und  dieselben  Parameter  bedeuten  wie 

in  (37)- 

Schwieriger  ist  es,  das  zweite  Integral  (35)  als  Funktion 
von  «j,  darzustellen.  Da  G(zy  gleich  der  Funktion 

138)  ist,  so  handelt  es  sich  noch  darum,  eine  Funktion  ii(«) 
derart  zu  bestimmen,  dass 


CF(zydz^ 

J G(r,)s,  ,}  G(r,)s, 


Ü(m) 


ist.  Hierzu  beachte  man  zunächst,  dass  man  setzen  kann: 


FU) F,{z) 

Ö{z)  G,{z)i\{z)%{zf 
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Das  Weitere  gestaltet  sich  wiederum  verschieden  je  nach  dem 
Werthe  von  m. 

A.  Ist  m > «,  so  gewinnt  man  unter  Benutzung  der  Relation 
(ija)  die  folgende  Darstellung  durch  Partialbrüche: 


= P,(z)  + P,(z)  + P,(z) 

W ZI  F,  N,  (kj)*  z - kj 


di  = 


pi-oft,)  2«  oft,)  2i<Y(t,)  4 A, '(<,)• 

ö« (t,) j-; (f,) Ä, (t,)* Ln ( t;)  3 (t,)  n («.)  A. (f,)j 

n(<,)  j?xt,) 

«ö(yn(t,)w,(tp5(tj 
2 n (t  \ (r’ä  \ F.  ft  > N.  (t 


n w = yi' 


ft)  n(t,)n  ft)*  (— t,)* 
nft*)  1 


+2 


{z  — 6^)'*+*—' 


(r^iz)  = 


t^(2)^(£)JV,(r)> 

{z-h^)h+^- 


_ 1 ('nw) 

>'  /!  l_di'  \G Az)! 


z = bl 


Dementsprechend  zerfällt  auch  die  gesuchte  Punktion  ÜU'I 
in  drei  Theile,  die  man  nach  (32),  (29),  (30)  und  (31)  be- 
rechnen kann: 


(39) 


Sl  (n)  — ßj(H)  -f  ißj(M)  + 3i3(«) 
^lG>) 


_ Jj _ ^ \ 

Ii'{>^j)GÖ(ßj)  P’,(A))  n (ft)^ 


P’n 


-"ft) y („  „(-■)) 


^-t-f-2  (w,«W)  + (»,. 


,1*1 
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Wegen  der  Bedeutung  der  Gröfsen  ckjW  vergleiche 

man  (37). 

Ist  also  m > «,  so  lautet  ein  zweites  Integral  des  Systems  (36): 
(40)  ^1  = ■^i  • 

wobei  Zj  durch  (38),  3l(«)  durch  (39)  definirt  ist. 

B.  Ist  m = n,  so  findet  man  mit  Hilfe  der  Identität 

F(£)  F„  (z)-G,(z)  F,  (z)  W,  (z)‘ 

-~GMF\XzjN,(zy' 

als  zweites  Integral  des  Systems  (36); 

(40a)  Z<J)  = Z,  [(/,  + ß(M)]. 

C.  Ist  m = » — 1,  so  ist 

eine  ganze  rationale  Funktion  D{z)  vom  Grade  «— 2 — Z'e*, 
während  die  Funktion 

m = Go(^)FXz)N,(zy 

einen  um  i höheren  Grad  hat.  Die  Identität 


V 

W) = " ('■* + 1)  *'* + 


D(r) 


lehrt  dann,  dass  dem  zweiten  Integral  (35)  des  Systems  (33) 
das  folgende  Integral  des  Systems  (36)  entspricht: 

40h)  Z(p»  = Zj  ■ [m,  - (Zeth  - rkj  - - 22r(ct  + 1)0*)»,  + ß(«)]. 


Zum  Schlüsse  sei  noch  erwähnt,  dass  man  im  Falle  c =f=  G 
sofort  noch  zwei  linear  unabhängige  Integrale,  im  Falle  c = 0 noch 
ein  drittes  Integral  des  Systems  von  Differentialgleichungen  (36) 
angeben  kann,  die  sämtlich  von  den  beiden  bereits  gefundenen 
Integralen  (37)  boztl.  (38)  und  (40)  linear  unabhängig  sind. 
Führt  man  nämlich  neue  Argumente  C,'’,,  L\  ein,  die  mit  r*, 
durch  die  Gleichungen  verbunden  sind 


jdir* 

\dl\ 


S.  «i 

rfr,  dz, 

h s,  ' 
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so  lehrt  der  Vergleich  mit  den  Dehnitionsgleichungen  (20)  der 
Grössen  Mj,  Mj,  dass  die  neuen  Argumente  mit  den  alten  in  folgendem 
Zusammenhänge  stehen: 


dU^ 


*..+3  ...  _ rf«, 


L-*  du.  - 
-z,  ‘ z, 


d l\  = 


d«, 


. «1 

!L±i» 

z.  — z, 


i 

du,. 


Hier  sind  nach  ( 1 9)  die  Coefficienten  von  d «j  und  d 
solche  Funktionen  von  «j,  in  denen  nur  noch  ein  Vorzeichen 
willkürlich  bleibt. 

Die  neuen  Integrale  des  Systems  (36)  werden  nun  gewonnen, 
wenn  man  in  den  Funktionen  (37)  beztl.  (40)  Mj,  Ug  durch 
f/j,  ersetzt,  alsdann  aber  für  f/,,  diejenigen  Ausdrücke 
in  i/j,  »j  einträgt,  die  durch  die  Integration  der  vorstehenden 
Differontialrelationen  entstehen. 


l>ruckfertig  erklärt  7.  Vi.  1901.] 
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I . 

Der  Beweis,  den  Dirichlet  im  Jahre  1829  für  die  Dar- 
stellbarkeit  willkürlicher  Functionen  durch  trigonometrische 
Reihen  gegeben  hat,  beniht  auf  dem  Lehrsätze: 

„Ist  /■(!)  eine  stetige  Function  von  die,  während  ^ von 

0 bis  /(  wächst  ^wo  die  Constante  h >■  0 und  ^ , nie  vom 

Abnehmen  ins  Zunehmen  oder  umgekehrt  übergeht,  so  wird  das 
Integral: 

A 

f' äin(2n  + j,. 

/ sM 

t ® 

0 

wenn  man  darin  der  Zahl  n immer  grössere  positive  Werthe  bei- 
legt, zuletzt  immerfort  weniger  als  jede  angebbare  Gröfse  von 

Y/^(0)  verschieden  sein.“  (Werke  Bd.  I.  Berlin  i88g.  8.  154.) 
Als  Corollar  aus  diesem  Satze  folgt  (a.  a.  0.  S.  155): 

„Sind  g und  h Constanten,  welche  den  Bedingungen  ge- 
nügen > 0,  ~^h^g,  und  geht  die  Function  /’(!),  wenn  | 

von  g bis  h wächst,  nie  vom  Ahnehmen  ins  Zunehmen  oder  um- 
gekehrt über,  so  wird  das  Integral: 

9 

für  unendlich  grosses  n der  Null  gleich.“ 

Im  Folgenden  will  ich  zunächst  einen  Weg  angehen,  auf 
dem  man  unmittelbar,  ohne  Benutzung  des  DreicHLEx’schen  Lehr- 
satzes, zu  dem  Corollar  gelangt,  und  dann  zeigen,  dass  sich 
unter  gewissen  Voraussetzungen  über  die  Natur  der  Function 
/*(!)  umgekehrt  aus  dem  Corollar  der  Lehrsatz  ableiten  lässt. 
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Einen  sehr  eleganten  direkten  Beweis  für  das  CoroUar 
findet  man  bereits  in  einer  1860  erschienenen  Abhandlung  von 
Herrn  SciiKrnNER*),  der,  wie  DmiCHtiET,  zunächst  voraussetzt, 
dass  /’(^)  in  dem  Integrationsintervall  stetig  ist  und  nie  vom 
Abnehmen  ins  Zunehmen  oder  umgekehrt  übergeht,  und  dann 
durch  Zerlegung  in  Intervalle  die  Gültigkeit  des  CoroUars  auf 
Functionen  ausdehnt,  die  nur  eine  endliche  Anzahl  von  endlichen 
Sprüngen  und  endlich  viele  Maxima  und  Minima  besitzen.  Der 
hier  mitgetheilte  Beweis  ist  insofern  allgemeiner,  als  bei  ihm 
einzig  und  allein  die  Stetigkeit  von  /"(l)  in  dem  Intervall 
l — {g  ...  li)  vorausgesetzt  wird,  sodass  also  stetige  Functionen 
mit  unendlich  vielen  Oscillationen  nicht  ausgeschlossen  werden. 


2. 


Den  Ausgangspunkt  der  Untersuchung  bildet  die  Formel: 

jLi-in  + l)m  - + +')!’, 

a 

aus  der  sofort  folgt,  dass  der  absolute  Werth  des  Integi-als 
= 2 ,1  1 demselben  Ergebnis  gelangt  man  auch  durch 

eine  geometrische  Betrachtung.  Die  zu  der  Curve 
7)  = sin  (2w  + 1)^ 

gehörige  Area  besteht  aus  Wellen  der  Länge  denen 

2 

Berg  und  Thal  immer  gleich  gross,  nämlich  gleich  ~ ^ sind. 


2n  -f  1 

Da  Berg  und  Thal  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Ach.se 
liegen,  liefern  sie  zusammen  jedesmal  den  Beitrag  Null  zum 
Integral  und  bei  der  Summation  kann  höchstens  eine  (positiv 

2 

oder  negativ  zu  nehmende)  Fläche  vom  Inhalte  ^ übrig 

bleiben. 

Ist  die  Function  in  dem  Intervall  | = (</  ...  Ji) 

stetig,  so  ist  sie  bekanntlich  auch  gleichmässig  stetig,  es  lässt 
sich  also  nach  Annahme  einer  beliebig  kleinen  positiven  Grösse 


:)  über  unendliche  Reihen  und  deren  Convergenz.  Gratulations- 
Schrift  für  Prof.  Unger.  Leipzig.  S.  Hirzel.  1860. 
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e eine  ganze  positive  Zahl  r von  der  Beschaffenheit  angeben,  dass 
für  die  r Intervalle 


S = ('/••■  .9  H — {9  + 


...  y 


• • •,  (g  + 1 • • • g + (1  + 1)*  r 1 (g  + (»■  — 1)*  ^ ^ 

die  Darstelluhgen  gelten: 

g>(§)  = ^ (i  = o,  r-i), 

wo  die  Functionen  den  Ungleichheiten 

i ■»HS)  i < 1 

genügen.  Mithin  besteht  die  Gleichung: 


I + U+») 


h — g 


I sin  (2«  + l)|-(pd)fi|  = ^y(g  + f 3iu(2n  + 


i=0 


v + a+j) 


g+i—- 
h —g 


+ e j sin  (2«  + 1)S  • 

~ 9 + x'‘~i 


In  der  ersten  Summe  ist  jedes  der  r Integrale  absolut  genouunen 
2 

< ^ j , in  der  zweiten,  da  der  Integrand,  abgesehen  vom 
Vorzeichen,  <C  1 ist,  jedes  der  r Integrale  absolut  genommen 
hleiner  als  das  Integrationsintervall,  also  ^ . Bedeutet 

also  M das  Maximum  des  absoluten  Betrages  von  qp(|)  in  dem 
Intervall  g = (f/  • • • /<),  so  ist  unter  allen  Umständen: 

/•  ' 

j sin(2«  + 1)5  • I < iir-  j + t{h  — g). 

9 ' 

Wählt  man  daher  jedesmal,  nachdem  t angenommen  und  r be- 
stimmt ist,  2«  -f  1 hinreichend  gross,  zum  Beispiel 

2m  + 1 ^ r*, 
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SO  kann  man  durch  Verkleinerung  von  t erreichen,  dass  der  absolute 
Betrag  des  Integrals 


(2«  + l)g -9,(1)611 


kleiner  als  jede  gegebene  beliebig  kleine  positive  Grösse  6 wird, 
d.  h.  es  ist: 

(X)  lim  f sin  (2«  + l)§  • 9>(|)fl|  = 0. 

n =00 

ff 


Es  ist  nützlich,  sich  die  geometrische  Bedeutung  der  Be- 
dingung anschaulich  zu  machen,  dass  2«  + 1 gross  gegen  die 
grosse  Zahl  r sein  soll.  Durch  die  EintheUung  des  Intervalls 
^ ~ (ff  ’ ' ' fl)  io  eine  grosse  Anzahl  kleiner  Theilintervalle  wird 
erreicht,  dass  die  Function  9,(1)  in  jedem  der  Theilintervalle 
höchstens  um  den  Betrag  2e  schwankt,  also  nahezu  constant  ist. 
Indem  man  jetzt  2n  + 1 gross  gegen  r wählt,  bewirkt  man, 
dass  die  Anzahl  der  Wellen,  die  auf  jedes  Theilintervall  fallen, 
trotz  der  Kleinheit  dieser  Intervalle  wieder  gross  wird.  Da  aber 
Berge  und  Thäler  Beiträge  zu  dem  Integral  liefern,  die  sich 
gegenseitig  zerstören,  so  bleibt  für  jedes  Theilintervall  als  Ge- 
sammtbeitrag  zum  Integral  nur  eine  so  kleine  Grösse  übrig,  dass 
auch  die  Summe  von  r solchen  ausserordentlich  kleinen  Grössen 
klein  ist.  Man  gewinnt  auf  diese  Weise  eine  klare  Einsicht  in 
den  Process,  der  bewirkt,  dass  der  Werth  des  Integrals  mit 
wachsenden  Werthen  der  Zahl  n immer  kleiner  und  kleiner 
wird. 

3- 


Wenn  die  Function  f(^)  in  dem  Intervall  i = (ff  • • • fi) 
stetig  ist,  so  gilt  dasselbe  von  der  Function 

M. 

sobald  (j  >0,  Y ^ /<  > .</  ist,  wobei  g dem  Werthe  Null  beliebig 

nahe  kommen  darf,  und  so  folgt  daher  aus  der  Gleichung  (X) 
sofort  das  DmiCHi.E'r’sche  Corollar: 

ff 

das  somit  für  alle  stetigen  Functionen  f(^)  bewiesen  ist. 
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Eine  wesentliche  Veränderung  der  Sachlage  tritt  ein,  wenn 
man  in  der  Gleichung  (L)  (j  = 0 annimmt,  denn  alsdann  ist  es 
nicht  zulässig 


<P(I)  = 


/lii 

sin  £ 


zu  setzen,  weil  für  | = 0 die  Stetigkeit  durch  das  Verschwinden 
von  sin  | zerstört  werden  kann.  Will  man  also  die  Gleichung 
(L)  verwerthen,  so  muss  man  dafür  sorgen,  dass  auch  der  Zähler 
von  y(£)  für  | = 0 verschwindet.  Das  lässt  sich  aber  erreichen, 
indem  das  Integral 


./■' 


sin  (2«  -|-  1)£ 


sin  I 


0 


in  der  Form  geschrieben  wird: 


+ + Ain  (2n  + 1)1 

K’ 

0 


Ai)  - m 

sin  I 


<n, 


und  hieraus  folgt  durch  eine  einfache  Ueberlegung  der  Lehrsatz: 
„Ist  die  Function  /■(£)  so  beschaffen,  dass  ausser  /"(l)  selbst 
auch  der  Quotient 

/({)_-  AO) 

r ■ 

in  dem  Intervall  £ = (O  •••  //),  stetig  ist,  so  gilt  die 

Gleichung: 

lim 

0 

n = <x>  ^ 


Hieraus  folgt,  dass  eine  stetige  Function  F'(£)  für  jedes  Inter- 
vall, in  dem  sie  eine  endliche  erste  Ableitung  besitzt, 
stets  in  eine  FouRiEk’sche  Reibe  entwickelt  werden  kann. 


Drackfertig  erklkrt  4.  VI.  laul.] 
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Von  den  nachstehenden  kleineren  Untersuchungen  behandelt 
§ I einen  der  grundlegenden  Begriffe  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung, § 2 ist  eine  Notiz  zur  empirischen  Prüfung  des  Gauss  - 
schen  Fehlergesetzes,  § 3 gieht  eine  neue  und  sehr  vereinfachte 
Construction  von  Fehlerfunctionen,  insbesondere  für  den  Fall, 
dass  das  GAUSs’sche  Gesetz  als  erste  Annäherung  gilt. 

1.  Die  relative  Wahrscheinlichkeit. 

Der  Begriff’  der  relativen  Wahrscheinlichkeit  kommt  sowohl 
ausdrücklich  als  implicite  in  den  bisherigen  Darstellungen  vor, 
spielt  dort  aber  durchaus  nicht  die  fiuidamentate  Rolle,  die  ihm 
m.  E.  unter  den  Elementen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  gebührt. 

Wenn  bei  dem  Versuche,  der  über  das  Eintreffen  oder  Aus- 
bleiben des  Ereignisses  E entscheidet,  die  Zahl  der  Ubet'hmqA 
günstigen  gleichberechtigten  Fälle  durch  die  Zahl  der  überhaupt 
möglichen  gleichberechtigten  Fälle  dividirt  wird,  so  entsteht  die 
Wahrscheinlichkeit  von  E schlechthin,  die  absolute.  Wahrschcin- 
Uchhit  p{E).  Werden  hingegen  unter  den  günstigen  und  mög- 
lichen Fällen  nur  diejenigen  gezählt,  die  ein  bestimmtes  anderes 
Ereigniss  F herbeiführeu,  so  entsteht  die  relutire  Wahrscheinlich- 
heit  ron  E unter  der  Voraussetzung,  dass  F reririrhlicht  sei,  ein 
Begriff,  für  den  sich  die  Schreibung  pf-[E)  und  etwa  die 
Ausdrucksweise  relatire  Wahrscheinlichkeit  von  E,  posito  F em- 
pfehlen dürfte.  Hierbei  muss  daran  erinnert  werden,  dass  in  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung,  die  sich  ja  auch  sonst  mehrfache, 
genau  zu  bezeichnende  Abweichungen  von  der  gewöhnlichen 
Terminologie  gestattet,  das  Wort  Ereigniss  einen  umfassenderen 
Sinn  hat  als  anderswo  und  nicht  nur  das  zeitliche  Geschehen, 
sondern  jede  Art  Thatbestand,  Sachverhalt,  „Urtheilsmaterie“  be- 
deuten kann;  „ein  Ereigniss  triff't  ein“  würde  im  sonstigen 
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wissenschaftlichen  Sprachgebrauch  häufig  durch  andere  Wen- 
dungen wiederzugeben  sein,  etwa:  ejne  Voraussetzung  trifft  zu, 
eine  Hypothese  ist  verwirklicht,  eine  Alternative  entscheidet  sich, 
ein  Subject  hat  bestimmte  Prädicate  u.  s.  w.  Bezüglich  dieser 
verschiedenen  Qualitäten  ist  den  durch  die  Operation  mit 

einander  in  Beziehung  gesetzten  Ereignissen  K und  V der  wei- 
teste Spielraum  gelassen;  E und  F können  Ereignisse  gleicher 
Structur,  können  aber  auch  so  heterogen  wie  möglich  sein,  sie 
können  zeitliches  Geschehen  bedeuten  und  in  jeder  der  drei  mög- 
lichen Folgen  auftreten  (/J  vor  V,  E zugleich  mit  F,  E nach  /*), 
können  sieh  aber  auch  auf  irgend  ein  vom  Zeitverlauf  unberühr- 
tes Verhalten  der  Dinge  beziehen.  Wie  mir  scheint,  sind  es 
unter  allen  diesen  Möglichkeiten  nur  zwei  specielle  Einschrän- 
kungen, in  denen  der  Begriff  der  relativen  Wahrscheinlichkeit 
bisher  zu  seinem  Rechte  gekoraineii  ist:  eituual  der  Fall,  dass  das 
vorausgesetzte  Ereigniss  F dem  noch  zweifelhaften  E zeitlich 
roraiiffrhl , sodann  der  Fall,  dass  E eine  der  unter  der  Voraus 
Setzung  F noch  übrig  bleibenden  Möglichkeiten  ist,  mit  anderen 
Worten,  dass  E als  Specialfall  in  F enthalten,  mit  dem  Ein- 
treffen von  E sicherlich  auch  F realisirt  ist.  Kurz,  wenn  wir 
bereits  jetzt  die  eingeführte  Bezeichnung  benutzen,  man  be- 
schränkte zweitens  den  Begi-itf  der  relativen  Wahrscheinlichkeit 
Pf{E)  auf  den  Fall,  dass  die  umgekehrte  relative  Wahr.schein- 
lichkeit  = 1 , gleich  der  Gewissheit  ist:  so  z.  B.  wird 

nach  der  relativen  Wahrscheinlichkeit  gefragt,  dass,  wenn  aus 
einem  Kartenspiel  eine  Figur  gezogen  worden  ist,  diese  Figur 
ein  König  sei.  Diese  Beschränkung  ebensowohl  wie  die  erste, 
dass  die  Voraussetzung  F nothwendig  eip  vergangenes  Ereigniss 
betreffen  müsse,  ist  dem  Wesen  der  Sache  durchaus  nicht  ange- 
messen; wir  wiederholen,  dass  es  logisch  vollkommen  freisteht, 
zwei  Ereignisse  E und  F von  beliebiger  Qualität  und  beliebigem 
Zusammenhänge  durch  die  Operation  i)f-(^E)  mit  einander  in  Be- 
ziehung zu  bringen,  der  sich  natürlich  als  verschiedene,  aber 
gleichberechtigte  Operation  die  relative  Wahrscheinlichkeit  von 
F,  posito  E,  also  der  Quotient  Pk{F‘)  anreiht.  Nur  in  dem 
einen  Falle,  dass  F eine  unmiiglifhe  Voraussetzung,  ein  Ereigniss 
von  der  absoluten  Wahrseheinliehkeit  Null,  darstellt,  wird  das 
Zeichen  Pf{E)  bedeutungslos  und  reducirt  sieh  auf  die  völlig 
unbestimmte  Form  0:0,  da  offenbar  keiner  der  sonst  möglichen 
und  günstigen  Fälle  die  Voraussetzung  F realisirt. 

Uath.-phjs.  Claaae  1901.  11 
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Es  bedarf  keiner  weitläufigen  Erörterung,  dass  die  absolut« 
Wahrscbeinlielikeit,  aus  der  dureb  Hinzutreten  bestimmter  Vor- 
aussetzungen die  relativen  Wahrseheinlichkeiten  entspringen,  selbst 
nichts  schlechthin  Absolutes,  sondern  von  dem  jeweilig  vorhan- 
denen oder  als  vorhanden  betrachteten  Erkenntnissstande  abhängig 
ist:  also  auch  nur  wiederum  eine  relative  Wahrscheinlichkeit,  ge- 
nommen unter  Voraussetzungen,  die  besonders  zu  fonnuliren  kein 
Anlass  vorliegt.  Jener  Erkenntnissstand  kann  sich  verändern 
und  dementsprechende  Veränderungen  der  absoluten  und  relativen 
Wabrscbeinlicbkeiten  nach  sich  ziehen;  wäre  z.  U.  bei  derjenigen 
Beurtheilung  einer  Sachlage,  der  die  Wahrscheinlichkeitsansätze 
piE)  und  pr{E)  entspringen,  irrthümlicherweise  ein  Thatbestand 
G übersehen  worden,  dessen  Wirklichkeit  anzunehmen  sich  nach- 
träglich als  nothwendig  erweist,  so  wüi-den  die  genannten  An- 
sätze in  pn{E)  und  pya{E)  abzuänderu  sein;  also  die  vom 
ursprünglichen  Standpunkt  aus  relative  Wahrscheinlichkeit  pc{E) 
würde  sich  als  die  dem  comgirten  Standpunkte  entsprechende 
absolute  Wahrscheinlichkeit  erweisen.  Diese  Betrachtung  zeigt, 
dass  sieh  die  Pois-soN’sche  Unterscheidung  zwischen  subjectiver 
Wahrscheinlichkeit  (probabilite)  und  objectiver,  abstracter  Wahr- 
scheinlichkeit (chance),  soweit  sie  überhaupt  scharf  fassbar  ist, 
zwanglos  in  das  Schema  der  absoluten  und  relativen  Wahrschein- 
lichkeit einfügt:  wobei  im  AUgnnvinen  die  subjective  Wahrschein- 
lichkeit der  absoluten,  die  objective  der  relativen  entspricht  — 
eine  Paradoxie  in  der  Benennung,  die  in  diesem  Falle  nicht  zu 
vermeiden  ist.  Denn  die  objective  Wahrscheinlichkeit  repräsen- 
tirt  gegenüber  der  subjectiveu  die  vermehrte  Sachkenntniss,  die 
verminderte  Ungewissheit,  sie  entsteht  durch  Hinzutritt  gewisser 
Voraussetzungen,  deren  Erfülltsein  von  der  subjectiven  Wahr- 
scheinlichkeit in  suspenso  gelassen  war;  sie  ist  ein  pf{E),  das 
vor  der  subjectiven  Wahrscheinlichkeit  p(E)  die  Kenntniss  des 
Sachverhaltes  F voraus  hat.  Die  objective,  relative,  d.  h.  durch 
bereicherten  Erkenntnissstand  beschränkte  Wahrscheinlichkeit  ist 
ein  Quotient  am  kleineren  Zahlen  als  die  subjective,  absolute, 
voraussetzuugsärmere  Wahrscheinlichkeit,  denn  jedes  positive 
Wissen  verringert  die  Zahl  der  Möglichkeiten;  denkt  man  sich 
diese  Vermehrung  des  Wissens,  und  die  entsprechende  Verkleine- 
rung von  Zähler  und  Nenner  im  Wahrscheinlichkeitsbruche,  his 
zur  äussersten  Grenze  fortschreitend,  so  kann  als  im  strengsten 
Sinne  „objective“  Wahrscheinlichkeit,  der  als  Erkenntnissniveau 
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die  Intelligenz  des  LAPLACE’schen  Weltgeistes  entsprechen  würde, 
nur  einer  der  beiden  Werthe  0 oder  1 bestehen  bleiben.  So, 
wie  gesagt,  fällt  im  Allgemeinen  die  Zuordnung  zwischen  dem 
Begriffspaar  „absolute  und  relative  Wahi-scheinlicbkeit“  und  der 
PoissoN’schen  Unterscheidung  aus;  jedoch  soll  nicht  verkannt 
werden,  dass  auch  die  entgegengesetzte  Kollenvertheilung  möglich 
ist.  Ein  vermehrtes  Wissen  kann,  statt  in  der  Hinzunahme, 
auch  in  der  Preisgabe,  im  Fallenlassen  bisher  unangezweifelter 
Voraussetzungen  bestehen,  in  der  Eröffnung  vorher  ausgeschlossener 
Möglichkeiten,  in  der  Vergrösserung  des  Zählers  und  Neuners  im 
Wabrscbeiulichkeitsquotienten,  — man  denke  etwa  an  die  nicht- 
euklidische  Geometrie,  oder  fiugire,  um  dem  üblichen  Vorstelluugs- 
kreise  der  Wabi'scheinlichkeitsrechnung  näher  zu  bleiben,  den 
Fall,  dass  die  Kugelvertheilung  in  mehreren  Urnen,  deren  eine 
auf's  Gerathewohl  zur  Ziehung  ausgewählt  wird,  zwar  verschieden 
ist,  aber  irrthümlicherweise  für  identisch  gehalten  wird.  Hier 
würde  also  dem  niedrigeren,  suhifctiven  Erkenntnissstande  eine 
durch  Voraussetzungen  beschränkte  relative,  der  vollständigen 
ohjectiven  Sachkenntniss  eine  absolute,  voraussetzungsärmere  Wahr- 
scheinlichkeit entsprechen  — welche  Parallele  dem  gewöhnlichen 
Sprachgebrauch  mehr  Zusagen  dürfte,  doch  aber  nur  für  den 
Pall  zutrifft,  dass  das  fortschreitende  Erkennen  ausnahmsweise 
nicht  aufbauend,  constnictiv,  dogmatisch,  sondern  skeptisch, 
destructiv,  Irrthümer  zerstörend  vorgeht.  Endlich  kann,  aus  dem 
Zusammenwirken  polemischer  und  schöpferischer  Erkenntniss,  der 
Fall  entspringen,  dass  eine  bisher  unangetastete  Voraussetzung 
preisgegeben  und  eine  neue,  unter  Umständen  das  Gegentheil  der 
ersten,  der  corrigirten  Auffassung  zu  Grunde  gelegt  wird;  es  ist 
dann  der  Übergang  einer  relativen  Wahrscheinlicbkeit  Pf(E)  in 
irgend  eine  andere  relative  Wabrscheinlichkeit  pa{E),  der  dem 
PoissON'schen  Übergang  von  der  subjectiven  probabilite  zur  objec- 
tiven  Chance  entspricht.  Die  geschilderte  Mehrdeutigkeit  in  der 
Correspondenz,  die  Biegsamkeit  und  Ambiguität  der  relativen 
Wahrscheinlichkeit  hinsichtlich  ihres  Erkenntnisswerthes  darf 
nicht  überraschen,  da  die  logische  Berechtigung  des  Ansatzes 
Pf{E)  ganz  unabhängig  ist  vom  Wahrheitsgehalt  der  hinzu- 
gefügten Voraussetzung  F (nur  den  Pall  p{F)  = 0 ausgeschlossen). 

Wenn  für  irgend  ein  Ereignisspaar  E,  F die  verschiedenen 
absoluten  und  relativen  Wahrscheinlichkeiten  wirklich  forrnulirt 
und  in  Beziehung  gesetzt  werden  sollen,  so  kommt  man  auf  die 
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folgende  einfache,  wohl  von  Poiscar6  zuerst  gegebene  Auf- 
stellung. Vorher  sei  verabredet,  dass  wir  mit  E das  Nichtstatt- 
finden  von  E,  das  (contradictorische)  Gegentheil  von  E bezeich- 
nen wollen;  ferner  soll,  wie  im  Logikcalcül  üblich,  E + F das 
Stattfinden  mindestens  eines  der  beiden  Ereignisse  E,  F und  E ■ F 
das  Stattfinden  beider  Ereignisse  bedeuten,  sodass  E-{-  F=  E-  F. 
Diese  beiden  Operationen  des  Entweder-oder  und  des  Sowohl - 
als  auch  befolgen,  als  Addition  und  Multiplication  aufgefasst, 
einzeln  das  associative  und  commutative,  zusammen  das  distribu- 
tive Gesetz.  Man  bat  ohne  Weiteres  E = EF  + EF'  und  durch 
leichte  Verallgemeinerung 

E = EF,  + EF\  + ....  + EF„, 

wenn  F^F^  ■ • die  Glieder  einer  vollständigen  Disjunction, 
d.  h.  einander  ausschliessende  Ereignisse  sind,  von  denen  eins 
eintreten  muss.  Solche  Disjunctionsglieder  lassen  sich  immer 

durch  M — 1 Elemente  in  der  Form 

F,  = G„  F,  = G,G„  F,  = 

• • • F„—i  = GjGj  • • = GjGj  • • Gn—tG^—t 

darstellen.  Aus  der  ursprünglichen  Definition  der  Wahrschein- 
lichkeit folgt  nun  sofort  der  Additiommiz  (Satz  vom  Entweder- 
oder,  Satz  über  die  totale  Wahrscheinlichkeit) 

p{E)^p{EF)+p{EF) 

p(E)  =p(EF,)  -f  p(EF,)  + • • • -f  p{EF„), 

d.  h.  der  Satz:  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  von  mehreren 

einander  ausscMiessenden  Ereignissen  eines  eintrete,  ist  die  Summe 
der  Wahrscheinlichkeiten  der  einzelnen  Ereignisse. 

Werden  zwei  Ereignisse  E,  F zu  einander  in  Beziehung 
gesetzt,  so  bilden  die  vier  Combinationen 

EF,  eJ\  EF,  EF 

die  Glieder  einer  vollständigen  Disjunction,  und  es  seien 
u,  ß,  y,  d 

die  Anzahlen  der  ihnen  günstigen  gleichberechtigten  Fälle.  Man 
hat  dann 
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p{EF)  :p(EF)  : p(EF)  : p(EI^  : 1 = 
= « : ^ : y : d : (a  + ^ + y 4-  (5), 


a + p + y + tf'  l'W  'a  + ^+-y  + 


« + y 


A' 


folglich 


p{EF)=p(E)  •i)A-(-F)  =p(-F)  -pyiE), 


welche  Formel  den  MnUiplicutiomsatz  (Satz  vom  Sowohl -als 
auch)  ausspricht:  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  zwei  Ereignisse 
zusammen  eintreten,  ist  das  Product  aus  der  Wahrscheinlichkeit  des 
ersten  in  die  relative  Wahrscheinlichkeit  des  zweiten,  genommen 
unter  der  Voraussetzung,  dass  das  erste  verwirklicht  sei4) 

Hieran  würde  sich  die  scharfe  Definition  der  Abhängigkeit 
und  Unabhängigkeit  von  Ereignissen  zu  schliessen  haben.  Dass 


i)  Liebhabern  eines  consequont  durchgeführten  symbolischen 
Calcüls  dürfte  folgende  Bezeichne ngsweise  willkommen  sein.  Schränken 
wir  die  Summendefinition  pj  -|“  J’’  “^“f  den  Fall  einander  ausschliessender 
Componenten  ein  und  verstehen  unter  N = E E die  Nothwendig- 
keit,  die  üewifsheit,  den  Inbegriff  zweier  contradictorischer  Gegentheile, 
also  die  Abwesenheit  jeder  speciellen  und  zweifelhaften  Voraussetzung 
lp{N)  — 1),  so  kann  man  die  Wahrscheinlichkeiten  als  Kreigniss- 
quotienten  schreiben,  wobei  der  Nenner  das  vorausgesetzte  Ereigniss, 
der  Zähler  das  Product  desselben  mit  demjenigen  Ereigniss  ist,  dessen 
relative  Wahrscheinlichkeit  in  Frage  steht.  Es  wäre  also 


zu  setzen,  während 


EF 

F 


p{E)  = 


EN 

N 


E 

N 


eine  absolute  Wahrscheinlichkeit  bedeutet.  Es  gelten  dann  die 
Rechenvorschriften 

E ->f  F E ^ F 
N ~ N'^  N' 

EF_EF  F EI'  E 
N ~ F ' N~  E ' N' 


im  Gegensatz  zur  letzten  Formel  darf  man  jedoch  innerhalb  eitles 
einzigen  Quotienten  im  Zähler  und  Nenner  gemeinsame  Factoren  weder 
unterdrücken  noch  hinzufügen,  vielmehr  bedeutet  die  Erweiterung 
resp.  Kürzung  des  Quotienten  lun  den  Factor  F eben  nichts  anderes 
als  die  Hinzimahme  resp.  Preisgabe  der  Voraussetzung  F. 
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eine  solche  nicht  überflüssig  ist,  bezeugt  der  noch  in  neueren 
Darstellungen  nicht  ausgerottete  Missbrauch,  im  Additionssatz 
statt  von  nnander  msschliessenden  von  toiabhänf/igm  Ereignissen 
zu  reden  und  dadurch  nicht  nur  den  Sprachgebrauch  (der  im 
Einanderausschliessen  eine  ganz  besonders  starke  gegenseitige 
Verkettung  statuirt)  zu  verletzen,  sondern  einen  inneren  Wider- 
spruch mit  der  im  Multiplicationssatz  gemeinten  Unabhängigkeit 
herbeizuführen:  man  mag  es  mit  den  Benennungen  halten  wie 
man  will,  jedenfalls  ist  es  nicht  gestattet,  die  in  den  beiden 
Formeln 

p(E  + F)  = p(E)  + p{F), 
p(EF)  = p(E)  ■ p{F) 

vorausgesetzte  gegenseitige  Relation  der  Ereignisse  beide  Male 
mit  dnnsdbai  Worte  zu  bezeichnen.  Die  naturgemässe  Definition 
der  Abhängigkeit  und  Unabhängigkeit  zweier  Ereignisse  wird 
lauten: 

Das  Ereigniss  E heisst  vom  Ereigniss  F unabhängig  oder 
abhängig,  je  nachdem  die  beiden  relativen  Wahrscheinlichkeiten 
}^f(E)  und  Pf{E)  gleich  oder  verschieden  sind. 

Nach  dem  PoiNCAR^’schen  Schema  ist 

Pf(E)  = ß ^ g, 

demnach  ist  ad  — /ly  = 0 das  Kriterium  der  Unabhängigkeit, 
ad  — ßy  + 0 das  der  Abhängigkeit  des  Ereignisses  E von  F. 
Denkt  man  sich  die  beiden  Ereignisse  E und  F vertauscht,  so 
werden  ß und  y mit  einander  vertauscht  und  der  Ausdruck 
ad  — ßy  bleibt  ungeändert:  daraus  folgt,  dass  die  Unabhängigkeit 
oder  Abhängigkeit  zweier  Ereignisse  immer  gegenseitig  ist,  dass 
E und  F von  einander  unabhängig  oder  abhängig  genannt 
werden  müssen.  Das  Einanderausschliessen  (a  = 0)  ist  ein 
Specialfall  der  Abhängigkeit,  vorausgesetzt,  dass  keines  der  beiden 
Ereignisse  etwa  absolut  unmöglich  ist,  dass  also  weder  ß noch 
y verschwinden  kann.  Sind  beide  Ereignisse  unabhängig,  so 
zeigt  die  Formel 

p(E)  = p(EF)  + p{EF) 

= p(F)pf(E)  + plF)pFiFf) 

= [p(F)  + p(F)]pf(E^ 

= pf{E)  - Pf{E), 
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dass  die  nur  scheinbar  relativen  Wahrscheinlichkeiten  Pf{E) 
u.  s.  w.  sich  in  Wirklichkeit  wieder  auf  die  absoluten  reduciren, 
sodass  der  Multiplicationssatz  die  vereinfachte  Form  p{EF) 
^ piE^piE)  annimmt. 

Das  hier  definirte  Abhängigkeitsverhältniss  umfasst  als 
Specialfall  die  eigentliche  Dctmniiialion,  die  logische,  mathe- 
matische oder  causale  Abhängigkeit,  die  auf  Grund  einer  Vor- 
aussetzung E die  Folge  F mit  Nothwendigkeit  herbeiführt,  sodass 
in  unserer  Bezeichnung  J)k(F)  = 1 , während  umgekehrt  der 
Grund  aus  der  Folge,  die  Ursache  aus  der  Wirkung  nicht  ein- 
deutig bestimmbar  zu  sein  braucht.  Da  nun  solche  einseitigen 
Abhängigkeiten,  wenn  auch  oft  nur  scheinbar  einseitig,  sich  der 
Beobachtung  viel  häufiger  aufdrängen  als  die  Fälle  gegenseitiger, 
umkehrbar  eindeutiger  Determination,  so  zeigt  der  hiervon  be- 
einflusste Sprachgebrauch  ein  unverkennbares  Widerstreben  gegen  die 
oben  festgestellte  gegensriiige  Abhängigkeit  zweier  Ereignisse,  während 
er  gegen  die  gegenseitige  Unabhängigkeit  nichts  einzuwenden  haben 
dürfte.  Hierzu  kommt  noch  die  der  Sache  völlig  fremde  Einmischung 
der  Zeit,  vermöge  deren  man  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
so  gut  wie  in  den  Naturwissenschaften  immer  das  Antecedens  als 
activ,  bestimmend,  das  Succedens  als  leidend,  bestimmt,  abhängig 
vorzustellen  gewohnt  ist.  Es  ist  bekannt,  dass  auch  in  der 
Philosophie  der  Naturwissenschaften  Versuche  zur  Reform  dieses 
einseitigen,  zeitlich  inficirten  Ursachbegriffes  vorliegen;  in  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  ist  es  jedenfalls  dringend  nothwendig, 
vom  Zeitverlauf  vollständig  abzusehen  und  auch  die  Abhängigkeit 
eines  früheren  Ereignisses  von  einem  späteren  zuzugeben.  Wenn 
bei  Kugelziehungen  aus  einer  Urne  die  gezogenen  Kugeln  nicht 
zurückgelegt  werden,  so  ist  der  zw'eite  Zug  vom  ersten,  in  genau 
derselben  Weise  aber  der  erste  vom  zweiten  abhängig;  die  Kugel, 
die  bei  dem  einen  Zuge  ergriffen  worden  ist  oder  werden  wird, 
ist  für  den  anderen  nicht  mehr  oder  noch  nicht  verfügbar. 
Wird  aus  mehreren  Urnen  von  verschiedener  Füllung  gezogen, 
so  ist  die  Kugelziehung  von  der  Wahl  der  Urne,  aber  auch  um- 
gekehrt diese  von  jener  abhängig,  indem  z.  B.  die  Ziehung  einer 
weissen  Kugel,  gleichviel  ob  als  geschehen  oder  nur  als  möglich 
gedacht,  die  Wahl  einer  nur  mit  schwarzen  Kugeln  gefüllten 
Urne  ausschliesst. 

Durch  die  Aneignung  dieser,  nur  beim  ersten  Anblick  etwas 
fremdartigen  Auffassung  des  Abhängigkeitsverhältnisses  dürfte 
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auch  eine  klarere  Einsicht  in  die  Bedeutung  des  sogenannten 
ßAYKs'schai  Frindps  zu  gewinnen  sein.  Die  philosophische  Kritik 
hat  sich  grossentheils  mit  besonderer  Heftigkeit  gegen  dieses 
„Princip“  gerichtet,  als  ob  darin  ein  besonderer  Uebergriff  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung,  ein  Vorstoss  in  fremdes,  mit  Hülfe 
neuer  willkürlicher  Axiome  iisurpirtes  Gebiet  zu  erblicken  sei; 
und  in  der  That  erwecken  manche  Darstellungen,  wenn  auch 
vielleicht  nur  durch  die  Anordnung  des  Stoffes,  den  Eindruck, 
als  werde  hier  zu  den  anfänglichen  Elementen  des  Systems  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  eine  neue  Voraussetzung  hinzupostulirt. 
Die  B.WES’sche  Regel  ist  kein  besonderes  „Princip“;  sie  bleibt 
durchaus  innerhalb  des  einmal  gezogenen  Gedankenkreises  und 
gehört  ins  erste  Capitel,  dahin,  wo  die  Grundbegriffe  und 
Fundaraentalsätze  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  entwickelt 
werden.  Neu  ist  an  ihr  höchstens  der  tciininus  technicus  „Ur- 
sache“, dessen  bekannte  Definition  in  unserer  Bezeichnung  die 
ganz  besonders  einfache  Form  annimmt:  C heisst  Ursache  von 
E,  wenn  2>c{ß)  logisch  existirt  und  einen  bestimmten  Werth 
hat  (^die  gewöhnliche,  der  causalen  Betrachtung  gemässe  De- 
finition ist  in  dieser  als  specieller  Fall  enthalten,  indem  sie 
}>c{ß)  = 1 als  Kriterium  der  Ursächlichkeit  aufstellt).  Man 
wird  allerdings,  um  die  Abweichung  von  dem  gewöhnlichen 
Ursachbegrilf  nicht  noch  unnütz  zu  verschärfen,  hinzufügen  müssen, 
dass  C ein  Jnhnllsmiiiimiim  sein,  d.  h.  keine  entbehrlichen  Be- 
stimmungen enthalten  soll;  wenn  also  pc i,{E)  -=  pc( E\  was  für 
jedes  posito  C von  E unabhängige  Ereigniss  D gilt,  so  soll 
nicht  der  engere,  spccialisirte  Thatbestand  CD,  sondern  der 
weitere,  von  der  überflüssigen  Voraussetzung  D befreite  That- 
bestand C als  Ursache  von  E angesehen  werden.  Dass  hiernach 
die  BAYEs’sche  Regel  nichts  als  eine  Beziehung  zwischen  ver- 
schiedenen relativen  und  absoluten  Wahrscheinlichkeiten  bedeutet, 
geht  aus  folgendem  Schema  heiwor,  das  den  L.\PLACE’.schen  Ge- 
dankengang in  die  Sprache  der  relativen  Wahrscheinlichkeit 
überträgt:  Sind  6)  ...  die  Glieder  einer  vollständigen  Dis- 

junction,  d.  h.  Ereignisse  (Hypothesen,  Ursachen),  von  denen 
eins  und  niu  ein  einziges  eintroffen  (zutreffen,  wirken)  muss,  so 
ist  cintrsdts 

E = EC,  + EC,  + ---  -^^EC, 

i 

imd  nach  dem  Additionssatze  ’ 
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i I 

andererseits  nach  dem  Multiplicationssatze 

p{EC,)  =p{E)p4C,)  ^p(C,) -pciE), 

folglich 

Pk{C,)=p{C,)-pc,{E)-.p{E) 

= p{Ct)  ■ Pct(E)  : ^p{G^pci{E). 

t 

Nun  stelle  man  an  der  Beziehung  zwischen  den  C^  und  E die 
Ursächlichkeit  in  den  Vordergrund,  fasse  also  C^  als  eine  der 
möglichen  Ursachen  auf,  die  dem  Ereignisse  E die  Wahrschein- 
lichkeit 2>i==Pci{E)  ertheilt,  nenne  ferner  <a^  = p{C^  die  Wnhr- 
schtinlkhkdt  a priori  der  Ursache  Cj,  so  wird PEipi^  = ^klh  • 

I 

die  Wahrscheinlichkeit  a jwsteriori  der  Ursache  C*,  ihre  relative 
Wahrscheinlichkeit  nämlich  auf  Gnmd  des  beobachteten  Ereignisses 
E.  Das  ist  das  ganze  BAVEs’sche  Princip,  das  also,  wenn  man 
die  der  Zeit-  und  Causalitätssphäre  entliehenen  Hüllen  abzieht, 
nichts  als  eine  elementare  Polgeinng  aus  den  allerersten  Grund- 
begriffen und  durchaus  keiner  besonderen  Kritik  zu  unterwerfen 
ist.  Die  Anwendungen  der  BAVEs’schen  Regel  mögen  grösstentheils 
sehr  anfechtbarer  Natur  sein,  aber  das  liegt  nicht  an  ihr  selbst, 
sondern  an  der  meist  völlig  willkürlichen  Verfügung  über  die 
unbekannten  apriorischen  Wahrscheinlichkeiten  Wj,  oder  allgemeiner 
gesprochen,  an  der  ehedem  sehr  verbreiteten  Neigung,  auf  das 
absolute  Nichtwissen  und  den  Mangel  aller  zahlenmässigen  Data 
trotzdem  mathematische  Wahrscheinlichkeitsansätze  zu  gründen. 

Es  darf  nicht  versäumt  werden,  darauf  hinzuweisen,  dass 
die  Abhängigkeit  oder  Unabhängigkeit  zweier  Ereignisse  natürlicher- 
weise auf  denjenigen  Erkenntnissstand,  dem  die  benutzten  absoluten 
Wahrscheinlichkeiten  entsprechen,  bezogen  ist  und  sich  mit 
diesem  Erkenntnissstande  verändern  kann;  die  Hinzunahme  einer 
neuen  Voraussetzung  kann  zwischen  unabhängigen  Ereignissen 
das  Band  der  Abhängigkeit  knüpfen  oder  umgekehrt  zwischen 
abhängigen  es  zerreissen.  In  Formel:  aus  der  Gleichheit  oder 
Ungleichheit  von  p e(E)  und  p f{E)  ist  kein  Schluss  auf  das 
Verhalten  von  preiE)  und  ppoiE)  zu  ziehen.  Vielleicht  ist 
statt  dieser  abstracten  Bemerkung  ein  Beispiel  erwünscht.  Aus 
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einer  Urne  mit  weissen  und  schwarzen  Kugeln  werde  eine  Kugel, 
sodann  aus  einem  Kartenspiel  eine  Karte  gezogen,  und  zwar, 
im  Fall  einer  weissen  Kugel,  aus  einem  Kartenspiel  I,  das  ein 
Piquetspiel  (von  32  Karten)  ist,  im  Fall  einer  schwarzen  Kugel 
aus  einem  Spiel  II,  das  ebensogut  ein  Piquet-  wie  ein  Whistspiel 
(mit  52  Karten)  sein  kann.  Nun  sei  etwa  E das  Ziehen  einer 
weissen  Kugel,  F das  Ziehen  eines  Königs,  während  G den 
Sachverhalt  bezeichne,  dass  auch  II  ein  Piquetspiel  ist.  Hier 
sind  zunächst  (ohne  das  Wissen  um  G)  F und  F von  einander 
abhängig,  würden  es  auch  nach  Adjunction  der  Hypothese  G 
bleiben,  werden  dagegen  durch  Bekanntschaft  mit  der  Thatsache 
G von  einander  unabhängig.  — Aendert  man  dies  Beispiel  so 
ab,  dass  bezüglich  beider  Kartenspiele  die  obige  Ungewissheit 
bestehen  soll  und  G die  Thatsache  der  Verschiedenheit  beider 
Spiele  bedeutet,  so  sind  E und  F von  einander  unabhängig, 
bleiben  auch  nach  Vermehrung  des  Erkenntnissstandes  um  G von 
einander  unabhängig,  während  jede  der  beiden  Hypothesen  G sie 
in  gegenseitige  Abhängigkeit  setzt. 

Da  wir  zuletzt  drei  Ereignisse  in  Betracht  zogen,  so  wollen 
wir  noch  auf  die  möglichen  Verkettungsweisen  von  mehr  als 
zwei  Ereignissen  einen  Blick  werfen;  in  einem  solchen  Ereigniss- 
complex  kann  die  Abhängigkeit  zweier  Elemente  nach  dem 
Vorbilde  der  Chemie  durch  einen  Bindestrich  bezeichnet  werden. 
Irreducibd  wird  ein  Complex  heissen,  wenn  jedes  Element  mit 
jedem  anderen  unmittelbar  oder  wenigstens  mittelbar  verbunden 
ist;  rcducihle  Complexe  (z.  B.  E — F G — H)  entstehen  durch 
unverbundene  Nebeneinandersetzung  irreducibler  Gruppen  und 
können  daher  unberücksichtigt  bleiben.  Die  irreduciblen  Typen 
von  2,  3,  4 Elementen  sind 


E-F 

E-F-G-U 

E G 

E-F-G 

E 1 G 

E G 

H 

\h/ 

/^\ 

E G 

E G 

E--\~G 

h/ 

\^I/ 
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Wenn  es  praktisches  Interesse  hätte,  so  könnte  man  durch 
passend  gebildete  Beispiele  die  Frage  zu  beantworten  suchen, 
ob  alle  diese  Verkettungsformen  wirklich  Vorkommen;  bei  drei 
Ereignissen  ist  es  leicht,  sowohl  für  die  offene  Kette  E — F—G 
(zwei  unabhängige  Ereignisse  FG,  von  denen  ein  drittes  F ab- 


hängt) als  auch  für  den  geschlossenen  Ring  E G Beispiele 

zu  ersinnen.  Ein  besonderer  Fall  möge  noch  erwähnt  werden. 
Es  seien  ü)  E,^  ■ • E„,  Glieder  einer  vollständigen  Disjunction, 
F ein  ferneres  Element;  man  bezeichne  im  PoiNCARÖ’schen  Schema 
mit  und  ß,-  die  Zahl  der  gleichberechtigten  Fälle  EiF  und  EjF, 
mit  a und  ß die  Summen  ^8.-.  dann  ist  aßi  — ßa,-  der 

i i 

Ausdruck,  dessen  Verschwinden  oder  Nichtverschwinden  die 
Unabhängigkeit  oder  Abhängigkeit  des  Ereignisspaares  E)F  ent- 
scheidet. Da  die  Summe  aller  dieser  Ausdrücke  verschwindet,  so  geht 
daraus  hervor,  dass  jedenfalls  F nicht  nur  von  einem  eimujm 
der  Ei  abhängig,  von  allen  übrigen  m — 1 unabhängig  sein  kann; 
wohl  aber  könnte  F von  zweien,  dreien  oder  mehreren  unter  den 
Ei  abhängig,  von  den  übrigen  unabhängig  sein.  Soll  also  F von 
sämmtlichen  Ei  unabhängig  sein,  so  bestehen  zwischen  den  2m 
Zahlen  des  Schemas  m — 1 Bedingungen.  Wird,  allgemeiner, 
statt  der  Alternative  F,  F ebenfalls  eine  vollständige  Disjunction 
Fj,  Fg  • ■ F„  in  Betracht  gezogen,  so  nennen  wir  die  Disjunctionen 
(Ei)  und  (Fj.)  von  einander  imäbhängig,  wenn  jedes  Gliederpaar 
EiFt  unabhängig  ist;  die  mn  Zahlen  des  PoiN(;ARi5’schen  Schemas 
sind  dann  durch  (»»  — 1)  (n  — 1)  Relationen  verknüpft,  sodass 
m + w — 1 Grössen  willkürlich  bleiben  — als  Wahrscheinlichkeiten 
kommen  aber  nur  deren  m -\-  n — 2 Verhältnisse  in  Betracht, 
etwa  die  durch  die  beiden  Relationen  ('F.l  = ^v(Fi.')  = 1 

I k 

verknüpften  m -f-  n absoluten  Wahrscheinlichkeiten  p{Ei),  j'iFk)- 
Von  hier  aus  ist  der  naturgemässe  Uebergang  zu  dem  zu  finden, 
was  man  in  der  Fehlertheorie  unter  Unabhängigkeit  versteht. 
Es  sei  Ei  das  Ereigniss,  dass  eine  Grösse  x den  bestimmten 
Werth  Xi  annimmt,  ebenso  F*  das  Ereiguiss,  dass  y den  Werth 
yic  annimmt;  die  Grössen  x,  y heissen  dann  von  einander  un- 
abhängig, wenn  die  Disjunctionen  (F,),  (F*)  von  einander  un- 
abhängig, also  für  jedes  Indexpaar  F,-,  F*  von  einander  un- 
abhängig sind,  während  im  Falle  auch  nur  eines  Paares  abhängiger 
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- Ereignisse  (dem  sich  aber,  nach  dem  oben  Gesagten, 

mindestens  noch  drei  weitere  Paare  anreihen  würden)  x und  y 
als  von  einander  abhängig  bezeichnet  werden  müssen.  Dieser 
AbhängigkeitsbegrifiF  schliesst  die  detenninirte  Abhängigkeit,  die 
eindeutige  Functionsbeziehung,  als  speciellen  Fall  ein,  indem 
hier  = 1,  PE^{Fk)  = 0 wird.  — Geht  man  zu  dem  Falle 

über,  dass  die  Werthmengen  (a;,),  (y*)  Continua  sind,  so  treten 
an  Stelle  von  p(Ei),  p{EiFi,)  die  Wahrscheinlichkeiten 

(f{x)dx,  ii(y)dy,  f{xy)dxdy,  dass  sich  die  Grössen  x,  y,  oder 
beide,  in  den  Intervallen  x ± \dx,  y ± jdy  befinden.  Das 
Kriterium  der  Unabhängigkeit  liefert  am  einfachsten  der  Multipli- 
cationssatz  p(EiFk)  = p[Ei)p{Ft),  also  in  diesem  Falle  f'(x,  y) 
= q>(x)  ■ ip(y):  die  Fehlerfunction  des  Grössenpaares  muss  das 
Product  aus  den  Fehlerfunctionen  der  einzelnen  Grössen  sein. 

Damit  will  ich  diese  Erörterung  sehliessen,  die  naturgemäss 
keine  neuen  Einzelresultate  bringen  konnte,  vielleicht  aber  zu 
einer  verschärften  Auffassung  gewisser  fundamentaler  Fragen 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnimg  einen  Beitrag  liefert.  Die  relative 
Wahrscheinlichkeit  macht  alle  son.stigen  „Arten“  der  Wahrschein- 
lichkeit, subjective  und  objective,  totale  und  partielle,  Wahr- 
scheinlichkeit a priori  und  a posteriori,  entbehrlich,  sie  gestattet 
alle  causalen  und  zeitlichen  Hülfsvorstellungen  auszuschalten 
und  stellt  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  als  homogenes  An- 
wendungsgebiet einer  einzigen  logischen  Function  dar:  der  Unter- 
scheidung, ob  irgend  einer  der  gleichberechtigten  Fälle  eine  be- 
stimmte Voraussetzung  (die  je  nach  Umständen  die  Bolle  unseres 
E oder  F spielen  kann)  realisirt  oder  nicht. 

2.  Znr  Bestimmniig  des  Präeisionsmassses. 

Der  Fehler  x einer  zu  messenden  Grösse  befolge  das  Gauss’- 
sche  Gesetz  mit  dem  Präeisionsmaasse  /i;  bei  l Messungen  mögen 
sich  die  wahren  Beobachtungsfehler  XiX^  ■ • • x,  ergeben  haben,  aus 
denen  ein  Schluss  auf  das  unbekannte  h gezogen  werden  soll. 
Eine  Serie  von  approximativen  Werthen  H dieser  Grösse  ergiebt 
sich  aus  den  Potenzmittchi  der  absoluten  Fehler;  Gauss^)  hat  die 
Genauigkeit  dieser  Serie  von  Bestimmungen  untersucht  und  ge- 
funden, dass  bei  Benutzung  der  a ten  Fehlerpotenzen  das  Quadrat 

i)  BeBtimmung  der  Genauigkeit  von  Beobachtungen.  Werke  IV, 
p.  109. 
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des  mittleren  Fehlers  von  H näherungs weise  durch  • F{a) 

dargestellt  wird,  wobei 


also  für 

0=1  2 3 4 5 6 

J’(o)  = 1,14  1,00  1,09  1,33  1,78  2,51. 

Hiernach  ist  die  Bestimmung  aus  dem  arithmetischen  Mittel  der 
Fehlerquadrate  die  günstigste.  — Daneben  ist  eine  zweite  Serie 
zu  erwähnen,  von  der  Gauss  nur  einen  einzigen,  und  bei  weitem 
nicht  den  günstigsten  Fall  herausgegriffen  hat;  mir  ist  nicht  be- 
kannt, dass  diese  Lücke  schon  ausgefüllt  worden  wäre.  Es  sei 
X eine  von  allen  x^  verschiedene,  sonst  beliebig  gewählte  positive 
Zahl,  und  von  den  l = m n beobachteten  Fehlern  mögen  ni 
absolut  kleiner,  n grösser  als  x sein.  Da 

t 

p = eüixj  = &{i)  ~ j' er-'‘dt,  t==^hx, 

0 

die  Wahrscheinlichkeit  war,  dass  bei  Anstellung  einer  Beobach- 
tung der  Fehler  kleiner  als  x ausfiel,  so  haben  wir  nach  dem 
BERNouLLi’schen  Satze  approximative  Uebereinstimmung  zwischen 
p und  der  relativen  Häufigkeit  »i  : / zu  erwarten,  und  zwar  ist 
das  Quadrat  des  mittleren  Fehlers  von  m : l bekanntlich 
= j3(l  — p)'l-  Bestimmen  wir  daher  einen  angenäherten  Werth 
H des  Präcisionsmaasses  aus  der  Gleichung 

^ = &\  Hx) , 

SO  ist  bei  hinlänglich  kleinem  Betrage  des  Fehlers  II  — h 
j = 6((  -f  H^fix)  = 6(t)  -f  (/f  -k)x  + --- 
= P + ~^e^“(II  - h)x 

y» 


Das  Quadrat  des  mittleren  Fehlers  von  II  ist  also  gleich 

7t  e*“ 

mal  dem  Quadrat  des  mittleren  Fehlers  von  mil,  d.  h.  gleich 

» f 
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4 t*  / 


f{t)  = |0(t)[l  - 0(017. 


Hiermit  ist  die  Genauigkeit  dieser  zweiten  Serie,  der  Bestimmung 
des  Präcisionsniaasses  aus  der  Fchlerhäu figlint  innerhalb  einer 
willkürlich  gewühlten  Grenze,  auf  dieselbe  Form  gebracht  wie 
die  der  ersten  Serie  aus  den  Potenzmitteln;  der  Factor  f(f)  ist 
unmittelbar  mit  den  F{a)  vergleichbar.  Gatss  berücksichtigt 
nur  einen  einzigen  Fall,  dass  nämlich  x den  sogenannten  wahr- 
scheinlichen Fehler  vertritt,  d.  h.  ebensoviele  Fehler  der  absoluten 
Grösse  nach  imter  sich  wie  über  sich  hat;  hier  ist  p = 0(t)  — 

( = 0,4769,  f{f)  = 2,72,  sodiuis  diese  Bestimmung  an  Genauig- 
keit zwischen  das  6.  und  7.  Potenzmittel  fiele.  Aber  man  kann 
t,  resp.  p viel  vorteilhafter  wählen;  die  Function  f{()  hat  ein 
Minimum  zwischen  / = 1,0  und  1,1,  etwa  bei  t=  1,05,  wie 
folgende  Zusammenstellung 


t 

m 

P 


1,00 

1,539 

0,843 


1,05 

1,534 

0,862 


1,10 

1,540 

0,880 


erkennen  lässt.  Um  die  günstigste  Bestimmung  zu  haben,  wird 
man  also  x so  legen,  dass  etwa  86  ®/y  der  Fehler  unterhalb,  etwa 
i4®/g  oberhalb  x liegen;  der  mittlere  Fehler  des  gefundenen  11 
ist  dann  zwar  YT^'S  = 1,24  mal  so  gross  wie  bei  der  Benutzung 
des  zweiten  Potenzmittels  ('j/l,53 : 1,14  = 1,16  mal  so  gross  wie 
beim  ersten),  aber  die  Rechnung  ist  sicher  sehr  einfach.  Dem 
Gedächtniss  leicht  einzuprägen  ist  die  Regel  für  t = h x = 1 ; 
das  Präcisionsmauss  ist  nind  das  Reciproke  desjenigen  Werthes, 
der  von  i6*/g  der  beobachteten  Fehler  überschritten,  von  84“), 
nicht  erreicht  wird,  für  welche  Procentzahlen  man  einfacher 
J und  j setzen  kann. 


3.  lieber  die  Entwicklung  von  Fehlerfnnctionen. 

Die  Rolle,  die  das  GAU.s.s’sche  Exponentialgesetz  als  Approxi- 
mation und  Anfangsglied  der  Reihenentwicklung  von  Fehlerfunc- 
tionen spielt,  geht  aus  den  zahlreichen  bisherigen  Darstellungen 
nicht  in  voller  Klarheit  hervor.  Die  Untersuchungen  über  das 
BERNOULLi’sche  Theorem,  die  Entwicklungen  von  Lapl.\ce,  Bessel, 
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Bruns  u.  v.  A.  lassen  wohl  keinen  Zweifel  über  das  B'rtS,  aber 
das  iracMW  bleibt,  undurchsichtig;  die  geheimnissvolle  Entstehung 
des  GAuss’schen  Gesetzes  aus  dem  Zusammenwirken  zahlreicher 
Einzelfebler  zu  einem  Gesainmtiehler  behält,  so  zu  sagen,  den 
Character  eines  übeiTaschenden  fait  accompli.  Nun  ist  es  ja  im 
allerstrengsten  Sinne  nicht  zulässig,  nach  dem  Warum  einer  be- 
wiesenen mathematischen  Wahrheit  zu  fragen,  denn  der  Grund 
liegt  eben  im  Beweise;  aber  nicht  ohne  Berechtigung  spricht 
man  vom  Nerv  des  Beweises,  von  Einfachheit  oder  Complication, 
und  will  damit  sagen,  dass  ein  Beweis  mehr  oder  weniger  von 
den  inneren  StructurverhUltnissen  der  Sache  zum  Vorschein 
bringen  kann.  In  diesem  Sinne  glaube  ich,  dass  die  folgende 
kurze  Darstellung  und  insbesondere  der  neueingeführte  Begriff  der 
kanonischen  Parameter  einen  schärferen  Einblick  in  die  Stellung 
der  GAuss’schen  Fehlerfunctionen  unter  ihresgleichen  gestattet. 

Eine  Grösse  x (die  wir  der  Einfachheit  wegen  als  Beobach- 
tungsfehler denken,  obwohl  sie  auch  alles  andere,  z.  B.  den  Ge- 
winn in  einem  Zufallsspiele  bedeuten  kann)  möge  eine  discrete 
oder  continuirliche  Reihe  von  Werthen  mit  gewissen  Wahrschein- 
lichkeiten anzunehmen  fähig  sein.  Es  seien  also  entweder 
^1^8%  • • • die  verschiedenen  Werthe,  die  x mit  den  Wahrschein- 
lichkeiten • • • erlangen  kann,  oder  es  sei  qp(a:)  die  Fehler- 

fnnction  des  continuirlich  veränderlichen  Fehlers  x,  d.  h. 

b 

j (p{x)dx  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  X im  Intervalle  (a,  h) 

a 

liege.  Das  praktische  Bedürfniss  kann  sich  auf  diese  beiden 
Fälle  beschränken,  obwohl  theoretisch  noch  sehr  viele  andere 
möglich  sind  (z.  B.  könnte  x eine  Fehlerfunction  besitzen  und 
danehen  noch  einzelner  Werthe  mit  nicht  verschwindender  Wahr- 
scheinlichkeit fähig  sein,  oder  die  Werthmenge  (x,)  könnte,  vom 
Standpunkt  der  Mengenlehre,  allgemeineren  Character  tragen); 
es  wird  auch  bezüglich  der  Fehlerfunction  von  vornherein  Ein- 
schränkungen zulassen,  etwa  ausser  der  Integrabilität  noch  die 
Stetigkeit,  wenigstens  abtheilungsweise,  und  vor  allem  die 
Existenz  der  im  Folgenden  auftretenden  bestimmten  Integrale  I). 
Uebrigens  soll  das  Ensemble  der  Werthe  Pj,  Xf  oder  die  Fehler- 
function <p(x),  um  für  beide  Fälle  einen  Gattungsbegriff  zu 
haben,  auch  als  I’ehlergesetz  oder  Beobachtimgsmodus  bezeichnet 
werden. 
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Das  Zeichen  D soll  den  mit  Rücksicht  auf  die  Wahrschein- 
lichkeit der  einzelnen  Werthe  gebildeten  Durchschnittswerth 
(Mittelwerth,  valeur  moyenne  oder  valeur  probable)  irgendwelcher 
Function  von  x bedeuten,  ist  also  durch 

+ * 

(i)  Df{x)  = oder  Df{x)  j>(x)f{x)dx 

* OC 

definirt,  woraus,  da  x irgend  einen  der  möglichen  Werthe  an- 
nehmen muss.  Dl  = 1 folgt.  Kommen  verschiedene  Grössen 
X,  y,  ■ ■ mit  eigenen  Fehlergesetzen,  oder  kommen  „abhängige“ 
(§  I,  p.  163)  Grössenverbindimgen  mit  gemeinsamem  Fehlergesefz 
in  Betracht,  so  soll  die  Operation  der  Durchschnittsbildnng  immer 
durch  dasselbe  Zeichen  J)  angedeutet  werden.  Man  habe  etwa 
neben  x noch  eine  Grösse  y,  die  die  Werthe  yiy^y^  • ■ • mit  den 
Wahrscheinlichkeiten  • • • annehmen  kann;  während  die 

Wahrscheinlichkeit  bezeichne,  dass  sowohl  x den  Wert  x^,  als 
auch  y deu  Werth  y^  annehme.  Dann  ist,  beide  Grössen  zu- 
sammen betrachtet, 

Df(x,  J/)  «/*), 

ik 

-D  ^ «•,*  A^<)  =2  ' 

i k i 

I * k 

sodass  es  für  eine  Function  der  einen  Grösse  allein  keinen  Unter- 
schied macht,  ob  man  auch  noch  die  andere  hinzudenkt  oder  von 
ihr  absieht.  Scharf  zu  unterscheiden  ist  zwischen  dem  Product 
aus  den  Durchschnitlswerthen  und  dem  Dtirchschnittswerth  aus 
dem  Product-,  beide 

Df{x)  ■ Dg{y)  =^'^Piqif{x^g{yt)  , 

ik 

Df{x)9{y)  - '^»>ikf{pd9{yd 

ik 

sind  jedoch  in  dem  wichtigen  Fall  identisch,  dass  beide  Fehler 
von  einander  unabhängig  sind,  also  Gesagte 

überträgt  sich  ohne  Aenderung  auf  den  Fall  stetig  veränderlicher 
Fehler  und  auf  Verbindungen  von  mehr  als  zwei  abhängigen  oder 
unabhängigen  Fehlem. 
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Es  möge  nun  eine  beliebige  Anzahl  wwbhängiger  Grössen 
als  Einzel-  oder  Partialfehler,  ihre  Summe  als  Gesammt-  oder 
Totalfehler  bezeichnet  werden.  Die  Aufgabe,  die  Fehlerfundian 
des  Totalfehlers  atz»  denen  der  Partialfehler  tu  ermitteln,  führt  be- 
kanntlich auf  Relationen  aus  der  Theorie  der  FouRiEK'schen  In- 
tegrale; eine  im  GArss’schen  Nachlass  (VIII,  p.  88)  gefundene 
ümkehrbeziehung  zwischen  zwei  Functionen  kann  als  die  Gnind- 
lage  alles  Weiteren  angesehen  werden.  Es  sei  nämlich 


-f  ® 


so  ist  umgekehrt 


J •\i>(u)e~’^'‘dn  ~y 2n  ip(x) . 


Wir  wollen  dies  Formelpaar,  die  FouRiER-G.vuss’sche  Umkehrrela- 
tion, einfach  an  die  Spitze  stellen,  ohne  auf  ihren  Beweis  und 
Gültigkeitsbereich  einzugehen.  Da  ifj  (u)  möglicherweise  keine 
reelle  Function  ist  (ausser  wenn  die  Fehlerfunction  q>(x)  gerade 
ist),  so  wollen  wir  statt  dessen  die  Function 


(^) 


-f  X 

<P(w)  = y‘2  — iu)  == ^ tp(x)e^‘‘dx 


verwenden,  ans  der  qp(x)  durch  die  Operation 

(3)  2n(p{x)  = J' 0{iu)e~‘^'‘du  = J" <P  ( — iii)ef^'‘du 


wiedergewonnen  wird. 

Nach  dem,  was  oben  über  den  Durchschnittsworth  eines 
Products  von  Functionen  unabhängiger  Grössen  gesagt  wurde, 
verhalten  sich  bei  der  Addition  von  Partialfehlem  die  entsprechen- 
den Functionen  0(it)  midtiplicatie,  denn  für  unabhängige  x,  1/  ist 

(4)  ■ De»“. 

Hierin  liegt  die  Lösung  der  oben  gestellten  Aufgabe.  Man  bilde 
für  jeden  Partialfehler  die  Function  0fu)  = De*“,  das  Product 
aller  dieser  Functionen  ist  die  entsprechende  Function  des  Total- 
fehlers, aus  der  durch  (3)  die  Fehlerfunction  des  Totalfehlers 
hervorgeht. 

Math.-phyB.  Claste  1901.  12 
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Beispiele  sind  leicht  zu  construiren.  Man  betrachte  etwa 
als  Elementarfehler  den  Abrundung sf Mer , dessen  Fehlerfunction, 
bei  passender  Einheitswahl , im  Intervall  ( — 1,  + l)  den  con- 
stauteu  Werth  ^ hat,  ausserhalb  dieses  Intervalls  verschwindet. 
Für  die  zugehörige  Function  <P(!()  folgt  nach  (2) 

+1 

—1 

_ , . ein  u 

0Uu)  * 

Aus  dem  Zusammenwirken  von  n unabhängigen  solchen  Abrun- 
duugsfehlem  entspringt  ein  Totalfehler,  für  den  0(iu)  — (sin«;«)", 
dessen  Fehlergesetz  also  ist 

+ 00  00 

/ \ / \ 1 /*/8inu\"  . , 1 /^/sinuN"  , 

(5)  qp(*)  = 2-y  (— ) = -J  (— ) cosa:«  du. 

— X 0 

Piese  Function  (^(ar)  (für  w = 1 ein  DiRicuLET’scher  Discontinui- 
tätsfactor)  ist  eine  nebst  ihren  Ableitungen  bis  incl.  zur  [n  — 1 Iten 
stetige  Function,  die  ausserhalb  des  Intervalls  ( — »1,  + n)  ver- 
schwindet und  innerhalb  desselben  in  den  n Theilintervallen  von 
der  Länge  2 durch  n verschiedene  analytische  Ausdrücke  dar- 
gestellt wird. 

Ein  zweites  Beispiel  zeigt,  dass  aus  dem  Zusammenwirken 
einer  grossen  Zahl  von  Partialfehlem  keineswegs  immer  das 
OAi’ss’sche  Gesetz  resultiren  muss.  Man  wähle  als  Fehlerfunction 
des  Paitialfehlers 

(ö'i  cp(x)  = |c-W  = ic±-f  für  a'  ^ 0. 

Hier  wird 

» X 

= i f -f  I / c~-'<'  + *'Mjr 

• ' f' 

0 0 

= 1 : tl-  «*') 

Es  sei  nun  a = ajj"j  -j-  Ugrj  -f-  • • • eine  lineare  Verbindung  von 
Grössen  die  sämmtlich  diese  Fehlerfunction  (_6)  besitzen,  oder 
.r  der  Totalfehler  ans  den  PaitiiU fehlem  (i^Xi.  Für  x wird  dann 
die  fragliche  Function 

«I  = 1 : I — • • • • 
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Man  setze  nun  etwa  = 1 : (A  + 

(7)  = + ^ + ••■•)> 

so  wird 

= secH  = 2 : (e"“  + u“'“) 
und  das  Fehlergesetz 


(8) 


= Lf = 1 = G*"  + '■  ‘^0 


Wir  haben  hier  einige  Fälle  betrachtet,  die  für  den  Total- 
fehler geschlossene  Formen  von  ®(»)  und  (p(x)  ergaben.  In 
der  Regel  aber  lassen  sich  für  diese  Functionen  nur  Reihen- 
entwicklungen ansetzen,  und  damit  beginnt  der  Begriff  der 
kanoni^iiien  Purametcr  und  das  (lAUSs’sche  Gesetz  als  Approxi- 
mation eine  Rolle  zu  spielen. 

Wir  denken  uns  den  natürlichen  Logarithmus  von  <P(m)  in 
eine  nach  Potenzen  von  u fortschreitende  Reihe  entwickelbar,  die 
wegen  <P(0)  = 7)1  = 1 kein  con.stantes  Glied  hat: 

lgO)(«)  = lgyAe-“  = y^A/„ 

(9)  « 

= M,h  + + ?>’  + • • • • 


Diese  Voraussetzung  braucht  keineswegs  für  jedes  beliebige 
Fehlergesetz  zuzutreffen;  eine  jedenfalls  dazu  nothwendige  Be- 
dingung ist,  dass  die  sämmtlichen  Jiur<Jisii»nllsivrrlh<i  der  Fehkr- 
poknzen  endlich  bleiben.  Aus  diesen  nämlich  setzen  sich  die 
Coefficienten  folgendermaassen  zusammen,  wenn  l)xf  mit 
bezeichnet  wird: 

M,  = I>, 

Jlfs  = 7>s  - D\, 
d/j  = 7),  — 37A,7>i  -f  2 7)*, 

= 7)^  — 47)37)1  — 37)ä  + 127)j7)f  — <oI)\ 

u.  8.  w.  Afj  ist  das  Quadrat  des  „mittleren  Fehlers'''  bei  unserem 
Fehlergesetz.  Um  eine  Vereinfachung  zu  erzielen,  kann  man  den 

12* 


(10) 
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Nullpunkt  auf  der  Fehlerscala  nachträglich  um  die  Strecke  7)j 
verschieben,  sodass  für  die  neue  Variable  x — 7)j  der  erste 
Potenzmittelwerth  verschwindet.  Nach  dieser  Abtrennung  des 
„systematischen“  Fehlers  i)j  vom  „zufälligen“  x — würde  also 
i>j  = 0 zu  setzen  sein,  und  man  hat  etwas  übersichtlicher 


(•!'> 

3fi  — 0,  3fg  — 7^2? 

Afj  — 7>j, 

•^6  — lODjDj, 

^^6  = A — 15Z>^X>2 

— 10D|  -f  30Z>3 

u.  s.  w. 

Diese  Coefficienten 

sollen  die  kanonischen  Para- 

miier  des  Fehlergesetzes  heissen;  ihre  Wichtigkeit  beruht 

A)  auf  ihrem  addiücm  Verhalten  bei  Entstehung  eines 
Totalfehlers  aus  unahhätigigen  Einzelfehlern.  Dies  folgt  unmittel- 
bar aus  dem  inultiplicativen  Verhalten  der  Function  <P(n).  Füi' 
jeden  Index  a ist  also  der  a-te  kanonische  Parameter  (3/„)  des 
Totalfehlers  die  Summe  der  a-ten  kanonischen  Parameter  der 
Elementarfehler.  Ist  ferner  ein  kanonischer  Parameter  von  x, 
so  ist  a“  • der  entsprechende  für  ax,  weil  homogen  von 
der  «-ten  Dimension  des  Fehlers  ist;  darnach  ist  für  eine  lineare 
Function  unabhängiger  Fehler  x,  y,  • • • 

Mjax  + hy  + •••)  = + b-M„{;y)  + • • • • 

B)  darauf,  dass  beim  ÖAUSs’schen  Gesetz  alle  kanonischen 
Parameter  bis  auf  den  zweiten  verschwinden,  ln  der  That  ist 

für  (p{x)  = —=.  exp  ( — /(***)*) 

Y % 

®(m)  = I exp  ( — /(***  -j-  nx)dx  = exp  i 

— t) 

die  rechte  Seite  von  (g)  reducirt  .sich  also  auf  «*  : und  es 

sind  alle  — 0 bis  auf  Afj  = 1 : 2Ä*. 

Hieraus  folgt  sofort  die  Crruppendgmschaft  des  GAuss’schen 
Gesetzes,  d.  h.  seine  Eigenschaft,  für  den  Totalfehler  zu  gelten, 
wenn  es  für  die  Partialfehler  gilt.  Denn  wenn  sich  Partialfehler, 
die  dem  GAuss’schen  Gesetz  unterworfen  sind,  summiren,  so  ver- 
schwinden, wegen  des  additiven  Verhaltens,  auch  für  den  Total- 

i)  exp  z bedeutet  e-. 
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fehler  alle  kanonischen  Parameter  bis  auf  den  zweiten,  woraus 
für  <P(m)  wieder  die  Form  exp(u^  : 4h^)  und  nach  (j) 

+ CC 

<p(^}  = 2*-  J 4^*  + exp(— 

— > X 

folgt.  Beiläufig  bemerkt,  hat  es  keine  Schwierigkeit,  sofort  noch 
andere  Fehlergesetze  mit  dieser  Gruppeneigenschaft  anzugehen; 
man  braucht  nur  lg®(«)  einem  endlichen  Aggregat  verschiedener 
Potenzen  von  «,  jede  mit  einem  willkürlichen  Coefficienten  be- 
haftet, gleichzusetzen  und  daraus  nach  (3)  die  entsprechende 
F'ehlerfunction  abzuleiten,  die  aber  im  Allgemeinen  ein  complicir- 
tes  transcendentes  Integral  wird. 

Auf  genau  denselben  beiden  Gründen,  dem  additiven  Ver- 
halten und  dem  Verschwinden  der  kanonischen  Parameter  heim 
GAUss'schen  Gesetz,  beruht  nun  auch  die  approximative  Gültig- 
keit des  GAUss'schen  Gesetzes  für  einen  Totalfehler,  der  aus  zahl- 
reichen Partialfehlern  von  nicht  allzuversehiedener  Grössenord- 
nung hervorgeht.  Die  Einzelfehler  .seien  .rja’j--  • der  Ge- 
sammtfehler 

sac  -=  Ä-i  -f  j-g  -I \-  x„, 

wobei  wir  einen  Factor  s hinzufügen,  um  ein  GAUSS'sches  Ge- 
setz mit  endlichem  Präcisionsmaass  zu  erhalten.  Die  kanonischen 
Parameter  für  x sollen  heissen,  die  arithmetischen  Mittet  der 
kanonischen  Parameter  der  Einzelfehler  mit  bezeichnet  werden, 
sodass  nach  ( i i ) 

nl\  WP3  = nl\=^[nxi  — 3(J)xiyi^-‘ 

‘x  ‘x 

u.  s.  w.  Dann  gilt  wegen  des  additiven  Verhaltens 

s®Afj  — nP^,  = «P3,  = nP^,  - ■ ■ 

Wir  wollen  nun,  entsprechend  einem  GAUss’schen  Gesetz  vom 
Präcisionsmaass  A = 1,  M^  = j setzen,  woraus  s = Y2nP^  folgt. 
Es  werden  dann  A/3,  Af^,  A/^  von  den  Ordnungen 

P,:VnPl,  Pr-Vn^Pt,  P^-.V^^Pl- 

Dass  diese  Ordnungen  für  lim  n — 00  verschwinden,  ist  die  ge- 
nauere Formulinmg  der  oben  angedeuteten  Bedingung,  dass  die 
Partialfehler  von  nicht  allzuversehiedener  Grössenordnung  sein 
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sollen.  Ist  dies  der  Fall,  so  sind  die  kanonischen  Parameter 
vom  dritten  ab  klfiii  gegen  den  endlichen  zweiten,  und  das 
GAiiK.s’sche  Gesetz,  das  ihr  Verschwinden  verlangt,  wird  also  als 
erste  Annähening  (streng  für  lim  n = (X>)  gelten. 

Dagegen  ist  klar,  dass  diese  Annäherung  versagen  wird, 
wenn  die  Elementarfehler  von  .sehr  verschiedener  Grössenordnung 
sind.  Um  nicht  sofort  an  den  extremen  Fall,  zu  denken,  dass 
ein  einziger  Partialfehler  alle  übrigen  so  stark  überwiegt,  dass 
das  Gesetz  des  Totalfehlers  sieh  wesentlich  nach  diesem  einen 
richtet,  will  ich  das  oben  gegebene  Beispiel  (S.  170)  noch  ein- 
mal vom  Standpunkt  der  kanonischen  Parameter  aus  betrachten. 
Ist  a!  = o,  X,  + • • • der  Totalfebler  mit  den  kanonischen 

Parametern  während  alle  dasselbe  Fehlergesetz  mit  den 

kanonischen  Parametern  befolgen,  so  ist 

«!  I «? , • 

Setzt  man  nun  etwa  die  der  Formel  (7)  oder  auch  der  folgenden 

I ^8  I I 

■*  = + 2 + .3  + ■ ■ ■ 


entsprechenden  Werthe  von  U;  ein,  so  werden  die  Potenzsummen 
a\  reine  Zahlen  von  gleicher  Grössenordnung  und  ... 

;; 

sind  gegenüber  3/j  nicht  zu  vernachlässigen;  das  GAUSs’sche 
Gesetz  gilt  hier  nur,  wenn  es  schon  für  die  Einzelfehler  galt. 

Es  wäre  nun  noch,  unter  der  Voraussetzung  der  Kleinheit 
von  il/,,  ...  gegen  = J,  die  Fehlerfunction  <p(x)  in  eine 

Reihe  zu  entwickeln,  deren  erstes  Glied  offenbar  die  Exponential- 

function  sein  wird.  Man  hat  nach  (3)  und  (9) 

27i<p(x)  4ttexp[ixn 


= J d wexp^—  Y + txM^expj^^^ 


(- 


M. 


Die  zweite  Exponentialfunction  giebt,  in  eine  Reihe  entwickelt, 
1 - -■■■ 


4; 


6! 
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Integriren  wir  gliedweise,  so  treten  Integrale  von  der  Form  auf 

+ CC  X 

^ du  • (i«)“  exp  -|-  ixM^  = ^ du  exp  ^ 


= (2>/;re-“). 


Füi-  die  Differentialquotienten  von  möge  das  Zeichen 

' ' dar"  ’ 

eingeführt  werden;  s^,(x)  ist  eine  ganze,  entweder  gerade  oder 
ungerade,  Function  vom  a-ten  Grade.  Die  ersten  lauten: 


(■3) 


(■4) 


«1  = — 2x, 

Sg  = 4x*  — 2 , 

• ^3  = — 8x''  + 12x, 

.s'^  = 16x*  — 48x®  + 12, 

«5  = — 32x^  4-  160x®  - 120x, 

,Sg  = 64x«  — 480x^  + 720x*  - 120 
Hiermit  ergiebt  sich 

/ ^ 3f,  , , , Jtf.  , , / X 

= -^\}  - 3,  «sW  + 4,- «4(3;)  - -57  *5(3:) 


als  Fehlerfunction  eines  Fehlers  x,  dessen  kanonische  Parameter 
vom  dritten  ab  klein  gegen  den  zweiten  Jfj  = ^ sind.  Dies  ist 
die  von  Bruns  (Astr.  Nachr.  3429)  aufgestcllte  Eeihenentwicklung; 
die  dortigen  Functionen  sind  bis  auf  Zahlenfactoren  mit 
unseren  identisch.  Vermöge  einer  Eigenschaft  der  Functionen 
s„(x),  die  sie  mit  cosax,  sincx,  mit  den  Kugelfunctionen  u.  a. 
gemeinsam  haben,  lassen  sich  übrigens,  einmal  die  Möglichkeit 
einer  Reihe  von  der  Form  (14)  vorausgesetzt,  die  Goefficienten 
dieser  Reihe  genau  wie  die  einer  FouRiER’schen  Reihe  durch 
bestimmte  Integrale  darstellen.  Nach  dem  TAVLOR’schen  Ver- 
fahren ist 
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oder  mit  (i  2 ) 


exp(  - «*  - 2mx)  =^Sa(*)^l- 


Dieselbe  Reihe  werde  mit  Vertauschung  von  u mit  r angesetzf. 
beide  multiplicirt,  sodann  mit  c~^^dx  multiplicirt  und  nach  x 
zwischen  i oo  integrirt.  Das  giebt 


ai 


=J  exp  (—  M'  — t)*  — 2a;u  — Ixv  — x*)dx 
= J' exp  — (a:  + M + j')*e*“'dar 

Da  die  rechte  Seite  nur  vom  Product  u ■ v abhängt,  so  ergiebt  sich 
+ * 

(15)  J'e-  (x) Sß{x)dx  = 0 


für  a ß,  ferner  durch  Entwicklung  der  rechten  Seite  nach 
Potenzen  von  u ■ v 

+ * 

r*  _ 

e~^^Sa{xydx  =yn;2“ft! 


(16) 


Nimmt  man  nun  a priori  an,  dass  eine  (Fehler-)  Function  ip(x) 
nach  den  Ableitungen  von  entwickelbar  sei,  so  erhält  man 

durch  Multi plication  mit  S„(a:)  und  Integration  vermöge  (15)  und 

(16)  den  Coefficienten  gerade  dieses  Gbedes  und  findet  die  Reihe 

+ ac 

(17)  cp{x)^^  ^ ^^J'<p(x)s^{x)dx 

« “ — ® 

Sn{x) 


yn  ^2"«!  '' 


Die  Form  der  Coefficienten  weicht  scheinbar  von  der  in 
(14)  ab,  insofern  die  7>s„(ar)  von  den  Potenzmittelwerthen  Da 
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nur  linear  abhängen,  wUhrend  die  auch  ihre  höheren  Potenzen 
enthalten;  diese  Abweichung  verschwindet  natürlich,  sobald  die 
in  (14)  vorausgesetzten  speciellen  Werthe  Z)j  = 0,  •=  j (die 

durch  passende  Wahl  des  Nullpunktes  und  der  Einheit  auf  der 
Fehlerscala  erzielt  worden  sind)  überall  eingesetzt  werden. 

Die  Schwierigkeiten  der  Convergcnz frage  bei  der  Reihe  (17) 
hat  Bruns  a.  a.  0.  angedeutet;  sie  hängt  zweifellos  aufs  Engste 
mit  den  Gültigkeitsbedingungen  der  FouuiER-GAuss’schen  Umkehr- 
relation (2)  (3)  zusammen.  Es  ist  nämlich  in  Betracht  zu 
ziehen,  dass  eine  Function  <P(«)  = 71  auch  für  discrete  Fehler 
(die  eine  endliche  Zahl  von  Werthen  mit  endlicher  Wahrscheinlichkeit 
annehraen)  existirt;  giebt  man  aber  andererseits  zu,  dass  durch 
die  Function  ®(m)  resp.  durch  die  Reihe  der  kanonischen 
Parameter  oder  Potenzmittelwerthe  ein  Fehlergesetz  eindeutig 
bestimmt  sei  (was  allerdings  wohl  nicht  ohne  weitere  beschränkende 
Voraussetzungen  über  die  Beschaifenheit  der  Werthmenge  (a:) 
und  der  eventuellen  Fehlerfunction  (p{x)  zutreffen  wird),  so  kann, 
auf  die  Function  <P(u)  eines  discreten  Fehlers  angewandt,  der 
Ansatz  (3)  offenbar  keine  Bedeutung  haben  und  die  Reihe  (14) 
nicht  convergircn\  sonst  gäbe  es  ja  zwei  Feblergesetze,  ein  discretes 
und  ein  continuirliches,  die  zu  derselben  Function  <&(?()  oder 
demselben  Systeme  Ma  führten.  Gerade  auf  solche  Fälle  aber, 
wo  eigentlich  ein  discreter  Fehler,  jedoch  mit  einer  sehr  grossen 
und  sehr  dicht  vertheilten  Werthmengo  vorliegt,  wird  die 
Approximation  (14)  praktisch  anwendbar  sein,  falls  die  oben 
präcisirte  Voraussetzung  über  die  Grössenordnung  der  ilfj,  i)/^,  • • • 
zutrifft;  dahin  gehören  der  BEKNOULLi’scho  Satz  und  seine  Pois- 
soN’sche  Verallgemeinerung,  die  BESSEL’sche  Ableitung  des 
GAüss’schen  Gesetzes  aus  dem  Zusammenwirken  zahlreicher  Ele- 
mentarfehler mit  beliebigem,  auch  diseretem  Fehlergesetz  — kurz 
die  meisten  Specialfülle  des  „Gesetzes  der  grossen  Zahlen“,  in 
denen  die  GAuss’sche  Exponcntialfunction  als  erste  Annäherung 
gilt.  Bei  wirklichen  Anwendungen  wird  also  (14)  in  der  Regel 
zum  Typus  der  semiconvergenten,  d.  h.  streng  genommen  divergenten 
Reihen  gehören,  von  denen  zur  praktischen  Berechnung  wenige 
Anfangsglieder  genügen. 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  der  Begriff  der  kanonischen 
Parameter  sich  von  einzelnen  Grössen  x auf  Complexe  abhängiger 
Grössen  xyz  • • •,  oder  wie  man  zu  sagen  pflegt,  von  linearen 
auf  ebene,  räumliche,  mehrdimensionale  Fehler  übertragen  läfst. 
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Entsteht,  um  bei  drei  Dimensionen  za  bleiben,  der  räumliche 
Fehler  xyz  aus  der  Addition  der  beiden  unabhängigen  Fehler 
und  so  ist  für  willkürliche  u,v,w 

j)gxu  + yt  + Mw  „ + + . j)e^>“+yi'  + »iWj 

während  wegen  der  Abhängigkeit  von  xye  untereinander  nicht 
etwa  De*“  + s'’  + '“’  = De’^“  • Tte*"  • De*“  ist;  kanonische  Parameter 
sind  hier  also  die  Coefhcienten  der  nach  steigenden  Potenzen 
von  M,  t’,  w geordneten  Entwicklung  von  lg  De^“+i' d.  h. 
die  Grössen 

• Dx, 

Px*  - (Da:)», 

Byz  — Dy  • Bz, 

Da:»  - 3Dx»  • Da:  + 2 (Da:)», 

Bißz  — iByz  • By  — Dy»  • Bz  + 2(ByyDz, 

Bxyz  — BxByz  — ByBzx  — BzDxy  + 2BxByBz 

u.  s.  w.  nebst  ihren  cj'klischen  Vertauschungen.  Gilt  das 
GAuss’sche  Gesetz,  d.  h.  ist  Ce~^^dxdydz  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  der  Punkt  xyz  ins  unendlich  kleine  Parallelepiped  x ± \dx, 
y^jdy,  r db  zu  liegen  komme,  wo  bei  passender  Wahl 
des  Anfangspunktes  £l  eine  definit  positive  quadratische  Form  der 
X,  y,  z ist,  so  verschwinden  auch  hier  alle  kanonischen  Parameter 
bis  auf  die  zweiter  Ordnung  (die  sechs  Grössen  Da»,  Dy»,  Da», 
Byz,  Bzx,  Bxy,  von  denen  durch  passende  Achsenwahl  die 
letzten  drei  zum  Verschwinden  gebracht  werden  können).  Aus  dem 
Zusammenwirken  vieler  unabhängiger  Partialfehler  von  nicht  zu 
verschiedener  Grössenordnung  entspringt  auch  hier  für  den  Total- 
fehler ein  System  kanonischer  Parameter,  die  von  der  dritten 
Ordnung  an  mit  wachsender  Anzahl  der  Partialfehler  unbegrenzt 
abnehmen  und  daher  als  erste  Approximation  das  GAuss’sche 
Gesetz  erzeugen. 


Druokfertig  erklärt  15.  VI.  1901.} 
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SITZUNG  VOM  3.  JUNI  1901. 

Torträge  hielten: 

Herr  Ad.  Maver,  o.  M.:  Zur  Theorie  der  gleitenden  Keibung. 

Herr  W.  His,  o.  M. : Beobachtungen  zur  Geschichte  der  Nasen-  und 
Gaumenbildung  bei  menschlichen  Kinbrvonen.  (Für  die  Abhand- 
lungen Bd.  XXVII.) 

Herr  Fkiedr.  Exoei,,  o.  M.  : Vorlegung  einer  Arbeit  des  Herrn  G.  Kowa- 
I.EW.SKI:  üeber  Systeme  von  IVAFF'schen  Gleichungen. 

Herr  0.  Holder,  o.  .M.:  Vorlegung  einer  Allhandlung  des  Herrn 

H.  Liebmaxr:  lieber  die  Verbiegung  von  Rotationsflächen. 

Gerhard  Eowalewski:  Ueber  Sy^:tmte  von  Pfaff’ sehen 

Glekhungen. 

In  dieser  Arbeit  wird  zunächst  eine  kurze  Darstellung  der- 
jenigen Untersuchungen  gegeben,  die  Herr  Exukl^)  in  den 
Jahren  1889  und  1890  über  PKAFFSclie  Systeme  angestellt  hat. 
Sodann  werden  alle  seine  Resultate  auf  einem  neuen  Wege  ab- 
geleitet, der  dem  von  Herrn  Excjkl  einge.schlagenen  sozusagen 
dualistisch  gegenübersteht.  Dabei  wird  nur  die  Kenntniss  der 
bilinearen  Covariante  eines  PF.\Ft’’schen  Au.sdrucks  vorausgesetzt. 
Ich  möchte  aber  ausdrücklich  bemerken,  dass  deshalb  mein  Ver- 
fahren zur  Ableitung  jener  Resultate  keineswegs  für  einfacher  zu 
halten  ist  als  das  von  Herrn  Exof.l.  In  der  That  bildet  auch 
bei  ihm  nur  eine  Thatsache,  nämlich  die  Invarianteneigenschaft 
des  Klammerausdrueks  von  zw'ei  infinitesimalen  Transfonnationen, 
die  Grundlage  von  aUera.  Besonders  gilt  dies  von  der  zweiten 
der  citirten  Arbeiten. 

Die  speciellen  Untersuchungen,  die  hier  angestellt  werden 
sollen,  beziehen  sich  auf  PFAFF’sche  Systeme,  mit  denen  unbeschränkt 
integrable  Systeme  invariant  verknüpft  sind.  In  einer  früheren 
Arbeit^  habe  ich  gezeigt,  da.ss  es  in  sechs  Veränderlichen  zu  jedem 

1)  Diese  Berichte,  1889,  S.  157 — 176,  und  1890,  S.  192 — 207. 

2)  Diese  Berichte,  1899,  S.  265  tf. 

Matli.-phya.  Classe  lÜOl.  13 
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nicht  dreigliedrigen  l’FAFF’schen  System  ein  covariantes  unbeschränkt 
integrables  System  giebt.  Hier  Avird  nun  für  eine  grosse  Klasse 
A'on  PFAFF’schen  Systemen  (mit  irgend  einer  Anzahl  von  Ver- 
änderlichen) die  Existenz  covarianter  unbeschränkt  integrabler 
Systeme  nachgcAviesen , ferner  für  den  Pall  von  acht  Veränder- 
lichen das  Vorhandensein  solcher  covarianten  Systeme  bei  allen 
nicht  dreigliedrigen  PFAFF’schen  Systemen.  Endlich  wird  noch 
untersucht,  ob  ein  dreigliedriges  System  mit  acht  Veränderlichen 
eine  primitive  Transformationsgruppe  gestatten  kann,  und  es 
ergiebt  sich  der  bemerkenswerte  Satz,  dass  in  acht  Veränder- 
lichen keine  primitive  Transformationsgruppe  existirt,  die  ein 
PrAFF’sches  System  invariant  lässt. 


I. 

Engel’s  allgemeine  Sätze  über  Pfaff’sche  Systeme. 
Wendet  man  auf  eine  infinitesimale  Transformation 


(*i , • • • , *«)  + • • • + ^«dx„ 

irgend  eine  Punkttransformation  an,  so  werden  die  5 ebenso 
transformirt  wie  die  Differentiale  dx.  Aus  dieser  Bemerkung 
folgert  Herr  Engel,  dass  mit  einem  PFAFF’schen  System 


'/ 

(i)  — x„)dxt  = 0 

1 


die  Schaar  aller  infinitesimalen  Transformationen  „invariant  ver- 
knüpft“ ist,  welche  die  Gleichungen 


I';  + i 0 


erfüllen.  Setzt  man 


J 


df 


so  ist  die  allgemein.ste  infinitesimale  Transformation  dieser  Art 
die  folgende: 

(2)  9),  (xi,  . . x„)  XJ  + . . . + cp,,Xgf. 


Das  System  der  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 

(>')  ...,  X,/-C 
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ist  nach  dem  obigen  ebenfalls  mit  (i)  invariant  verknüpft,  und 
man  hat  beide  Sj^steme  geradezu  als  äquivalent*)  anzusehen.  In 
der  That  ordnen  nach  Lie’s  Auffassung  beide  jedem  Punkte 
(ofj,  . . x„)  ein  und  dasselbe  ebene  Bündel  ly*®'’  Stufe  von  Linien- 

eleraenten  zu.  (i)  stellt  dieses  Bündel  in  den  Coordinaten 
da'j,  . . dx„  und  (i'j  dasselbe  Bündel  in  den  dualistischen  Co- 

ordinateu  dar.^) 

öx,  ’ ’ dx„ 

Ausser  dem  erwähnten  Zusammenhang  zwischen  (i)  und  (i') 
und  zwischen  (i)  und  den  infinitesimalen  Transformationen  (2) 
kommt  bei  Enoei/s  Untersuchungen  nur  noch  die  Invarianten- 
eigenschaft des  Klammerausdrucks  von  zwei  infinitesimalen  Trans- 
formationen in  Betracht.  Diese  Eigenschaft  hat  Lie  sehr  viel 
benutzt,  z.  B.  in  der  Theorie  der  Ähnlichkeit  zweier  Trans- 
formationsgruppen. In  seinen  Vorlesungen  pflegte  er  ihre  Wich- 
tigkeit sehr  stark  zu  betonen.  Merkwürdiger  Weise  ist  er  aber 
nicht  darauf  gekommen,  sie  bei  einem  System  von  linearen  par- 
tiellen Diflerentialgleicbungen  in  vollem  Umfange  auszunutzen. 
Dieser  Uusserst  fruchtbare  Gedanke  gehört  Heim  Engee. 

Mit  den  angegebenen  Hilfsmitteln  lassen  sich  die  beiden  Sätze 
beweisen,  zu  welchen  Herr  Engel  in  der  ersten  der  oben  citiiten 
Arbeiten  gelangt.  Man  kann  sie  in  folgender  Weise  aussprechen: 

Satz  i:  Jhejnügm  infinitcsimahn  Tramfonnationen  von  der 
Form  (2),  icelchc  das  Si/stem  (i),  oder,  was  auf  dasselbe  hiuaus- 
kommt,  das  System  (i’)  invariant  lassen,  liefern,  gleieh  Fall 
gesetzt,  ein  mit  (i)  invariant  verknüpftes  vollständiges  System. 

Satz  2:  Mit  (i)  ist  invariant  verknüpft  das  System 

(i")  Xj/’=0,  (X<X,)  = 0.  (E,  1=  I, .... ,) 

Der  zweite  Satz  läs.st  sich,  wie  Herr  Engel  bemerkt  hat,  noch 
verallgemeinern. 


1)  Wir  werden  deshalb  oft  nur  mit  einem  der  beiden  Systeme 
operiren,  ohne  das  andere  zu  erwähnen. 

o r 

2)  Die  hat  man  als  die  Coordinaten  der  («  — 2)- fach  aus- 


-4-  TT—  dx„  ==  0 zu 
cx„  ” 


gedehnten  ebenen  Mannigfaltigkeit  dx,  -f- 

betrachten.  Sie  sind  zusammen  mit  den  x die  Coordinaten  eines  Ele- 
menU'B  1.  Ordnung  des  Ii„,  während  die  d.v  zusammen  mit  den  x ein 
Linienelement  des  bestimmen. 

1:1* 
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Ausser  ( i ")  sind  nämlich  auch  die  Systeme 
(i'")  x*/-=o,  (X*X,)=0,  (X*(X,X„,))=0, 

X,/=0,  (x*x,)  = 0,  (Xx(X,X„,))  = 0,  (X,(X,(X,„X»)))  = 0 

u.  s.  f.  mit  (i)  invariant  verknüpft,  wobei  A’,  /,  m,  n,  ...  un- 
abhängig voneinander  die  Werthe  1,  . . q zu  durchlaufen 
haben. 

Von  jedem')  der  Systeme  (i’”),  (•”)!  unter 

Umständen  noch  zu  weiteren  mit  (i)  covarianten  Systemen  ge- 
langen, indem  man  dasselbe  Verfahren  anwendet,  welches  %-on 
(i')  zu  (i”),  (i”0)  •••  führte,  und  mit  den  neuen  Systemen 
kann  man  es  dann  ebenso  machen.  Bei  voller  Ausnutzung  dieser 
Methode  erhält  man  eine  endliche  Anzahl  von  Systemen,  die  mit 
(i)  invariant  verknüpft  sind. 

Hiermit  sind  aber  die  von  Herrn  E.vgkl  angegebenen  Hilfs- 
mittel zur  Bildung  covarianter  Systeme  noch  keineswegs  erschöpft, 
auch  nicht  einmal  die,  welche  er  in  seiner  ersten  Arbeit  mittheilt. 
In  der  That  kann  man  z.  B.  auf  jedes  der  bereits  erhaltenen 
Systeme  den  ersten  Satz  anwenden  und  gewinnt  dadurch  unter 
Umständen  eine  ganze  Reihe  von  vollständigen  Systemen,  die  mit 
(i)  invariant  verknüpft  sind.  Ferner  bilden  alle  Gleichungen, 
die  einer  Anzahl  von  unseren  Systemen  gemeinsam  sind,  wieder 
ein  covariantes  System,  und  man  kann  auch  dadurch,  dass  man 
mehrere  Systeme  zu  einem  einzigen  vereinigt,  neue  covariante 
Systeme  zu  bilden  versuchen.  Erhält  man  auf  diese  "Weise 
wirklich  neue  Systeme,  so  bietet  sich  wieder  die  Möglichkeit,  die 
beiden  ENGEL’schen  Sätze  anzuwenden  u.  s.  f.  Endlich  kann  man 
noch  folgenden  Satz  benutzen,  der  die  oben  erwähnte  Verall- 
gemeinerung des  zweiten  ExGEi.’schen  Satzes  als  Specialfall  ent- 
hält imd  unmittelbar  aus  den  ExGEL’schen  Principien  folgt  : 

Satz  2':  Zwei  Systnnc 

(3)  Xj,/ = 0 (',>  = 1 >)  und  Yaf  = 0 (0  = 1,...,.), 

I)  Wir  denken  uns  die  Reihe  (i  "j,  (i"),  . . .,  nur  soweit  fortgesetzt, 
dass  die  Gliederzahl  der  Systeme  kleiner  bleibt  als  die  Zahl  der  Ver- 
änderlichen, Die  Reihe  hört  dann  auf  entweder,  weil  der  nächste 
Schritt  zu  einem  n-gliedrigen  System  führen  würde,  oder,  weil  das 
letzte  System  der  Reihe  die  infinitesimalen  Transformationen  (2)  ge- 
stattet. ln  diesem  Falle  würde  es  übrigens  ein  mit  (i)  covariantes 
vollständiges  System  geben. 
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die  auch  identisch  sein  kiinnen,  haben  als  simultane  Vocarianie 
das  System 

(4)  X/=0,  Y„f=0,  (X,,r„)  = 0.  (e=i,....r;  « = 

Durch  Anwendung  dieses  Satzes  aut  irgend  zwei  mit  (1) 
covariante  Systeme  kann  man  unter  Umständen  ein  neues  der- 
artiges System  finden. 

Es*)  kann  natürlich  auch  Vorkommen,  dass  (4)  mit  dem  System 

(5)  A'p/’=0,  Y„f—0  (0=1 r;  0=1,...,») 

zusammenfällt.  Wenn  dies  der  Fall  ist,  wollen  wir  die  beiden 
Systeme  (3)  als  associiri  bezeichnen.  Jedes  vollständige  System 
ist  dann  zu  sich  selbst  associirt.  Ueher  solche  associirten  Systeme 
gilt  der  Satz , dass  auch  jede  Covariante  des  einen  zu  jeder  des 
anderen  Systems  as.sociirt  ist,  wenn  man  nur  die  covarianten 
Systeme  in  Betracht  zieht,  welche  der  zweite  ExoEi/sche  Satz 
liefert.  Um  dies  gleich  ganz  allgemein  zu  beweisen*),  wollen  wir 
annehmen,  die  beiden  Systeme 

y^of  = 0 (0  = 1,.  .,.)  und  Zrf=0  (r=i,.  ,0 

seien  zu 

X,,f  = 0 («  = I , . . . , r) 

associirt.  Dann  bestehen,  wenn  wir  eine  von  Herrn  Engel  ein- 
gefiihrte  Schreibweise  benutzen,  die  folgenden  Relationen 

(X,,  y„)  = 0 (mudd  X/,  Yj)^ 

(X,.Zr)  0 (modd.  r/,  Z/). 

Nun  liefert  aber  die  J.\com’sche  Identität 

(X,,(y„z»))  + (r„(ZrX^))  + (z,(x„  y„))  = o 

sofort 

(Xp(r„Z,))  = 0 . (modd  x/i  ly,  //,  (i-z)) 

Damit  ist  gezeigt,  dass  die  beiden  Systeme  X^f  = 0 (?  = i, 
und  }'„/■=  0,  Zrf'=0,  (Y„Z,)  = 0 (a  = 1,  ...,»;  r = 1, ...,  0 a.sso- 
eiirt  sind. 

Wenn  zwei  associirte  Systeme 

X,,f  = 0 (o  = 1 , . . , 0 und  Yaf  — 0 (■>  = 1 . ■ • ■ , 

1)  Die  hier  folgende  Betrachtung  findet  sich  in  den  EsoEL’sehen 
Arbeiten  nicht. 

2)  Wir  benutzen  hier,  dass  der  Satz  (2')  die  allgemeinste  Fassung 
des  zweiten  ENOEL’schen  Satzes  ist. 
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zusammen  genommen  ein  weniger  als  «-gliedriges  System  bilden, 
und  wenn  sie  überdies  Gleichungen  gemeinsam  haben,  so  giebt 
es  ein  vollständiges  System,  welches  eine  simultane  Covariante 
von  beiden  ist.  Ist  nämlich  Zf'=0  eine  in  beiden  Systemen 
vorkommende  Gleichung,  so  hat  man 

{Z  Xn)  = 0 , (Z  Y„)  ~ 0 . (modd.  .V/,  !•/) 

Daraus  geht  hervor,  dass  der  erste  ENOEL’sche  Satz,  angewandt 
auf  das  System  (5)  thatsächlich  ein  vollständiges  Sy.stem  liefert, 
da  wir  ja  schon  eine  Gleichung  dieses  Systems  kennen,  nämlich 
Zf  = 0.  Weiter  unten  werden  wir  Gelegenheit  finden,  diese 
Bemerkungen  über  associirte  Systeme  zu  benutzen. 

Aus  der  zweiten  ExGEL’schen  Arbeit  sei  nur  ein  Satz  hervor- 
gehoben, auf  den  auch  Hon-  EN(iKL  besonderen  Werth  legt.  In  der 
That  lassen  sich  aus  diesem  Satze  alle  andern  als  Folgerungen 
gewinnen.  Man  kann  ihn  in  folgender  Wei.se  formuliren: 

Satz  3:  Ist  X/'=  0,  1^=0  ein  in  (i')  rnthaltcnes  zwei- 
gliedriges Sgstem,  so  ist  das  System 

(6)  X*/-=0,  (XV)  = 0 

eine  simultane  Covariante  jenes  zicciglicdrigen  Systems  und  des 
Systenis  ( i '). 

Bezeichnet  man  mit  (dx^,  . . .,  dx„)  und  (d^,,  . . .,  6xj)  die 
Fortschreitungsstrecken,  welche  X/'und  I'/  dem  Punkte  (.Tj  , ...,  Xn) 
zuordnen,  so  kann  man  (6)  auch  folgendermassen  schreiben: 


(6i) 


XJ=0, , X,/'=0, 

. 

/ ^ 

» * 


« — V 1,  . . .,  7 


Herr  Encki.  giebt  auch  eine  geometrische  Interpretation  dieses 
Satzes.  Das  System  (i')  ordnet  jedem  Punkte  (x)  ein  ebenes 
Bündel  rj-ter  Stufe  von  Linienelementen')  zu.  Innerhall)  dieses 
Bündels  bestimmt  X/'=(),  Yf  = 0 ein  ebenes  Büschel  von 
Linienelementen,  un  I diesem  Büschel  entspricht  nach  dem  obigen 
Satze  in  invarianter  Weise  das  PpAFF’sche  Bündel  (5  l)-ter 
Stufe,  welches  das  System  (6)  dem  Punkte  (r)  zuordnet.  Eine 


[)  Ein  solches  Bündel  nennen  wir  hier  kurz  ein  PFAKF'schcs  Bündel. 
Alle  diese  Bündel  bezeichnen  wir  als  die  PrAFF’schen  Bündel  des 
Systems  (i)  oder  auch  (1 '). 
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Ausnahme  machen  diejenigen  Büschel,  für  die  das  System  (6j) 
aufhört  {q  + l)-gliedrig  zu  sein,  für  die  also  die  Gleichungen 

.7 

(7)  ^ (X.aitj  — Xtai,)dx,öxit  0 o=i, 

I,  * 

bestehen.  Diese  Büschel  wollen  wir-  als  die  Nullbiisrfiel^)  des 
PFAFF'schen  Bündels  5-ter  Stufe  bezeichnen.  Sie  sind  natürlich 
mit  dem  letzteren  invariant  verknüpft. 

Sucht  man  in  jedem  PF.VFF’schen  Bündel  des  Sy.stems  (1) 
die  Linienelemente,  welche  nur  in  Nullbüscheln  enthalten  sind, 
so  gelangt  man  zu  dem  covarianten  Sy.stem  des  Satzes  i.  Das- 
jenige des  Satzes  2 findet  man,  indem  man  alle  Bündel  (jj  -j-  1 )-ter 
Stufe,  die  nach  Satz  3 den  ebenen  Büscheln  jedes  PF.\FF’schen 
Bündels  des  Systems  (i)  entsprechen,  zu  einem  ebenen  Bündel 
vereinigt. 

Die  Systeme  (6)  und  ( i ")  lassen  sich  übrigens  auch  folgender- 
massen  charakterisiren: 

Das  Systitn  (6)  ist  das  kleinste  (1')  umfassende  System,  in 
dessen  Pfaff’ sehen  Bündeln  das  System  X/'=0,  Yf—0  N^ull- 
hüschcl  bestimmt. 

Das  System  (1")  ist  das  kleinste  (i')  umfassende.  System, 
in  dessen  PFAFF’schen  Bündeln  alle  ebenen  Büschel  der  PAFFF’sehen 
Bündel  von  ( 1 ')  Nullbüschel  sind. 

Die  Covarianz  der  S_vsteme  liegt  dann  auf  der  Hand. 

Betrachtet  man  eine  in  (i')  enthaltene  Gleichung,  so  ist 
mit  ihr  und  mit  (1')  invariant  verknüpft  das  kleinste  (i')  um- 
fassende System,  in  dessen  PF.VFF’schen  Bündeln  jene  Gleichung 
zusammen  mit  jeder  andern  Gleichung  von  (i')  Nullbüschel  be- 
stimmt. Alle  in  (1')  enthaltenen  Gleichungen,  bei  denen  die  Glieder- 
zahl dieses  covarianten  Systems  unterhalb  einer  gewissen  Grenze 
bleibt,  bilden  eine  mit  (i'j  invariant  verknüpfte  Schaar  und  liefern 
unter  Umständen  ein  covariantes  PrAFF’sches  System.*) 

Im  nächsten  Abschnitt  werden  wr  noch  eine  andere  An- 
wendung des  ENOEi.’schen  Satzes  3 kennen  lernen. 

1)  Für  einen  spcciellen  Fall  habe  ich  diese  Bezeichnung  eingeführt 
in  meiner  .\rbeit  „Elementvcreine  und  Streifenelemente  im  + 1“. 
Diese  Her.  1900,  S.  91  ff. 

2)  Diese  Betrachtung  findet  sich  in  anal3’tischer  Einkleidung  in 
der  zweiten  E.voEL’schen  Arbeit. 
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II. 

Andere  Ableitung  der  Engersehen  Resultate. 

Man  kann,  wie  hier  gezeigt  worden  soll,  alle  Resultate  des 
Herrn  Engkl  aus  dom  bekannten  Satze  über  die  bilineare  C'ovariante 
eines  I’KAi'K’schen  Ausdhieks  ableiten.  Während  Herr  Engel 
(besonders  in  der  zweiten  Arbeit)  vorwiegend  mit  den  infinitesi- 
malen Transformationen  (2)  operirt,  werden  wir  uns  darauf 
stützen,  dass  mit  dem  PEAEF’schen  System  (i)  der  Inbegriff  aller 
I’rAFF’schen  Ausdrücke  von  der  Form 

.1)  = Wj  (iTj,  . . .,  3/,i)  T)y  *1“  * • — f-  (0,1  _ — q 

invariant  verknüpft  ist.  .Aus  diesem  firunde  konnten  Avir  oben 
behaupten,  dass  die  ENGEi.’schen  Betrachtungen  und  die  unsrigen 
sich  dualistisch  gegenüberstehen. 

Bezeichnet  man  mit  zf  das,  was  aus  I)  wird,  wenn  man  an 
Stelle  von  dsc^,  . . .,  dx„  bezüglich  da’j,  . . .,  Sx,,  einsetzt,  so 
ist  die  bilineai’e  Covariante  von  I)  bekanntlich  der  Ausdruck 

dz/  — 81).  (il<>  = 6d) 

Ausfühidich  geschrieben  lautet  dieser  Ausdruck 

n ^ q « — «/ 

{^jd(Oj  — J)jö(Oj)  + (Oj{dJj  — 8Dj)  . 

1 1 

Sind  nun  (da’j,  . . .,  dx„)  und  {8j\,  . . .,  Sx„)  Iiösungs.systeme ‘) 
von  (1),  so  reducirt  sich  die  bilineare  Covariante  von  J)  auf*) 

^ . 

J 

einen  Ausdruck,  der  sich  ebenso  aus  den  dJj — 8I)j  zusamnien- 
setzt,  Avie  J)  aus  den  J)j.  Aus  der  Grundeigcnschaft  der  bilinearen 
Covariante  eines  l’EAFE’schen  .Ausdrucks  und  aus  der  selbstver- 
ständlichen Thatsache,  dass  bei  einer  Punkttransformation  jedes 

1)  Ein  System  von  n Grössen,  welche  an  Stelle  von  dr,  . . .,  dx, 
eingesetzt,  die  Gleichungen  (i)  erfüllen,  nennen  wir  ein  Lösungssystem 
von  (l).  Wenn  wir  solche  Lösungssysteme  wie  Systeme  von  Differen- 
tialen bezeichnen  (und  ihre  Elemente  gelegentlich  auch  Differentiale 
nennen),  so  soll  damit  nur  angedeutet  sein,  dass  sie  icie  die  Differentiale 
dx^,  . . .,  dx„  transformirt  werden. 

2)  Auch  hier  ist  immer  dä  = dd  zu  setzen. 
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Lösungssystem  von  (i)  in  ein  Lüsungssystein  des  transfürmirten 
PEAFF’schen  Systems  übergeht,  ergiebt  sich,  <[ass^^coj((lJj  — älfj) 

eine  simultane  Covarianlc  des  Stfstems  (i),  der  heulen  Lüsungs- 
sijsteme  (dx, , . . .,  dx„),  (dx, , ...  dx«)  und  des  Pr Ath’ sehen 
Ausdrucks  I)  ist. 

Diejenigen  I’i'AFF’sehen  Ausdrücke  I),  deren  bilineare  Covariante 
für  alle  möglichen  Paare  von  Lö.sungssystemen  unseres  PFAFF’sehen 
Sy.stems  (i)  ver.schwindet,  bilden  nach  dem  soeben  gesagten  eine 
mit  (i)  invariant  verknüpfte  Schaar.  Setzt  mau  nun  in 

<1 

dAj  — öDj  — {datjdxi!  — öatjdxt) 

1 

für  dx, + 1,  . . .,  dx„  und  dx, + i,  . . .,  dx„  ihre  Ausdrücke  durch 
die  übrigen  Differentiale  ein,  so  wird 

dJj  — ÖDj  — — (XiOtj  ■ dx,dx*  — X/a^j  ■ öxidxi;) 

I,  k 

= — ^ {Xitti-j—  Xkaij)dxiöxk 
'»  * 

und  daher 

(8)  dJ  — ÖD  = — ^ ^ (oj  (Xiatj  — Xja,y)  dx,dx<  . 

1 i,  k 

Da  die  Differentiale,  welche  hier  noch  Vorkommen,  keiner  Be- 
dingung unterworfen  sind,  so  müssen  die  Gleichungen 

(9)  eOj{X,Ukj  — Xta.j)  = 0 (<•,  c = 1,  . . 9) 

J 

bestehen,  wenn  die  bilineare  Covariante  von  D für  alle  Paare  von 
Lösungssystemen  von  ( 1 ) verschwinden  soll.  Setzt  man  die  durch  (g) 
definirten  Pr.AFF’schen  Ausdrücke  gleich  Null,  so  erhält  man  ein 
mit  (i)  covariantos  PFAFF’sches  System,  und  man  überzeugt  sich 
leicht,  dass  das  äquivalente  System  von  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen gerade  das  System  ( 1 ")  des  Satzes  2 ist. 

Nun  eine  andere  Ueberlegung!  Es  kann  Lösungssysteme 
(dXj,  . . .,  dx„)  von  (i  ) geben,  die  zusammen  mit  jedem  andern 
Lösungssystem  die  bilinearen  Covarianten  aller  Ausdrücke  D zum 
VerschYvinden  bringen,  und  es  ist  klar,  dass  diese  Lösungs.systeme 
(dXj,  . . .,  dx„)  bei  allen  Punkttransformationen  die  angegebene 
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Eigenschaft  bewahren  werden.  Auf  Grund  der  Formel  (8)  müssen 
sie  den  Gleichungen 

1^-  .7 

(XiUt  j — XitGij)  (Ix,  = 0 (t  = li  • • 1 9!  7 = 1.  ■ ■ n - 9) 

< 

genügen,  und  wir  können  also  behaupten,  dass  mit  (i)  da.s 
Pi'AFF’sche  System 

.7 

(io)  /)^  = 0,  ^ (XiOtj  — Xia/j)  (Ixj  — 0 0 = i,--,  »-9i  i = 1,. -,i 

i 

invariant  verknüpft  ist.  Das  ist  aber  der  ENOKu’sche  Satz  i,  und 
zwar  in  der  Fassung,  wie  ihn  Herr  Exuei,  in  seiner  ersten  Arbeit 
ausspricht.  Er  gewinnt  ihn  dort,  indem  er  die  infinitesimalen 
Transformationen-  (2)  auf  das  System  ( i)  ausführt  und  beweist 
auch,  dass  ( i o)  unboschininkt  integrabel  ist. 

Der  Satz  3 ergiebt  sich  auf  folgende  Weise:  Betrachtet  man 
zwei  Lösungssysteme  von  (i),  • • •,  dx^)  und  (Sx^,  ■ ■ öx„), 

so  ist  mit  ( I ) und  mit  ihnen  der  Inbegriff  aller  Ausdrücke  J) 
invariant  verknüpft,  deren  bilineare  Covariante  für  jene  Lösungs- 
systeme verschwindet.  Stellt  man  an  D diese  Forderung,  so  mus.« 
nach  (8) 

('0  2 "^'2 = 0 

j * 

sein.  Man  sieht  zuniich.st,  dass  nur  das  durch  die  beiden  Lösungs- 
Systeme  bestimmte  Büschel*)  in  Betracht  kommt.  Ist  dasselbe  so 
beschafien,  dass  nicht  gleichzeitig  die  Gleichungen 

I,  k 

bestehen,  dann  hat  die  Gleichung  (ii)  gerade  n — q — 1 unab- 
hängige Lösung.ssysteme  &>,,•••,  ca„_,.  Werden  also  die  durch 
(ii)  dcfinirten  PEAFP’schen  Ausdrücke  1)  gleich  Null  gesetzt,  so 
erhält  man  ein  («  — q — l)-gliedriges  PFAFF’sches  System,  welche.« 
in  (i)  enthalten  ist  und  offenbar  eine  simultane  Covariante  des 
Systems  (i)  und  des  durch  die  beiden  Lösungssysteme  (dx^,---,dx^\ 
(dZj,  • • •,  da;^)  bestimmten  Büschels*)  darstellt.  Wenn  die  Glei- 

I)  So  nennen  wir  kurz  alle  Lösungss3'steme,  die  sich  aus  zwei 
solchen  durch  lineare  Combination  ergeben. 
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chungen  (7)  erfüllt  sind,  so  verschwindet  die  hilinearo  Covariante 
jedes  Ausdrucks  I),  und  zwei  solche  Lösungssysteine  ordnen  jedem 
Punkte  ein  NullbüscheJ^)  des  vermöge  (i)  ihm  entsprechenden 
PpAFF’schen  Bündels  zu.  Sonst  ist  das  durch  zwei  Lösungssysteme 
von  (i)  einem  Punkte  zugeordnete  Büschel  von  Linienelementen 
ein  Nullbüschel  erst  in  dem  Pi-WFP’schen  Bündel  (7  + l)-ter  Stufe, 
welches  das  («  — q — l)-gliedrige  covariante  System  jenem  Punkte 
entsprechen  lässt. 

Wir  wollen  die  (etwa  vorhandenen)  Ausdrücke  7),  deren 
bilineare  Covariante  lüi-  alle  Paare  von  Lösungssystemen  von  (i) 
verschwindet,  d.  h.  also  die  durch  die  Gleichungen  (9)  definirten 
Ausdrücke  J),  für  einen  Augenblick  als  Ntdiiiusdrik'ke  bezeichnen. 
Zwei  Ausdrücke  7>,  deren  Ditferenz  ein  Nullausdruck  ist,  mögen 
congrneid  heissen.  Dann  ist  unmittelbar  aus  der  Formel  (^8)  zu 
entnehmen,  dass  die  bilinearen  Covarianten  von  zwei  Ausdrücken 
1)  dann  und  nur  dann  für  alle  Paare  von  Lösungssystemen  des 
Systems  ( i ) übereinstimmen , wenn  die  beiden  Ausdrücke  con- 
gruent  sind.  Der  Ausdruck  7)  ist  also  durch  die  BUinearform  (8) 
bis  auf  einen  additiven  Nullausdruck  bestimmt.  Ferner  ist  aus 
der  Formel  (8)  zu  ersehen,  dass  die  bilinearen  Covarianten  von  D 
und  von  eol),  wo  w eine  Function  der  x ist,  sich,  wenn  man  sie 
für  zwei  Lösungssysteme  von  (i)  bildet,  auch  nur  um  den  Factor  oj 
unterscheiden.  Daraus  folgt,  dass  diejenigen  Paare  (oder  Büschel) 
von  Lösungssystemen  des  Systems  (i),  welche  die  bilineare  Cova- 
riante eines  Ausdrucks  7)  ziun  Verschwinden  bringen,  diesen 
Ausdruck  bis  auf  einen  p'aetor  und  einen  additiven  Nullausdruck 
bestimmen.®)  Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  es  n — q — r Null- 
ausdrücke giebt 

aus  welchen  sich  alle  andern  linear  ableiten  lassen.  Wenn  dann 
r„)  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist,  so  stellen  alle 
Gleichungen  von  der  Form  (ii)  in  dem  zu  diesem  Punkte  ge- 
hörigen Pt'AFF'schen  Bündel  des  Systems  (i)  lineare  Complexe  dar*), 

1)  Vgl.  Seite  185. 

2)  Hierbei  benutzen  wir  den  Satz,  dass  die  Geraden  eines  linearen 

Complexes  = 0 (in  irgend  einem  linearen  Raume)  die  schiefe 

Bilinearform  auf  der  linken  Seite  bis  auf  einen  Factor  bestimmen. 

.■5)  Die  Holle  der  Geraden  spielen  die  ebenen  Büschel  von  Linien- 
elementen. 
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die  eine  r-gliodj’ige  lineare  Schaar  bilden  (d.  h.  es  giebt  ge- 
rade »•  unabhängige  unter  ihnen).  Diese  oo'"“*  linearen  Com- 
plexc  nennen  wir  kurz  die  linearen  Complexe  des  Pt'AKF’schen 
Bündels.  *)  Jeder  solche  Complex  ist  vollkommen  bestimmt  durch 
den  Inbegriff  aller  Büschel  von  Linienelementen,  die  seine  Glei- 
chung erfüllen  und  die  wir  seine  Complexbüschel  nennen  wollen. 
Aus  den  zuletzt  angestellten  Betrachtungen  ergiebt  sich  nun  der 
folgende  Satz; 

Satz  4.  Zwischen  den  PfAfy’schcn  liündetn  (</-fr — l)-ter 
Stufe,  welche  die  {n  — q — r -j-  \)-glicdrigen  Systeme 

l)(i)  = 0,  • • •,  = 0,  7)  = 0 

einem  Punkte  allgemeiner  Lage  zuordnen,  und  den  linearen  Com- 
pleren  (ii)  des  diesem  Punkte  vermöge  (i)  entsprechenden  Pf  aff’- 
sehen  Bündels  besteht  eine  cineindeutige  Beziehung,  die  bei  allen 
Punkttransformationen  erhalten  bleibt.  *) 

Es  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  man  das  einem  Complex  ent- 
sprechende PFAFF’sche  Bändel  findet,  wenn  man  auf  alle  Complex- 
büschel den  Satz  3 des  Herrn  Enuf.i.  anwendet.  Die  dadurch 
erhaltenen  PrAFp’.schen  Bündel  {tq  + l)-ter  Stufe  bestimmen  das 
Bündel  (q  -|-  r — l)-ter  Stufe  des  Satzes  4 als  das  kleinste  ebene 
Bündel,  in  welchem  sie  alle  enthalten  sind. 

Bei  einer  Punkttransformation  bewahrt  jeder  Complex  (11) 
seinen  projectiven  Charakter,  d.  h.  den  Rang  seiner  Determinante. 
Diejenigen  (zu  einem  Punkt  von  allgemeiner  Lage  gehörigen) 
Complexe,  welche  eine  stärkere  Ausartung  haben  als  ein  allgemein 
gewählter  Complex  der  Schaar,  werden  also  diese  Eigenschaft  behalten. 
Ist  nun  z.  B.  innerhalb  der  r-gliedrigen  Schaar  eine  r'-gliedrige 
lineare  Unterschaar  dadurch  ausgezeichnet,  dass  ihre  Complexe 
stärker  ausgeartet  sind  als  die  nicht  zu  der  Unterschaar  ge- 
hörigen, so  liefert  der  Satz  4 ein  (n  — q — r -f- r')-gliedriges 
PFAFF’sches  System,  welches  mit  ( i)  invariant  verknüpft  ist.  Giebt 
es  eine  endliche  Anzahl  von  Unterschaaren,  deren  Complexe  stärker 
ausgeaidet  sind  als  die  in  einer  gewissen  Umgebung  einer  solchen 
Unterschaar  befindlichen  Complexe,  so  gewinnt  man  eine  ganze 

1)  Diejenigen  (etwa  vorhandenen)  Büschel  von  Linienelementen, 
welche  allen  diesen  Complexen  angehören,  sind  offenbar  die  Nullbüschel 
des  PrAFK’schen  Bündels. 

2)  Dieser  Satz  ist  bisher  nicht  aufgestellt  worden,  folgt  aber  auch 
aus  dem  EsoEL’schen  Satze  3 und  umgekehrt. 
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Anzahl  mit  ( i ) covarianter  Systeme,  indem  man  in  jedem  Punkte 
von  allgemeiner  Lage  auf  die  Complexe  einer  be- 
stimmten Unterschaar  den  Satz  4 anwendet  und  die  so  erhaltenen 
PFAFF’schen  Bündel  jedesmal  zu  einem  grösseren  ebenen  Bündel 
vereinigt.  Der  Satz  4 bietet  also  Gelegenheit  aus  liniengeome- 
trischen Sätzen  covariante  PFAFF’sche  Systeme  abzuleiten. 

Wir  werden  im  folgenden  immer  mit  Systemen  von  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen  operiren  und  werden  ganz  davon 
absehen,  dass  wir  früher  ein  solches  System  ( i ')  immer  in  auf- 
gelöster Form  geschrieben  haben.  Ferner  werden  wir  ein  Linien- 
element des  PFAFF’schen  Bündels,  welches  ein  System 

0,  • • • .,  X,/=  0 

einem  Punkte  zuordnet,  durch  die  homogenen  Coordinaten  (A, : • • 
charakterisiren,  wenn 

^1^1/’+  • • • + 

eine  infinitesimale  Transformation  ist,  die  den  Punkt  geriide  in 
der  Richtung  jenes  Linienelement.s  fortführt.  Wir  werden  dann 
vielfach  davon  Gebrauch  machen,  dass  die  A sieh  linear  trans- 
formiren,  wenn  man  an  Stelle  der  Xf  lineare  Combinationen 

x;f  = a,,XJ+  ■■■■  + a,^,x/  (/ = I,  • •. ») 

einführt,  wobei  die  ct  Fimctionen  der  x sind,  für  welche  die 
Determinante  nicht  verschwindet.  Offenbar  treten  dann  an 

die  Stelle  der  i neue  Grössen  A.*,  die  mit  ihnen  in  folgender  Weise 
Zusammenhängen : 

H + 

Wir  werden  diesen  Umstand  besonders  dazu  benutzen , um 
die  Gleichungen  der  linearen  Complexe,  die  zu  dem  PFAFF’schen 
Bündel  eines  Punktes  von  allgemeiner  Lage  gehören,  auf  eine 
möglichst  einfache  Form  zu  bringen. 

m. 

PfafTsclie  Systeme  vom  Charakter  2 mit  covarianten  nnbesrhränkt 
integrablen  Systemen. 

Wir  betrachten  in  diesem  Abschnitt  (n  — c/)  - gliedrige  Pfaff- 
sche  Systeme  in  n Veränderlichen,  bei  welchen  die  EsoKi/sche 
Covariante  (i'")  2 -f- 2 unabhängige  Gleichungen  enthält.  Solche 
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Systeme  nennen  wir  mit  Herrn  E.  von  Wkber*)  PKAKF’sche  Systeme 
vom  Charakter  2.  — Ist  allgemein  das  Engel’ sehe  System  (i"t 
(?  + Charakter  des  Systems  ( i ).  — Wenn 

wir  mit  dem  System  (i'j  operiren,  so  bestehen  also  modd. 
Xj/',  • • •,  X^f  Kelationen  von  folgender  Fonii“): 

. • • • . i'/'  + ■ ■ ■,  2!„)X/'  (i.k  = 1,  .»). 

Setzen  wir  zur  Abkürzung 

ft  X = 

so  ist  modd.  Xjf,  ■ • X^f 

L • -,9 

(1 X,  ^x)  =2 + 'Pikht^k^O-  ■ 

•,  k 

Die  Sehaar  von  Complexeu,  von  welcher  der  Satz  4 handelt, 
ist  hier 

('  2)  'faht^k  = *>  • 

Es  ist  möglich,  dass  für  einen  Punkt  (a;, , ■ • • , a;„)  von  allgemeiner 
Ijage,  diese  Comple.xe  alle  in  gleicher  Weise  ausgeartet  sind,  dass 
also  die  Determinante 

für  alle  Werthsysteme  «,  ß (=|=  0, 0)  denselben  Rang  (<^  g)  hat. 
Wir  wollen  hier  aber  anuehnien,  dass  dies  nicht  der  Fall  ist. 
Dann  giebt  es  offenbar  eine  endliche  Anzahl  von  Complexen,  welche 
stärker  ausarten  als  ein  allgemein  gewählter  C'omplex  der  Schaar. 
Jeder  solche  C'omplex  ist  mit  dem  l’pAFF’schen  Bündel,  welches 
das  System  (1')  dem  Punkte  (ar, , • • •,  zuordnet,  invariant  ver- 
knüpft.*) Wir  können  ohne  Beschränkung  annehmen,  ein  solcher 
tlomplex  sei 

(‘3)  = 0. 

1)  Liniengeometrie  und  IVAFF'sche  Systeme.  Diese  Berichte  1900. 
S.  i8of. 

2)  Zwischen  Yf  und  Xf  besteht  keine  Relation  ß Y/’-j- 

und  in  der  aus  den  qp,  ij)  gebildeten  Matrix  verschwinden  nicht  alle 
zweireihigen  Determinanten. 

3)  Ganz  unzweifelhaft  ist  dies,  wenn  man  nur  infinitesimale  Trans- 
formationen in  Betracht  zieht. 
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Dann  ist  der  Rang  von  j | höchstens  gleich  q — 2 im  Falle 
eines  geraden  q und  höchstens  gleich  q — 3 im  Falle  eines  un- 
geraden q.  Die  durch  die  Gleichungen 

= (*  = '.  .7) 

I 

bestimmten  infinitesimalen  Transformationen  kX  sind  mit  (i') 
invariant  verknüpft,  da  sie  dem  Punkte  , • • • , ir„)  gerade  die 
Fortschreitungsstrecken  zuordnen,  welche  den  singulUren  Linien- 
elementen des  Complexes  (13)  entsprechen.  Es  ist  otfenbar 
erlaubt,  anzunehmen,  dass  alle  diese  AX  sich  aus 

(ä<r<,-8) 

linear  ableiten  lassen.  Nach  diesen  Festsetzungen  ist  nun 

^ (?  = b . e;  >•  = 1.  , 7), 

und  aus  Satz  2'  können  wir  entnehmen,  dass  mit  (i')  das  System 

(14)  xj'=0,---,  x/=o,  17=0 

invariant  verknüpft  ist,  da  dies  ja  von 


x,/-  = o,---,X7=o 

gilt. 

Bestände  für  alle  möglichen  Zahlenpaare  p,  0 aus  der  Reihe 
1,  • • •,  r die  Gleichung 

= <7 

so  würde  aus  der  JACOBi’schen  Identität 


((X^X„)X,)  + ((X„X,)X^)  + ((Ä',x;)x„)  = 0 

folgen 

(15)  qp„,.(yX^,)-qP^;(rX„)  = 0 (mo,M  .T/.  >7,  2/). 

Wir  wollen  nun  von  der  Möglichkeit  absehen , dass  schon 
der  ENGEu’sche  Satz  1,  angewandt  auf  das  System  (1'),  ein  cova- 
riantes  vollständiges  System  liefert,  und  nur  zeigen,  dass  auch 
sonst  ein  solches  System  oxistirt.  Wir  müssen  dann  annehmeu, 

dass  in  der  Matrix  , j nicht  alle  zweireihigen  Deterrai- 


i)  Singulär  nennen  wir  alle  Linienelemente  des  I’FAFF'schen  Hiindels, 
welche  nur  C'omplexbüscheln  des  Complexes  (13;  angebören.  Sie  sind 
mit  dem  Bündel  invariant  verknüpft. 
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nanten  verschwinden.  Sonst  Hessen  sieh  nämlich  A,  fi  (=f=  0, 0) 
so  bestimmen,  dass  für  i — 1,  • • q 

+ t^Vai  = 0 

wäre,  und  für  dieselben  Werthe  von  i hätte  man 

(A  Xp  + ft  X„,  Xj)  ^ 0 (modd.  T/), 

d.  h.  der  EsoKL'sehe  Satz  i würde  ein  covariantes  vollständiges 
System  liefern.  Es  folgt  daher,  wenn  wir  von  dieser  Möglichkeit 
absehen,  aus  der  Relation  ( 1 5) 

( y Xj)  = ( TA',.)  = 0 (modd  X/,  }•/,  Zf) 

oder 

( h (•*■1 . • • • > 

für  Q = 1 , • • • , r.  Diejenigen  infinitesimalen  Transformationen 

+ • • • + ^r^rf  1 

für  welche 

Zi  + • • • + 

ist’),  würden  also  das  System  (14)  invariant  lassen,  d.  h.  der 
ENTtEi-’sche  Satz  i würde,  angewandt  auf  dieses  System,  ein  voll- 
ständiges System  liefern,  das  dann  auch  mit  (i')  invariant  ver- 
knüpft wäre. 

Nunmehr  \v*ollen  wir  annehmen,  dass  die  u=  l,---,r) 

nicht  sämmtlich  verschwinden,  und  dass  etwa  (worin  keine  Be- 
schränkung der  Allgemeinheit  liegt)  9)19  = 1 ist. 

Führt  man  an  Stelle  von  XJ{i  > 2) 

f = ^if  + fi  i -^'1  f'—fu  ^2  f 

ein,  so  wird  (Xj  X,')  3=  (A^j  X/)  ^ 0 (modd.  Xf).  Wir  wollen 
daher  von  vorueherein  annehmen,  es  sei  für  i > 2 

(A\  X()  33  (X9  X,.)  = 0 (modd.  Xf, 

Wäre  nun  r>2  und  q eine  Zahl  aus  der  Reihe  3,  so 

würde  aus  der  Identität 

((XjX9)Ap  + ((X9A;,)X^i  + {(X^X,)X,)  = O 

folgen,  das.s  für  p = 3,  • • •,  r 

( y X^,)  = 0 (modd.  Xf  Yf 

i)  Wegen  r ^ 2 gieht  es  wenigstens  eine  solche  infinitesimale 
Transformation. 
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ist  Diese  infinitesimalen  Transformationen  X^f  würden  also  das 
System  (14)  invariant  lassen,  und  das  bedeutet  wieder,  dass  der 
ExGEii’sche  Satz  i,  angewandt  auf  dieses  System,  ein  mit  (i') 
covariantes  vollständiges  System  liefert. 

Wir  haben  jetzt  nur  noch  den  Fall  zu  untersuchen,  wo  für 
jeden  Complex  der  Schaar  (12),  der  eine  stärkere  Ausartung  hat 
als  ein  allgemein  gewählter  Complex  dieser  Schaar,  r = 2 ist. 
Das  bedeutet  aber,  dass  die  Zahl  q gerade  sein  muss,  dass  ferner 
die  Determinante  der  Schaar  (12)  für  einen  Punkt  von  allgemeiner 
Lage  nicht  identisch  verschwindet,  und  dass  ihre  Quadratwiu"zel 
lauter  verschiedene  Linearfactoren  besitzt,  weil  wir  sonst  auf  einen 
schon  erledigten  Fall  kämen.  Wir  können  annehmen 'j 

I “9a  + I = (“  + (“  + ß%.Y-  = s) 

Die  igj  sind  hier  Functionen  der  x,  die  für  einen  Punkt  von  all- 
gemeiner Lage  sämmtUch  voneinander  verschieden  sind.  Nach 
Weierstras.s  ist  für  einen  solchen  Punkt  die  Formenschaar 

9a^iP*  + ß^  9a^.P* 

mit  der  Schaar 

9'  9' 

ifbi*  Pst— 1^2*)  "1"  iPst  Pst— i^st) 

1 1 

äquivalent,  d.  h.  es  giebt  eine  lineare  Transformation  der  A und 
eine  andere  der  ft,  welche  jede  Form  der  ersten  in  die  ent- 
sprechende Fonn  der  zweiten  Schaar  überführen.  Nach  einem 
wichtigen  Satze  von  Frobenius*)  ist  es  aber  immer  möglich,  die 
erste  Schaar  in  die  zweite  auch  durch  rogredirnte  Transfonnation 
der  A und  ft  überzuführen.  Von  diesem  Satze  Gebrauch  machend 
nehmen  wir  an,  es  sei  durch  Einführung  linearer  Combiuationeu 
der  X/' an  Stelle  der  alten  Xf  (was  nach  einer  früher  gemachten 
Bemerkung  auf  eine  cogrediente  Transformation  der  A und  der  ft 
hinauskommt)  bereits  bewirkt,  dass 


1)  Zu  diesem  Zweck  braucht  man  nur  zu  bewirken,  dass  für  einen 
Punkt  allgemeiner  Lage  | 9,-^.  | = 1 ist.  Das  lässt  sich  aber  durch 
passende  Wahl  von  Yf  erreichen. 

2)  Vgl.  seine  Arbeit  „Über  die  cogrediente  Transformation  der 
bilinearen  Formen“.  Ber.  der  Berliner  Akad.  d.  Wiss.  1896.  S.  i ff. 
(Den  betr,  Satz  hatte  Herr  Frobenius  schon  1879  aufgestellt.) 

MAtb.-phya.  Classe  1901.  14 
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ist.  Wir  haben  nun  in  der  Schaar  ( 1 2 ) q'  ausgeartete  Complexe 
entsprechend  den  Werthsystemen  a = il)^,  ß = — 1.  Die  singulären 
Linienelemente  eines  solchen  Complexes  werden  durch  das  System 

bestimmt.  Jedes  dieser  Systeme  ist  mit  ( i ')  invariant  verknüpft, 
und  (i')  zerfallt  also  in  q'  zweigliedrige  Systeme.  Wir  werden 
jetzt  noch  zeigen,  dass  es  immer  ein  mit  ( i ')  invariant  ver- 
knüpftes vollständiges  System  gicbt,  wenn  2'  > 2 ist,  also  2 > 4. 
Zwischen  den  Xf  bestehen  modd.  Xf  die  Relationen 

{X,X,)=Yf+^,Zf, 

(X,X,)=Yf+^,Zf, 

{X,,.,X,,)=Yf+%Zf, 

{X^^,X;)^Yf  + ^^,Zf, 
und  sonst  ist  immer  (X,.X^)  = 0.  Die  Identität 

+ ((XiX,*_jX,,)  = 0 

liefert  für  ^ > 1 

(YX,)  + 1p^(ZX,)=0  (modd.  z/,  >7, 2/1 

oder 

( Y + ipj  X,  Xj)  + (ipi  — Tpi)  (Z  Xi)  = 0 (modd.  X/,  17.  Zf). 

Ist  nun  g'>  2,  so  hat  man  wenigstens  zwei  solche  Relationen, 
aus  denen  dann  wegen  der  Ungleichheit  der  ip  folgt 

( Y + Z,  X,)  = 0 (modd.  X/,  yf,zf). 

Ebenso  findet  mau,  dass 

(X  -f  'i/'iZ,  A'j)  = 0 

ist.  Diese  beiden  Relationen  lassen  sich  auch  so  schreiben 
( Y + ipjZ, Xj)  = %iZf,  (Y-f -ipjZ,  Xj)  = Zf  (modd.z/,  }7+v-,zA 

und  dann  folgt  sofort,  dass  das  mit  ( 1 ')  nach  Satz  2 ' invariant 
verknüpfte  System 

(16)  XJ=  0,  • • X/=  0,  Y/'-f  ^,Zf^  0 
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entweder  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen  Xj/',  X^f 
gestattet  oder  (wenn  Zu  Za  0)  die  infinitesimale  Trans- 
formation x^X^f — Xi^it-  Falle  würde  man  also  bei 

Anwendung  des  ENtiEL’sehen  Satzes  i auf  das  System  ( 1 6)  ein 
mit  ( 1 ')  covariantes  vollständiges  System  finden. 

Nennen  wir  mit  Herrn  E.  von  Weber')  q die  Stufe  des 
PEAEF’schen  Systems  (i),  so  können  wir  folgenden  Satz  aus- 
sprechen : 

Satz  5-  Sind  bei  eineni  PrAFF’schen  System  votn  Cliaraicter  2 
die  zu  einem  PFAFF’sclien  Bündel  (allgemeiner  Lage)  gehörigen 
linearen  Complexe  nicht  alle  in  gleicher  Weise  ausgeartet,  so  gieht 
es  ein  covariantes  itnbeschränkt  integrables  System,  oder  das  Pfaff’- 
srhe  System  zerfällt  in  zwei  covariante  Systeme  zweiter  Stufe  vom 
Charakter  i , die  zu  einander  associirt  sind. 

Wir  wollen  noch  einige  Bemerkungen  über  den  Ausnahme- 
fall machen,  wo  das  System  (i')  viergliedrig  ist  und  in  die 
beiden  zweigliedrigen  Systeme 

XJ=0,X^f-=0  und  X,/’=  0,  X^/'=  0 

zerftlllt.  Wir  setzen  jetzt 

(x.x,)=  17,  {x,x,)  = zf, 

während  wie  früher 

(A',  X,)  = (X,  XJ  ~ (X,  X3)  = (X,  X,)  = 0 (modd,  j/, 

ist.  Die  letzten  Relationen  besagen,  dass  die  beiden  zweigliedrigen 
Systeme  associirt  sind.  Das  mit  ( 1 ')  covariante  System 

(17)  xj=o,...,  XJ^O,  17=0,  (x,r)  = 0,  (x,Y)^o 

muss  7 - gliedrig  sein.  Wäre  nämlich 

(Xj  Y)  = «f,  17,  (A"j  y)  = «2  Vf  (modd.  X/,  17), 

so  würden  entweder  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 
X,/j  Xof  oder  wenigstens  (wenn  n, , Oj  =|=  0,  O)  a^X,f — a,X^f 
das  covariante  System 

X7=o, ....  xj=o,  17=0 

invariant  lassen,  und  bei  Anwendung  des  E.voEL’schen  Satzes  1 
auf  dieses  System  würde  man  also  ein  mit  ( i ^ ) covariantes 


i)  Vgl.  die  oben  citirte  Arbeit. 

U* 
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vollständiges  System  finden.*)  Ebenso  erkennt  man®),  dafs  das 
covariante  System 

(i8)  xj=o,...,xj^o,  i7=o,z/^=o,(x,r)=o,(x,r)=o 

8-gliedrig  sein  muss.  Wenden  wir  jetzt  auf  die  Systeme  X^f  = 0, 
X^f=0,  Yf=0  und  (17)  den  Satz  2'  an,  so  muss  sich  ein 
covariantes  System  ergeben,  welches  mindestens  9-gliedrig  ist. 
Es  kommen  offenbar  nur  die  Klanmierausdrücke  in  Betracht, 
welche  sich  aus  einer  der  infinitesimalen  Transformationen  X^f, 
X%f,  17  und  einer  der  beiden  folgenden:  (X,  1’),  X)  bilden 
lassen.®)  Wäre  nun  modd.  Xf,  Yf,  (XX) 

(X,(X^X))£E£«,7/-,  (X(X,X))“  ß,Vf, 

(X,(X,X))  = (X,(X,X))-«,X/-, 

(X, (X,  X))  = «3  Vf,  ( X(X,  X))  = ß,  Vf, 
so  würde  die  infinitesimale  Transformation 
kXJ+  tiXJ+vYf 
das  System  (17)  invariant  lassen,  sobald 

etjA  + (Kjft  + (3,v  = 0, 

+ “sft  + ßi''  = 

wäre,  d.  h.  der  EsoEi/sche  Satz  i würde,  angewandt  auf  das 
System  (17),  ein  mit  (X)  covariantes  vollständiges  System  liefern. 
Endlich  kann  man  jetzt  noch  zeigen,  dass  das  System 

jX7=0,  x,/-=ü,  X/-=ü,  (X,X)  = 0,  (X,X)  = 0, 
1X3/-=  0,  XJ=0,  Zf^O,  (X3/)  = o,  (X,X)  = 0 

lO-gliedrig  ist.  Es  entsteht,  indem  man  den  Satz  2'  auf  die 
Systeme  X^f=  0,  XJ'—  0 und  (18)  anwendet,  oder  auch,  indem 
man  von  dem  4-glicdrigen  System  X^f  = 0,  . . .,  X^/’=0  die 
ExoEL’scbe  Covariante  (X")  bildet.*)  Wäre  nun 

(X3X)  = «3  17,  (X^Z)  = a^  Vf  {modd.x/,  r/,  zf,  (x  y», 

so  würde,  wenn  nicht  Xj/'  und  XJ  beide  das  System  (18)  in- 
variant lassen,  sicher  «4X3 f'— «3X4/' dies  thun.  Jedenfalls  würde 

1)  Alle  unsere  vollständigen  Systeme  sind  « «)-gliedrig, 

2)  Hierbei  kommen  unsere  früheren  Bemerkungen  üVier  assoeiirte 
Systeme  in  Betracht,  besonders  die,  dass  gewisse  C'ovarianten  ebenfalls 
associirt  sind.  Vgl.  S.  183. 


Digilized  by  Google 


Uebeh  Systeme  von  Peaee’’schen  fiLEicnoNOEN, 


199 


also  die  Anwendung  des  ExcEL’schen  Satzes  i auf  das  System  (i8) 
ein  mit  ( i ')  covariantes  vollstUndiges  System  liefern. 

Aus  den  bisherigen  Hetraehtungen  geht  hervor,  dass  ein 
PF.tFf’schcs  Systetn  vierter  Stufe  e&m  Charaktci-  2 immer  ein  covari- 
antes vollständiges  System  besitzt,  solange  die  Zahl  der  Veränder- 
liehen  kleiner  als  lO  ist.  Würden  nämlich  (das  müssen  wir  noch 
hinzufügen)  alle  Complexe  der  Schaar  (12)  für  einen  Punkt  von 
allgemeiner  Lage  ausgeartet  sein,  so  gäbe  cs  ein  Linienelement, 
welches  für  sie  alle  singulär  ist.  Dann  käme  man  also  zu  einer 
mit  (i')  covarianten  linearen  partiellen  Differentialgleichung, 


IV. 

I’faff’sche  Systeme  sechster  Stofe  vom  Charakter  2 und  Systeme 
vierter  Stufe  vom  Charakter  4. 

Wir  bewei.scn  zunächst  einen  sehr  naheliegenden  allgemeinen 
Satz,  der  uns  lediglich  als  Hilfsmittel  dienen  soll. 

Satz  6.  H'c««  die  zu  einem  q-gliedrigen  System 

(•')  XJ=0 

gehörigen  EsGEi’schen  Covarianten 

(i")  X, ■/'=(),  (X,Xi-)  = 0 ('i*=i 9) 

und 

(1"')  X,/=0,  (X,X,)  = 0,  (X,(XiX,))  = 0 (f,r.i  = i....,9) 

bezüglich  q r und  q r s unabhängige  Gleichungen  enthalten 
(r,  s>0),  so  existirt  ein  covariantes  vollständiges  System,  sobald 
r ■ s q ist. 

Wir  können  nämlich  schreiben 

r 

1 

» 

1 

9 

und  die  infinitesimale  Transformation  IX  ^ y.  A,  X/  lässt  das 

1 

System 

X./=0,  (X,X*)  = 0 (.•,*  = i,.-,9) 
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invariant,  sobald  für  p = 1,  . . r 

(n.odd,x,,r/) 

I,  a 

ist.  Das  ist  der  Fall,  wenn  die  r ■ s Gleichungen 

» 

bestehen.  Diese  haben  aber,  wenn  r • s <C.  <1  ist,  sicherlich  ein 
Lösungssystem. 

Auf  Grund  des  Satzes  5 hat  für  fj[  > 4 ein  PKAKr’sches  System 
vom  Charakter  2 immer  ein  covariantes  unbeschränkt  integrables 
System,  wenn  die  zu  einem  PrAFK’schen  Bündel  allgemeiner  Lage 
gehörigen  oo^  linearen  Complexe  nicht  alle  in  gleicher  Weise 
ausgeartet  sind.  Ebenso  würde  aus  der  Existenz  solcher  Linien- 
elemente,  die  für  alle  Complexe  singulär  sind,  auf  ein  covariantes 
unbeschränkt  integrables  System  geschlo.ssen  werden  können*) 
(nach  dem  ExoEu’schen  Satze  i).  Würden  nun  im  Falle  5 = 6 
die  Determinanten  aller  Complexe  den  Rang  2 haben,  so  ent- 
spräche jedem  von  ihnen  ein  ebenes  Bündel  vierter  Stufe  von  singu- 
lären Linienelementen,  und  da  zwei  solche  Bündel  (die  ja  dem 
PFAFF’.scheu  Bündel,  welches  von  sechster  Stufe  ist,  angehören)  sicher 
liinienelemente  gemein  haben,  so  gäbe  es  Linienelemente,  welche 
für  zwei  Complexe  und  somit  für  die  ganze  Schaar  singulär 
wären.  Es  bleibt  uns  also  nur  übrig  anzunehmen,  dass  die 
/Mrnninarifcn  aller  Complexe  dm  Hang  4 haben. 

Wir  brauchen  zur  Erledigung  dieses  Falles  einen  linien- 
genmetrischen Satz,  den  wir  hier  mit  möglichst  einfachen  Hilfs- 
mitteln ableiten  wollen.*) 

Wir  betrachten  eine  Schaar  von  linearen  Complexen  im  Rj 
1,  ...,6  1... 6 

uA-^  vB  = u ^ aaKpk  + o ^ = 0 

I,  k 1,  k 

(“ii  + = bik  + bki  = ü)i 

wobei  (Aj : • • • : Ag)  und  (^, : • • • : fi^)  homogene  Punktcoordinaten 
sind,  und  nehmen  an,  dass  für  alle  Werthepaare  i/,  v (=4=  0,  0)  die 

1)  Vgl.  die  Ausführungen  auf  Seite  185. 

2)  Der  Satz  lässt  sich  auch  aus  Kroseckeb’s  allgemeiner  Theorie 
der  singulären  Formenschaaren  entnehmen. 
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Determinante  |Ha,*+  vhik\  den  Rang  4 hat.*)  Zu  jedem  Com- 
plex  der  Schaar  gehört  eine  singulilre  Gerade  (d.  h.  eine  Gerade 
mit  lauter  singulären  Punkten),  und  wir  schliessen  es  au.s,  dass 
je  zwei  singuläre  Geraden  sich  schneiden.  (Son.st  gäbe  es  näm- 
lich einen  Punkt,  der  für  alle  Complexe  der  Schaar  singulär 
wäre,  und  dieser  Umstand  würde  bei  unseren  PrAFF’scben  Systemen 
auf  ein  covariantes  unbeschränkt  integrables  System  schliessen 
la.ssen.)  Durch  eine  projective  Transformation  können  wir  er- 
reichen, dass  die  singulären  Geraden  von  .4  = 0 und  B = 0 
bezüglich  Aj  = 1.,  = A3  = = 0 und  Aj  = Aj  = Aj  = A,  = 0 sind, 

so  dass  also 

1,  j,  3,  A 1,2,  6,  6 

A = ^'  anXi/i/t,  B=^bi^Xifik 

t,  k I,  k 


ist,  wenn  wir  die  alten  Bezeichnungen  beibehalten.  Man  über- 
zeugt sich  nun  leicht,  dass  = bjg  = 0 sein  muss,  damit  die 
Determinante  | «a,* -|- t | immer  den  Rang  4 hat.  Ferner 


muss  aus  demselben  Grunde  sowohl 


als  auch 


von  Null  verschieden  sein, 
formation 


Wir  können  also  durch  die  Trans- 


Aj  — Aj  , Aj  — Aj,  Aj  — ^13^3  “f-  ^4  — ®23^3  "t”  **24  ^4  > 

^5  ~ "I"  **10^6)  ^6  ~ **2.S^5  "I"  **26^6 

(während  die  fi  cogredient  transformirt  werden)  erreichen,  dass 

^ ^3f*l  + ^2f*l  — ^4(*2+  «tJ  (^lf*2  — 

“ Aj  P5  ^5f*l  ^ef*2  "t"  ^12  (^1  f*2  ^f*l) 


wird.  AVenn  wir  jetzt  noch  A^+ajjAj  als  neues  Ag,  Aj-j-tjjAj 
als  neues  Ag  einführen  (ebenso  fij  -f  n,2  ftj , fi,  + ^'12  (a,  als  neues 
ftg  bezw.  ftg),  so  kommt 

~ ^1  f*2  ^3  f*i  “I"  ^2  f*i  ^4  f*2  > 

f*s  ^5  f*i  "I"  ^2  f*6  ^6  f*s  • 


I)  Herr  E.  von  Webeb,  der  sich  in  seiner  letzten  Arbeit  über 
PrAiF'sche  Systeme  mit  der  Liniengeometrie  des  beschäftigt,  hat 
diesen  Fall  nicht  erledigt,  da  er  sich  die  Untersuchung  über  die 
Reducirbarkeit  der  entsprechenden  Klasse  von  PrAFF'schen  Systemen 
sechster  Stufe  noch  vorbehält. 
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Die  singuläre  Gerade  von  uA  vB  = 0 wird  jetzt  dargestellt 
durch 

mA3+üA5=0,  mAj  = 0,  ttAj  = 0, 
mA^+«?A5=0,  t;Aj  = 0,  «jAj  = 0, 

d.  h. 

Aj  =0,  Aj  = 0,  mAj  + yAg  = 0,  MA4  + »Ag  = 0. 

Die  sitif/ulärctt  Geraden  nUer  Conqilexc  hihlen  also  die  eine  Sehuar 
eon  gerudliniyen  Erzeugenden  der  Einehe  2.  Grades  A^Ag — AjAj  =0 
in  dem  JJg,  der  durch  Aj  = Aj  = 0 dargesleilt  wird.  Dieser  B^  ist 
mit  der  Schaar  von  Complexen  gegenüber  allen  projectiven  Trans- 
formationen invariant  verknüpft. 

Wenn  wir  nach  dieser  Hilfsbetrachtung  zu  den  PFAKF'schen 
Systemen  sechster  Stufe  vom  Charakter  2 zurückkehren,  so  können 
wir  jetzt  von  vorneherein  annchmen,  dass  inodd.  Xf 

(AX,  ftX)  = (^1^3  ^4^2) 

+ — ^5f*l  + ^*f*6  — 

ist,  wobei  wir  wie  früher 

6 <; 

A .V  =2  =2 

1 1 

gesetzt  haben. 

Es  geht  ferner  aus  unserer  liniengeometrischen  Betrachtung 
hervor,  dass  das  System 

XJ=0,  XJ^O,  Xg/-=o,  Xg/-=o 

mit  dem  sechsgliedrigen,  welches  wir  betrachten,  invariant  ver- 
knüpft ist.  Da  (X,  X*)  ~:.  0 (modd.  X’/')  ist,  sobald  i,  & > 2, 
so  ist  auch  die  ENOEL’sche  Covariante  (i")  des  Satzes  2,  gebildet 
für  das  viergliedrige  System,  in  dem  sechsgliedrigen  enthalten. 
Diese  Covariante  ist  also,  wenn  das  System  kein  vollständiges 
sein  soll,  entweder  5-gliedrig  oder  6-gliedrig.  Im  ersten  Falle 
würde  sie  sich  so  schreiben  lassen 

^3/’=  ■ • -7  0,  (g,Xj/'+  <PiX^f=  0, 

und  die  ENOEn’sche  Covariante  ( i "')  wdirdc  offenbar  höchstens 
8-gliedrig  sein  können.  Die  Zahlen  r,  s des  Satzes  6 wären  also 
höchstens  gleich  i und  gleich  3,  und  es  wäre  r ■ s <i  q,  so  dass 
es  nach  jenem  Satz  ein  coviiriantos  vollständiges  System  geben 
müsste. 
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In  dem  noch  übrig  bleibenden  Falle  wilre  unser  sechs- 
gliedriges System  offenbar  die  ENOEi/sehe  Covariante  (i")  des 
viergliedrigen  Systems 

Xe/-=0, 

und  die  ENGEn’scho  Covariante  ( i "')  dieses  Systems  wäre  genau 
8-gliedrig.  Unsere  Bemerkungen  über  PKAi'F’scho  S3'steine  vierter 
Stufe  vom  Charakter  2 haben  aber  gezeigt,  dass  die  Covariante  (i'") 
eines  solchen  Systems  gei-ade  1 0-gliedrig  sein  muss,  wenn  es  kein 
covariantes  unbesehrilnkt  integrables  System  geben  soll  (vgl.  S.  i q8). 
Wir  können  daher  den  Satz  aufstellen: 

Satz  7.  Jedrs  1‘KAfF’schc  Syslfm  sechster  Stufe  com  Cha- 
rakter 2 hat  ein  covariantes  nnheschränkt  intcffrahles  Sj/stem. 

Wir  wollen  jetzt  noch  kurz  PFAFr’scho  Sj’steme  vierter  Stufe 
vom  Charakter  4 betrachten.  In  jedem  PF.AFF’sehen  Bündel  (all- 
gemeiner Lagej  hat  man  in  diesem  Falle  eine  viergliedrige  Schaar 
von  linearen  Complexen,  und  wir  können  uns  hier  auf  bekannte 
Sätze  der  Liniengeoinetrie  des  gewöhnlichen  Raumes  stützen.  Zu 
jeder  viergliedrigen  Sehaar  von  Complexen  giebt  es  eine  zwei- 
gliedrige (conjugirte)  Schaar  derart,  dass  jeder  Complex  der  einen 
Schaar  mit  jedem  der  anderen  Schaar  in  Involution  liegt.  In 
unserem  Falle  müssen  wir  offenbar  annehmen,  dass  diese  zwei- 
gliedrige Schaar  nicht  aus  lauter  speciellen  Complexen  besteht. 
Sonst  würden  wir  eine  mit  unserem  System  covariante  lineare 
partielle  Differentialgleichung  haben.')  Enthält  die  zweigliedrige 
Schaar  nur  ehmi  speciellen  Complex,  so  kann  man  sie  nach  einer 
passenden  projeetiven  Transformation  folgendermassen  schreiben, 
wenn  (!,:•■:  und  (g^  : ■ • ; homogene  Punktcoordinaten 

im  Jfj  bedeuten: 

— = f’i  ^1^4  — 

Die  conjugirte  Schaar  enthält  dann  die  Complexe 

^1  ~ 0 , Aj  fjj  A3  gj  = 0 , A^  ftj  Aj  = 0, 

f*4  ^4  f^i  ^3  f*2  ~ 

Der  Complex  A, gj — Ajp,  = 0 ist  bei  allen  projeetiven  Trans- 
formationen mit  den  beiden  Schaaren  von  Complexen  invariant 

i)  Die  Axen  der  speciellen  Complexe  bilden  nämlich  ein  cl)Cnes 
Büschel,  und  dem  Scheitel  dieses  Büschels  entspräche  ein  Linicnelcment, 
welches  mit  dem  Punkt  (a;, , . . . , x„)  invariant  verknüpft  ist. 
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verknüpft.  Dasselbe  gilt  von  seiner  Axe  Aj  = ~ 0.  Ausserdem 

besteht  noch  zwischen  den  durch  die  Axe  hindurchgehenden 
Ebenen  und  den  auf  ihr  liegenden  Punkten  eine  projective  Be- 
ziehung. ') 

WUre  nun  bei  einem  viergliedrigen  System  Xj/'=0,  ..., 
XJ=0 

(A  X,  fl  X)  r—  (Aj  P2  f*i)  (^1  fti  ^3  f*i)  ^2 1 

+ (A4 fij  — A,  fi^  Fg /■  + (Aj fi4  — A4 ftj  + A3 fij  — Aj Pa)  I4 f (■nodd. X/), 

so  würde  das  zweigliedrige  System 

x,/-=0,  XJ=0, 

welches  der  Axe  des  Complexes  Aiftj  — AgPj  = 0 entspricht,  mit 
dem  viergliedrigen  System  invariant  verknüpft  sein.  Wenn  dieses 
zweigliedrige  System  nicht  schon  selbst  ein  vollständiges  ist,  so 
ist  das  System 

X,/-=0,  XJ=0,  (X3X4)  = 0 

dreigliedrig  und  in  dem  viergliedrigen  enthalten.  Es  gäbe  also 
(wegen  der  oben  erwähnten  projectiven  Beziehung  zwischen  den 
Punkten  und  Ebenen  der  Axe  des  Complexes  A^pj — Aj|«4=0) 
eine  covariante  lineare  partielle  Differentialgleichung  von  der 
Form  ofjXa/’ -f  u^XJ=  0. 

Wenn  die  zweigliedrige  Schaar  von  Complexen  zwei  ver- 
schiedene specielle  Complexe  enthält,  so  können  wir  ihre  Glei- 
chungen auf  die  Form 

^1  f*ä  ^2  f*-!  ~ 0 , A3  ft4  A4  P3  = 0 

bringen,  und  diese  beiden  speciellen  Complexe  wären  mit  der  vier- 
gliedrigen Schaar  invariant  verknüpft,  mithin  auch  ihre  Aien 
Aj  = Aj  = 0 und  A3  ==  A4  = 0.  Die  viergliedrige  Schaar  würde 
übrigens  die  folgenden  Complexe  enthalten 

Hätten  wir  nun  bei  unserem  viergliedrigen  System  Xj/'=0,..., 
XJ=0 

(AX,  fiX)  = (Ajfts  — Agftj)  YJ  + (A4PJ  — Ajft4)  Y^f 

+ (^1 1*4  — ^4  f^l)  YJ  + (Aj  f»3  — A3  fij)  YJ  (modd.  x/\ 

i)  Jedem  solchen  Punkt  entspricht  die  Ebene  p,  A,  -|-  p,  Aj  = ® 
(die  A als  laufende  Coordinaten  betrachtet),  welche  ihm  die  Complexe 
der  zweigliedrigen  Schaar  zuordnen. 
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so  wären  mit  ihm  die  beiden  zweigliedrigen  Systeme 

XJ^O,  Xj/’=0  und  XJ=0,  XJ'=0 

invariant'  verknüpft.  Wäre  nun  z.  B.  das  erstere  kein  voll- 
ständiges System,  so  hätten  die  beiden  Systeme 

Xi/-=0,  XJ=^0,  (XiXj)  = ü 

■und 

XJ^O,  XJ=-0 

■wegen  (XjXj)  = 0 (raodd.  Xf)  eine  lineare  partielle  Differential- 
gleichung gemein.sam,  die  mit  dem  viergliedrigen  System  invariant 
verknüpft  wäre.  Es  gilt  also  der  folgende  Satz: 

Satz  8.  Jedes  l‘t- aff’ sehe  System  vierter  Stufe  vom  Cha- 
raliter  4 htd  ein  covariantes  unbescliränli  inteyrahles  System. 

V. 

Pfaff’si'he  Systeme  in  acht  Veränderlichen. 

Wir  wollen  jetzt  die  PKAFF’sehen  Systeme  in  acht  Veränder- 
lichen daraufhin  untersuchen,  ob  sie  covariantc  unbeschränkt 
integrable  Systeme  besitzen. 

Eine  PpAFF’sche  Gleichung  in  einer  geraden  Zahl  von  Ver- 
änderlichen besitzt  immer  ein  covariantes  unbeschränkt  integrables 
S^'stem.  Ueberhaupt  gilt,  wie  man  unter  Benutzung  des  ExoEL’schen 
Satzes  I erkennt,  folgendes: 

Jedes  Pfaff’scIic  System  q-tcr  Stufe  vom  Charakter  i besitzt 
ein  covariantes  unbeschränkt  integrables  System,  sobald  g eine  un- 
gerade Zahl  ist. 

In  der  That  gelten  für  ein  solches  S3’stem  Relationen  von 
folgender  Form 

(X^X^)  E=  Yf  (niodd.  .Y/), 

und  die  infinitesimale  Transformation  kX  lässt  das  System  in- 
variant, wenn  die  q Gleichungen 
1, . . .,  ? 

^ hq>ik=  0 

i 

bestehen.  Da  diese  für  ein  ungerades  q eine  verschwindende 
Determinante  haben,  so  giebt  es  immer  solche  infinitesimalen 
Transformationen,  d.  h.  der  ENOEi.’sche  Satz  i liefert  ein  covari- 
antes vollständiges  System. 
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Es  ist  leicht  zu  erkennen,  da'^s  auch  bei  einem  System  von 
zwei  PrAKF’schen  Gleichungen  in  acht  Veränderlichen  stets  ein 
covariantes  unbeschränkt  integrables  System  existirt.  Ist  das 
Pt'AFF’sche  System  vom  Charakter  i,  so  folgt  dies  schon  daraus, 
dass  es  dann  eine  covariante  PFAFF’sche  Gleichung  giebt.  Der 
andere  Fall,  wo  das  System  den  Charakter  2 hat,  erledigt  sich 
durch  unseren  Satz  7. 

Ein  viergliedriges  PFAFF’sches  System  in  acht  Veränderlicdien 
muss  jedenfalls,  wenn  es  kein  covariantes  unbeschränkt  integrables 
System  geben  soll,  so  beschaffen  sein,  dass  die  Reihe  der  Exgel’- 
schen  Covarianten  (i~),  (1'"),...  zu  einem  8-gliedrigen  System 
führt.  *)  Andererseits  ist  aber  der  Satz  6 zu  beachten. 

Wir  behalten  unter  Berücksichtigung  dieses  Satzes  nur  zAvei 
Möglichkeiten:  Entweder  ist  schon  die  Covariante  acht- 

gliedrig,  oder  die  Covariante  ( 1 ")  ist  sechsgliedrig  und  erst  ( i '") 
achtgliedrig.  Im  ersten  Falle  haben  wir  aber  wegen  Satz  8 ein 
covariantes  unbeschränkt  integrables  System  und  im  zweiten  Falle 
wegen  des  covarianten  sechsgliedrigen  Systems  (i”).  Ein  vier- 
gliedriges PFAFF'sches  System  in  acht  Veränderlichen  hat  also  unter 
allen  Umständen  ein  covariantes  unbeschränkt  integrables  System. 

Ein  dreigliedriges  PFAFF’sches  System  muss,  wenn  es  kein 
covariantes  unbeschränkt  integrables  System  geben  soll,  den  Cha- 
rakter 3 haben.  Ist  also 

x/=o, ..., 

das  äquivalente,  System  von  linearen  partiellen  Differential- 
gleichtmgen,  so  muss  eine  Relation  von  folgender  Fonn  bestehen: 
1, . . .,  r. 

(19)  (A.X,  (iX)  - ^ {<pnht>-kYf  + yf). 

(modd.  2T/) 

Es  kommt  nun  auf  die  liniengeometrische  Untersuchung  der 
Schaar  von  Complexen 

(20)  = 0 

an.  Dabei  müssen  wnr  ausschliessen,  da.ss  für  einen  Punkt 

von  allgemeiner  Lage®)  diese  Complexe  ein  singuläres  Linien- 

1)  Vgl.  die  Anmerkung  auf  Seite  182. 

2)  Für  einen  solchen  Punkt,  den  wir  uns  bestimmt  gewählt  denken, 
gelten  die  folgenden  Betrachtungen.  Dabei  sind  dann  also  die  (p,  1/;,  p 
als  constant  anzusehen. 


Digilized  by  Google 


ÜEBKR  Systeme  von  Peafe’scuen  Gr,EicnvNOEN.  207 

element  gemein  haben.  Son.st  würde  nämlich  schon  der  ENUKi/sche 
Satz  I ein  covariantes  vollständiges  System  liefern.  Aus  diesem 
Grunde  darf  nun,  wie  man  leicht  erkennt,  der  Rang  der  Determinante 

\(‘<Pik+ ß'i>ik  + YXik\ 

nicht  immer  gleich  2 sein.  Er  kann  also  nur  für  gewisse  Werth- 
systeme K,  |3,  y(4=0,  0,  0)  gleich  2 und  muss  im  allgemeinen 
gleich  4 sein.  Ich  beschränke  mich  der  Kürze  wegen  darauf, 
nur  die  Resultate  der  liniengeometrischen  Untersuchungen  anzu- 
geben, die  hier  in  Betracht  kommen.  Herr  Castelnuovo^)  hat  die 
Liniengeometrie  des  eingehend  behandelt,  und  die  hier  aus- 
zusprechenden Sätze  müssen  aus  seinen  mir  leider  nicht  zugäng- 
lichen Ergebnissen  zu  entnehmen  sein. 

Diese  Sätze  lassen  sich  in  folgender  Weise  formuliren: 

a)  Wenn  es  keinen  Punki  gieht,  der  für  alle  linearen  Com- 
plexe  einer  dreigliedrigen  linearen  Schaar  im  It^  singulär  ist,  so 
sind  nicht  alle  Complexe  speciellJ')  Gieht  es  überhaupt  specielle 
Complexe  in  der  Schaar,  so  sind  sie  entweder  isolirt  (und  ihre  An- 
zahl ist  dann  gleich  1 oder  2 oder  3),  oder  es  gieht  eine  zwei- 
gliedrige lineare  Schaar  specieller  Complexe  und  aussci'dcm  gar 
keinen  oder  nur  noch  einen  speciellen  Complcx. 

b)  Eine  dreigliedrige  lineare  Schaar  linearn-  Complexe  im 
von  denen  keiner  spccicll  ist,  lässt  sich  durch  eine  projective  Trans- 
formation in  jede  andere  derartige  Schaar  ühcrfiihren. 

Würde  es  unter  den  linearen  Complexen  (20)  specielle  geben, 
so  könnten  wir  auf  Grund  von  a)  aus  unserem  Satze  4 auf  die 
Existenz  mindestens  eines  covarianten  Systems  sechster  oder  siebenter 
Stufe  schliessen  und  könnten  dann  nach  den  bisherigen  Ergeb- 
nissen sicher  sein,  dass  auch  ein  covariantes  unbeschränkt  inte- 
grables  S}"stem  existirt.  Uehrigens  fallen  gewisse  von  den  in 
Satz  a)  aufgezählten  Jföglichkeiten  von  vorneherein  auch  ohne 
den  Satz  4 fort.  Gäbe  es  z.  B.  mehr  als  einen  isolirten  speciellen 
Complex  in  der  Schaar  (20),  so  hätten  zwei  solche  Complexe  ein 
singuläres  Linienelemeut  gemein,  und  mit  dem  Punkte  (xj,  ■ • •,  r„) 
wäre  ein  Ijinienelement  invariant  verknüpft.  Wir  hätten  also  eine 
covariante  lineare  partielle  Diiferentialgleichung. 

1)  Atti  del  Reale  Istituto  Veneto.  1891,  S.  855—901. 

2)  Sjweiell  nennen  wir  hier  einen  Complex,  dessen  Determinante 
den  Rang  2 hat. 
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Wir  haben  jetzt  nur  noch  den  Fall  zu  betrachten,  wo  die 
Schaar  (20)  keinen  speciellen  Complex  enthUlt.  Eine  solche  Schaar 
von  Complexen,  in  die  wir  nach  Satz  h ) durch  projective  Trans- 
formation jede  andere  derartige  Schaar  überführen  können,  gewinnt 
man,  wenn  man  ausdrückt,  dass  die  dritte  Ueberschiebung  von 
zwei  binären  hiquadratischen  Formen 

XyX*  -f  + eijä-fj-*  -j- 

verschwindet.  Man  erhält  dann 

A — ^.1  “I“  3 ^2  f%)  “ 0 , 

B — ^5 1*)  + ^ (^4  f*s  ^2 1*4)  1 

= ^f*5  — + 3(i4fh)  — ^8^4)  = 0, 

und  diese  drei  Complexe  bestimmen  eine  Schaar  von  der  verlangten 
Beschaffenheit.  Wir  können  also  dadurch,  dass  wir  an  Stelle  der 
Xf  lineare  Combinationen  derselben  als  neue  Xf  einführen  und 
etwas  Aehnliches  mit  den  Y f,  Zf,  Vf  machen,  bewirken,  dass  die 
Relation  (19)  folgende  einfache  Gestalt  annimmt*): 

(19')  (;X,ftA)  = — Xsth)) 

+ — htH  + 2(A2ft4  — 

+ 2 (A5  f<2  — ^ f<5  + 3 f*4  — ^4  f^s))  ^ f- 

Es  bleibt  uns  noch  übrig,  die  PFAKF’schen  Systeme  dritter 
und  zweiter  Stufe  in  8 Veränderlichen  zu  betrachten.  Ist 

x/=o,  x,/-=o,  XJ^O 

das  äquivalente  System  eines  PrAFF’schen  Systems  dritter  Stufe, 
so  darf  die  ENOEi/.sche  Covariante  ( i ")  des  Satzes  2 nicht 
sechsgliedrig  sein  und  auch  nicht  viergliedrig.  Tu  beiden  Fällen 
hätten  wir  ein  covariantes  vollständiges  Sj'stem.  ®)  Die  Covariante 
muss  also  fünfgliedrig  sein,  d.  h.  mau  hat 

(X^Xf)  ^ qp,  Yf  ‘^/Zf  (modd.  jr/), 

1)  Die  hinzugefiigten  Zahlenfactoren  sollen  die  späteren  Rechnungen 
vereinfachen. 

2)  In  dem  letzten  Falle  schon  nach  dem  allgemeinen  zu  Anfang 
dieses  Abschnittes  bewiesenen  Satze. 
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wenn  i,  1 eine  gerade  Perinutation  von  1,  2,  3 ist,  oder 
(AA',  fiX)  = - i-ifii)  (qp,  Yf  + 

Die  Complexe 

^ (“9>i  + - hl^.)  = ^ 

haben  alle  den  Rang  2 , jeder  hat  also  ein  singuläres  Linien- 
element, und  zwar  wird  dasselbe  durch 

dem  Punkte  ( Xj,  • • •,  x^)  zugeordnet.  Mau  erkennt  auf  diese  Weise, 
dass  das  ztceiglkdrige  System 

mit  dem  dreigliedrigen  invariant  verknüpft  ist,  und  offenbar  ist 
(qpX,  ißX)  = 0, 

so  dass  also  (wenn  wir  ausschliessen , dass  das  System  qp  X = 0, 
i(»X  = 0 ein  vollständiges  ist,j  das  dreigliedrige  System  nichts 
anderes  als  die  ENOEL’sche  Covariante  (i")  des  zweigliedrigen 
darstellt.  Umgekehrt  hat  jedes  PKAKK'sche  System  zweiter  Stufe 
eine  solche  Covariante,  wenn  es  nicht  unbeschränkt  integrabel  ist. 
Wir  können  daher  beide  Fälle  zusammen  behandeln. 

x,/-=0,  XJ=0 

sei  das  zweigliedrige  System  und 

X,/-=0,  Xj/'=ü,  X3/'=(X,X,)  = Ü 

das  dreigliedrige.  Wir  können  dann  setzen 

(X,A,)  = XJ,  (X,X,)  = XJ. 

Das  covariante  fünfgliedrige  System 

xg=o,....,  XJ=0 

hat  nun,  wie  wir  zeigen  werden,  immer  ein  covariantes  voll- 
ständiges System.  Die  ENiiEL’sehe  Covariante  (g' ) unseres  zwei- 
gliedrigen Systems  lautet*) 

xg=o,..-,x,/-=o,(x,xj=o,(x.x.)=(x,x,)=o,(x.,x,)=o. 

I)  Aus  der  JAcoBi’schen  Identität  für  X X,/”,  Xjf  folgt  unter 
Berücksichtigung  von  (X,  X,)  =*  X,  /”  sofort  (X,  X,)  = (X,  X,). 
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Gkiihard  KowAi-KWfiKi: 


Sie  muss  nach  unseren  Ergebnissen  über  die  mehr  als  fünfgliedrigen 
Systeme^)  achtgliedrig  sein.  Sonst  gäbe  es  schon  ein  covariante.s 
vollständiges  System.  Wir  können  daher  setzen 

(X.XJ  = Yf,  {X,  X,)  = = Zt\  (X,X,)  = Vf. 

Die  Determinante  des  Coniplexes  (20)  lautet  also: 

I 0 0 0 a |3  I 

0 0 0 (3  y 1 

! 0 0 ^ fn  1 

I — « - ^ 0 

I — ^ —y  /"sj  f^^  0 

wenn  wir  zur  Abkürzung  fn  = ci<Pu -V  ß'<Pn -V  yXa  setzen. 
Wenn  die  zweireihigen  Detenninanten  der  Matrix 

“ ß fu 

. ß y fzi 

verschwinden,  so  ist  der  Complex  oflfenhar  speciell.  Es  ist  aber 
immer  möglich,  p,  0 (+ 0,  0)  so  zu  bestimmen,  dass  die  Glei- 
chungen 

pcK -f  <r|3  = 0,  p|S-f(Jy  = 0,  qfn  + ofit==0 

sich  auf  weniger  als  drei  reduciren.  Dann  haben  sie  aber  ein 
von  0,  0,  0 verschiedenes  Lösungssystem  a,  ß,  y,  und  Avir  er- 
kennen, dass  es  unter  den  Complexen  der  Schaar  (20)  speeielle 
gibt.  Dann  existirt  aber,  Avie  Avir  oben  gesehen  haben,  immer 
ein  covariantes  unbeschränkt  integr-ables  System.  Wir  haben  also 
den  folgenden  Satz  gewonnen: 

Satz  9.  In  8 Vcrändetikheti  hat  jedes  nicht  dreigliedrigt 
FtAFF’sche  System  ein  covariantes  unbeschränkt  integrabtes  System. 


VI. 

Im  gibt  es  kein  Pfaff’sches  System  mit  primitiver 
Transformationsgruppe. 

Um  dies  zu  heAveisen,  brauchen  wir  nur  die  dreigliedrigen 
Systeme  zu  betrachten.  Wir  denken  uns  das  äquivalente  System 
von  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  so  eingerichtet,  dass 

I)  Das  fünfgliedrige  System  darf  nicht  X^f,  X,f  gestatten. 
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die  Relation  (19^)  besteht.  Wir  können  ferner  annehmen,  dass 
der  Anfangspunkt  (0,  • • O)  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage 

ist,  und  dass  sich  für  ihn  auf  g — redueirt  (j  = 1,  • • •,  5), 

c 

während  sich  Yf.  Zf,  Vf  bezüglich  auf  reduciren.*) 

’ ® cy  dy,'  dy,  ’ 

Wir  können  leicht  ein  sehr  einfach  aussehendes  PrAPf’sches 
System  hinschreihen , welches  in  dem  zum  Anfangspunkte  ge- 
hörigen PFAFp’schen  Bündel  dieselben  linearen  Complexe  bestimmt, 
wie  das  von  uns  betrachtete  System.  Es  lautet; 


dy^  -f  — x^dx,  + 3(x3dx,  — x,dx,)  = 0, 
dy,  + XjdXj  — XjdXj  -f  'i{x^dx^  — x,dxj  = 0, 


Das  äquivalente  System  von  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen ist; 


(21) 


df 


df 


+ X4^-f  x.^  = 0. 


Xj/’-  - 3x,l^  - 2x^^  -f  Xj^  - 0, 

*'  dx,  '^cy,  ‘cy,  ®2y,  ’ 


XJ-. 


Sf 


df 


df 


dt 


dx, 


Vf 


‘cy, 


df  ^ 


0, 


und  man  hat  in  der  That,  wie  gewünscht  wurde,  modd.  Xf 
(1.x,  (iX)  — 2(A^y.j  + 3(Ajy, 


+ 2(^5^!  — ^1^8  + 2(Ajy4  — 


K 

dy, 

df 

+ 2(A6fij  - Aj^b  + 3(Aay4  — 


Wir  führen  jetzt  die  Entwickelung  nach  Gewichten  ein,  und 
zwar  ertheilen  wir  den  x das  Gewicht  i,  den  y das  Gewicht  2, 


O /* 

ferner  soll  ö~  <1ö-s  Gewicht  • 
cx 


df 

1 , das  Gewicht  — 2 haben,  und  das 


i)  Wir  bezeichnen  die  8 Veränderlichen  mit  x, , • • • , x^ ; y, , y, , yj. 
Math.-phy8.  Classc  J901.  15 
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Gewicht  eines  Produktes  aus  Faidoren  r.  «,  soll  gleich 

’ • ’ cx'  oy  ^ 

der  Summe  der  Gewichte  dieser  Factoren  sein.  Eine  infinitesi- 
male Transformation  soll  isohar  heissen,  wenn  sie  eine  isobare 

ganze  Function  der  x,  y,  ist.  Dabei  ist  eine  isobare 

® ’ ■ ’ dx'  cy 

ganze  Function  ein  Aggregat  von  Gliedern  gleichen  Gewichts. 
Jede  reguUlre  infinitesimale  Transformation  lässt  sich  in  eine  Reihe 
von  isoharen  infinitesimalen  Transformationen  mit  zunebineudern 
Gewicht  entwickeln.  Das  Glied  niedrigsten  Gewichts  nennen  wir 
das  Anfangsglied.  Das  Anfangsglied  des  Klammerausdrucks  von 
zwei  infinitesimalen  Transformationen  ist  dann  der  Klammeraus- 
druck der  beiden  Anfang.sgliedcr  und  nur,  wenn  dieser  verschwindet, 
von  einem  höheren  Gewicht.  Das  Gewicht  des  Klammerausdrucks 
von  zwei  isoharen  infinitesimalen  Transformationen  ist  gleich  der 
Summe  ihrer  Gewichte.*) 

Wir  können  nun  das  Anfangsglied  von  X^f  folgendermasseu 
schreiben 


wobei  wir  zur  Abkürzung 


setzen. 


„yj  = x^  + 

Der  Klammerausdruck  (X,-X^)  hat  dann  das  Anfangsglied 


oder  dieser  Ausdnick  verschwindet.  Andrerseits  erkennt  man 


aber  leicht,  dass  (X,.Xj.)  das  Anfangsglied  von  (X,X^)  ist,  wenn 
dessen  Gewicht  nicht  grösser  als  — 2 ist.  Es  muss  also  unter 
allen  Umständen  ajj'/  = sein,  d.  h.  die  sind  die  partiellen 
Ableitungen  der  Function 

i,k 


und  zwar  ist 


cx. 


i)  Vgl.  hiei-zu  die  ausfülirlichcren  Betrachtungen  in  meiner  Arbeit 
„Ueber  PKArK’sche  Systeme  mit  primitiver  Transformationsgruppe“ 
Diese  Her.  1899,  S.  271  tf. 


Digilized  by  Google 


Uebek  Systeme  von  Pfaff’schen  Gi.eichunoen. 


213 


Führen  wir  nun  au  Stelle  von  ein  y'j  — yj  — |3^- , so  wird  das 
Anfangsglied  von  X,/’  einfach  wenn  wir  die  Striche  bei  den 

y nachher  fortlassen.  Unser  fünfgliedriges  System  lässt  sich  also 
in  folgender  Weise  schreiben: 

5), 

WO  die  Punkte  Glieder  von  grösserem  Gewicht  als  i andeuten. 
Jetzt  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  jede  infinitesimale  Transformation, 
welche  das  System  X/'=0  in  sich  überführt,  als  Anfangsglied 
eine  isobare  infinitesimale  Transformation  haben  muss,  die  ihrer- 
seits das  „verkürzte  Systetn^^  Xf  — 0 invariant  lässt.  Wir  brauchen 
also,  um  wenigstens  die  Anfangsglieder  aller  infinitesimalen  Trans- 
formationen von  Xf  = 0 kennen  zu  lernen,  nur  die  Isobaren 
infinitesimalen  Transformationen  zu  suchen,  die  das  System  (21) 
in  sich  überführen.  Uebrigens  zerfällt  jede  infinitesimale  Trans- 
formation, welche  das  System  (21)  invariant  lässt,  in  isobare 
Summanden,  von  denen  dasselbe  gilt. 

Das  System  (2 1 ) gestattet  nur  eine  zwölfgliedrige  Gruppe, 
deren  infinitesimale  Transformationen  hier,  nach  dem’  Gewicht 
geordnet,  folgen: 

[3i> 

(—  2) 

(?3  ) 

•Pl  — » 

Ih  + — ^6%^ 

(—  1)  P3  — + 3a-4(/3, 

+ — 2X3^3  — 83:3  ?3, 

W + 2'i'?3  + a:2?3, 

X1P3  + 2X2P3  + 8X3^4  + 4X4P5  -f  2)/i<73  -f  2/3(73, 

(ü)  ^ + ys9i  + 22/s92  . 

2(xiPi  — X5P5)  -f  X3P2  — X4P4  -f  j/i?i  — 2/8?s  . 

*lPl  + ^ilh  + -f  Xg/Jg  -f  2 ()/i9i  -f  «/2?2  + 2/3(73). 

Soll  das  System  X /'  = 0 eine  transitive  Transformations- 
gruppe gestatten,  so  muss  diese  8 infinitesimale  Transformationen 
von  den  Gewichten  — 2 und  — 1 enthalten,  deren  Anfangsglieder 
hier  angegeben  sind. 

15* 
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Soll  die  Gruppe  keine  lineare  partielle  DitFerentialgleichung 
invariant  lassen,  so  muss  sie  mindestens  drei  infinitesimale  Trans- 
formationen vom  Gewicht  0 enthalten,  deren  Anfangsglicder  die 
drei  ersten  unter  (0)  angegebenen  Ausdrücke  sind.  Enthielte  sie 
nur  drei  infinitesimale  Transformationen  vom  Gewicht  Null,  so 
würde  sic  oifenbar  auch  nur  drei  infinitesimale  Transformationen 
I . Ordnung  nach  Lie’s  l'erminologie  enthalten.  Sie  würde  dann  nach 
Eesthaltung  des  Anfangspunktes  dessen  Linienelemente  durch  eine 
nicht  integrable  dreigliedrige  projective  Gruppe  transformiren,  die 
eine  ebene  Mannigfaltigkeit  fünfter  Stufe  (nämlich  das  PFAFf’sche 
Bündel , welches  zu  dem  Anfangspunkt  gehört)  invariant  lässt. 
Nach  einem  allgemeinen  Satze  von  Study*)  bleiben  aber  bei  einer 
solchen  projectiven  Gruppe  eine  Anzahl  zueinander  windschiefer 
ebener  Mannigfaltigkeiten  invariant,  deren  Stufenzahlen  die 
Summe  8 haben.  Es  gäbe  also  sicher  eine  invariante  ebene 
Mannigfaltigkeit  von  niedrigerer  als  vierter  Stufe.  Das  würde 
aber  bedeuten,  dass  die  Gruppe  auch  ein  PFAFF’sches  System 
invariant  lässt,  welches  nicht  dreigliedrig  ist.  Dann  wäre  die 
Gruppe  jedenfalls  imprimitiv  (nach  Satz  9). 

Ist  die  Gruppe,  welche  das  System  Xf  — 0 invariant  lässt, 
zwölfgliedi-ig,  so  kann  man  leicht  zeigen,  dass  sie  mit  der  oben 
angegebenen  Gruppe  ähnlich  ist.  Diese  ist  aber  wieder  imprimitiv. 
Es  gilt  also  der  Satz: 

Satz  10.  In  acht  Veränderlichen  gibt  es  keine  primitive 
Chuppc  von  Ihinkttramformationen,  die  ein  PFAFF’sches  System 
invariant  lässt 


i)  Lie-Esoel,  Theorie  der  Trf.-gr.  m,  S.  785. 


Druckfertig  erklärt  6.  YXI.  1901] 
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Heinrich  Liebmann:  (Jeher  die  Verbiegung  von  Eolations- 
flächen. 

§ I.  EiDleitung. 

Die  vorliegende  Arbeit  beschäftigt  sich,  wie  verschiedene 
frühere  Abhandlungen*),  mit  dem  Problem  der  Verbiegung  zu- 
sanimerüinngcndcr  Fläehenstiieke.  Es  sollen  dabei  die  früher  ge- 
funden Ergebnisse  ergänzt  und  erweitert  werden. 

1.  Die  ^Ergänzung  bezieht  sich  auf  die  Untersuchung  der 
Tragweite  der  früheren  Bewei.se.  Der  Schluss  von  den  infini- 
tesimalen auf  die  endlichen  Verbiegungen,  welcher  in  „V“  und 
„U“  fehlt,  während  er  in  „if“  § 5 angedeutet  ist,  soll  nämlich 
jetzt  genau  durchgeführt  werden  (§  2). 

Bei  diesem  Schluss  ist  die  einige  Voraussetzung,  dass  die 
infinitesimale  Verbiegung  eine  infinitesimale  Bewegung  ist;  er 
gilt  also  für  alle  Fälle,  wo  man  nachgewiesen  hat,  dass  diese 
Voraussetzung  erfüllt  ist. 

2.  Die  Ertreiteriing  besteht  darin,  dass  nicht  (wie  in  „F“, 
„U“  imd  „ff“)  geschlossene  Flächenstücke  betrachtet  werden, 
sondern  gewisse,  von  zwei  Parallelkreisen  begrenzte  Zonen  von 
Rotationsfläehen.  *)  Diese  Zonen  sollen  folgende  Eigenschaften 
haben:  Im  Innern  einer  Zone  soll  das  Krümm ungsmaass  der 
Fläche  positiv  sein,  und  es  sollen  die  beiden  die  Zone  begrenzen- 

1)  lieber  die  Verbiegung  der  geschlossenen  Flächen  positiver 
Krümmung.  Math,  .\nnalen  53  (1899b  (Im  Folgenden  citirt  mit  „F“). 
— Neuer  Beweis  des  Satzes,  dass  eine  geschlossene  convexe  Fläche 
sich  nicht  verbiegen  lässt.  Math.  Annalen  54.  1901.  („U“).  — üeber 
die  Verbiegung  der  geschlossenen  Bingfläche.  Nachr.  der  Kgl.  ft.  d. 
W.  zu  üöttingen.  Math.-Phys.  Klasse  iqoi  („ff“). 

2)  Uebrigens  ist  die  Verbiegung  eines  bestimmten  ungcschlossenen 
Flächenstückes,  nämlich  der  Halbkugel,  bereits  untersucht.  — Vgl.  die 
Arbeit:  Ein  Satz  über  endliche  einfach  zusammenhängende  Flächen- 
stücke negativer  Krümmung.  Berichte  der  K.  S.  G.  d.  W.  zu  Leipzig. 
Math.-Phys.  Klasse  1900.  p.  28  ff. 
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Hkinbich  Liebmaxn  ; 


den  Parallelkreise  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  FlUchennorma- 
len  längs  derselben  der  Rotutionsaxe  der  Fläche  parallel  sind. 
(Vgl.  den  Meridianschnitt  der  Fläche  in  Fig.  2).  Die  Radien 
der  beiden  begrenzenden  Parallelkreise  können  beliebige  Werthe 
haben,  z.  B.  auch  gleich  Null  sein.  Die  Zone  lässt  sich  auch 
kurz  so  charakterisiren:  Bildet  man  sie  durch  parallele  Normalen 
auf  eine  Kugel  ab,  dann  soll  dieses  Bild  die  Kugel  einfach  und 
vollständig  bedecken. 

Die  Methode,  welche  angewendet  wird,  ist  im  Wesentlichen 
dieselbe  wie  in  „Ji“,  doch  gestattet  die  Einführung  von  irigono- 
metrischen  Itcihcn  eine  grosse  Vereinfachung.  Die  Einführung 
der  Grössen  K und  Q („/i“,  § 3),  deren  Dilferentialgleichung  im 
allgemeinen  Falle  eine  sehr  umständliche  Form  hätte,  lässt  sich 


vermeiden,  und  statt  der  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  brauchen  wir  hier  nur  gewöhnliche  (lineare)  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung.  (Siehe  § 4). 

3.  Nachdem  von  solchen  Zonen  gezeigt  ist,  dass  sie  sich 
nicht  verbiegen  lassen,  folgt  weiter,  dass  jede  Rotationsfläche,  die 
eine  derartige  Zone  enthält,  sich  nicht  verbiegen  lässt.  Zu  diesen 
Flächen  gehört  der  Krcisring  (die  frühere  Beschränkung  („ff‘ 
§ 2,  2),  dass  derselbe  sich  nicht  durchdringen  darf,  fällt  fort) 
und  ferner  eine  ganze  Reihe  von  Flächen,  welche  durch  Botation 
von  Ovalen  entstehen:  Die  in  der  Ebene  des  Ovales  gelegene 
Axe  möge  entweder  das  Oval  nicht  treffen,  oder  in  zwei  Punkten, 
welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  inneren  Normalen  des 
Ovales,  welche  zu  diesen  Punkten  gehören,  nicht  auf  verschie- 
denen Seiten  der  Axe  liegen  (Fig.  i,  a — c). 


I 
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Wir  gelangen  nun  auch  leicht  zu  einer  geschlossenen  Fläche, 
die  in  allen  Punkten  positives  Kriunmungsniaass  hat,  ausge- 
nommen zwei  Punkte,  und  von  der  wir  jetzt  nachweisen  können, 
dass  sie  sich  als  geschlossene  Fläche  nicht  verbiegen  lässt.  Ein 
symmetri-sches  Oval,  dass  nur  in  den  Endpunkten  seiner  Axe 
zwei  Flachpunkte  hat,  erzeugt  durch  llotntion  um  diese  Axe 
eine  Fläche,  auf  die  sich  der  Satz  unmittelbar  anwenden  lässt. 
(Vgl.  dagegen  „7f“  § i,  Anm.  i.) 

§ 2.  Reguläre  endliche  V'erbiegnngen  und  inllnitesimale 
Verbiegungen. 

I.  Itcf/uläre  (cmllirhe)  Vrrhiffjiitu/en.  Die  folgende  Unter- 
suchung bezieht  sich  auf  eine  gewisse  Klasse  von  Verbiegungen 
eines  zusammenhängenden  Flächen.stiicks,  die  wir  rcguUire  Ver- 
hkgunijm  nennen  wollen.  Dieselben  werden  in  folgender  Weise 
definirt. 

Definition:  Es  seien  x(u,  v),  y(u,  r),  e(u,  r)  die  Coordi- 
naten  eines  Punktes  des  Flriehenstückes  in  seiner  Anfangslaye. 
Dann  sollen  die  Coordinaten  desselben  Punktes  in  der  Endlage, 
sich  darstellen  lassen  durch  Entieickelumjen  von  folgender  Form: 

Xj  - X(m,  V,  /j)  = jt(m,  v)  -f  |,(m,  v)t^  -f  i^(u,  v)tf  -f  • • 

(0  = Y(u,  V,  ti)  - y{u,  1’)  -f  ?),(«,  v)t^  +z?s(m,  -f  • • 

h = = ^('b  «’)  + + ?ä('b  <'•)^*  + • • 

Dabei  sollen  diese  Ent iriekclungen  auch  noch  convcrgieren,  iccnn 

man  an  Stelle  der  Constanten  tj  die  der  Bedingung 

mitmcorfene  Variable  t cinsetzt.  Endlich  sollen  nicht  nur  die 
Gleichungen  (i),  sondern  auch  die  Gleichungen 

x'  = X(u,  V,  t), 

(i')  y' = Y(u,  V,  t), 

z = Z(m,  t>,  #) 

eine  isometrische  Fläche  darstellen,  d.  h.  eine  Fläche,  welche  gleiches 
Bogenmaass  hat,  teie  die  gegebene  Fläche.  Sind  edle  diese.  Be- 
dingungen erfüllt,  dann  wollen  wir  die  durch  die  Gleichungen  (i) 
definirte  Transformation  eine  reguläre  Verbiegung  nennen. 
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Die  letzte  Forderung  ist  analytisdt  so  zu  fonnuliren: 
sollen  die  Gleichungen  bestehen: 


Es 


idx 
IV  l^u 


/ V dx'  (ix'  .dy'  dy'  .dz'  dz 

/Jm  /?«  ”*  /5  j/  P«  P*/ 


du  dv*  du 
/dx'\^ 


dv 

! 


du 
fiz'\^ 


dx  d^.d^  d^.dz  dz  \ _ 
dv~'  du  dv^^du  dv]  ’ 


0. 


Die  grotneirische  Bedeutung  derselben  ist  folgende:  Es  soll  nicht 
nur  die  Fläche  in  ihrem  Anfangszustand  {F^  gleiches  Bogen- 
maass  haben  wie  die  Fläche  im  Endzustand  (F\),  sie  soll  sich 
auch  durch  eine  Reihe  von  Zwischenzuständen  (F’<),  die  zu 
in  derselben  Beziehung  stehen,  wie  F,  zu  F'g,  vom  Zustand  F^ 
in  den  Zustand  Fj  überführen  lassen. 

2.  Die  Bewegung  als  reguläre  Verbiegung.  Ein  (triviales) 
Beispiel  einer  regidärcn  Verbiegung  ist  die  Bewegung.  Nimmt 
man  an,  dass  die  Flächen  F^  und  F^  einander  congruent  sind, 
so  lassen  sie  sich  durch  eine  Bewegung,  am  einfachsten  eine 
Schraubung,  mit  einander  zur  Deckung  bringen.  Die  Gleichungen 
einer  solchen  Schraubung  haben  nach  /.ie’)  folgende  Form: 


x+  + 

- y + V • ii  + 

h = m + S - ii  + 


F(^j)n*2  + • • + • -S-  + ■ 

Fä)i‘’,  + --  + FC— )(F)-4  + -- 


Dabei  ist  _ 

^ ^ ßz  — yy  + a, 

f]  = yx  — «2  + b, 

1 = uy  —ßx  + c, 


und  es  bedeutet  F**'(/')  die  Ar-malige  Wiederholung  der  Operation: 

^^f)-hx  + ^d-y-^  ^dz" 

ln  diesem  speciellen  Falle  stellen  die  Gleichungen  (i  ’^)  ge- 
wiss eine  reguläre  Verbiegung  dar,  denn  erstens  bekommt  man 
lauter  congruenle  Flächen,  die  also  gleiches  Bogenmaass  haben, 

i)  Lie-Scheffers,  Continuirliche  Gruppen.  (Leipzig  1893)  p.  103. 
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und  zwntens  convergiren  diese  Reihenentwickelungen,  wenn  man 
für  irgend  eine  endliche  Grösse  einsetzt. 

Weil  nun  die  Gleichungen  (i")  einfach  eine  Bewegung 
definiren,  so  folgt,  dass  die  Gleichung 

dx\  + dy\  + dz\  — dx^  + dy^  + dz^ 
erfüllt  ist.  Setzt  man  links  die  Potenzreihen  (i")  ein  und  ord- 
net nach  Potenzen  von  /j,  so  verschwinden  die  Coefficienten 
aller  Potenzen  von  einzeln  identisch.  Nimmt  man  statt  dessen 
eine  Reihenentwickclung,  die  mit  (i")  bis  auf  Glieder  n-ter 
Ordnung  übereinstimmt,  und  ordnet  nun  in  dem  Ausdruck 

dx\  -f  dy\  4-  dz\ 

wieder  nach  Potenzen  von  /j,  so  werden  die  Coefficienten  der 
Glieder  erster  bis  «-ter  Ordnung  einschliesslich  verschwinden. 

3.  J)ic  infinitesimalen  Verhiegunyen.  Setzt  man  in  den 
Gleichungen  (3)  die  aus  (i^)  und  (i)  sich  ergebenden  Reihen- 
entwickelungen  der  Grössen  x\  y',  z'  ein,  und  bedenkt  man 
ferner,  dass  das  Bestehen  der  Gleichungen  (3)  gefordert  wird, 
unabhängig  davon,  welchen  Werth  die  Variable  t hat,  so  gelangt 
man  zu  einer  Reihe  von  Gleichungen,  indem  man  erst  den 
Coefficienten  von  t,  dann  den  von  u.  s.  w.  gleich  Null  setzt. 
Die  Glieder  erster  Ordnung  — wir  wollen  für  |j,  einfach 

I,  ij,  f schreiben  — müssen  die  folgenden  Gleichungen  erfüllen: 

4.^-1  4.^1  .^=n 

du  du~^  du  du'  du  du  ' 

dv'  du  dv'  du  dv'dv  du'dv  du''  dv  du  ' 

dv  dv''  dv  dv~'  dv  dv 
Hieran  knüpfen  wir  folgende  Definition: 

Erfüllen  die  Funktionen  t],  f die  Gteidmngen  (3')  dann 
■wollen  wir  sagen: 

Die  Gleichungen 

Xi  = a:  + £|, 

(4)  2/i  =»/+£»!, 

^ “f”  £ 

definiren  eine  infinitesimale  Verbiegung  der  gegebenen  Fläehed) 

1)  L.  Bianchi,  Differentialgeometrie.  Uebersetzt  von  Lukat. 
(Leipzig  1899).  p.  286  ff. 


Digilized  by  Google 


220 


Heinrich  Liebhakn: 


Eine  infinitesimale  Verbiegung  ist  durchaus  nicht  etwa  selbst 
eine  Verbiegung,  ebensowenig,  wie  eine  gerade  Linie  identisch 
ist  mit  einer  Curve,  welche  sie  in  einem  Punkte  berührt.  Wenn 
man  trotzdem  von  einer  infinitesimalen  „Verbiegung“  spricht,  so 
geschieht  dies  in  demselben  Sinne,  wie  man  etwa  sagt:  „In  der 
Umgebung  des  Berührungspunktes  fällt  die  Curve  in  erster  An- 
näherung mit  ihrer  Tangente  zusammen.“ 

Von  den  Gleichungen 

= X + e(ßs  — yi/  o), 

(4")  ;/  + c(yx  — ag  + b), 

= g + f(ay  — ßz  + c), 

wollen  wir  sagen:  „Sie  definiren  eine  infinitesimale  Bewegung^. 
Setzt  man  in  ihnen  t = /j,  so  werden  die  Formeln  (i")  die 
„dazu  gehörige  endliche  Bewegung“  definiren. 

4.  Infinitesimale  und  endliche  Verbiegungen.  Für  gewisse 
Flächenstücke  (z.  B.  Ovaloide,  vgl.  „F“  und  „Z7“  oder  die  Ring- 
fläche,  oder  die  in  § i,  2 definirten  Zonen,  s.  unten  § 5)  lässt 
sich  zeigen,  dass  die  infinitesimale  Verbiegung  eine  infinitesimale 
Bewegung  sein  muss.  Was  läs.st  sich  daraus  weiter  folgern? 

Wir  behaupten,  dass  unter  dieser  Annahme  sich  die  end- 
liche reguläre  Verbiegung  (l)  folgendermaassen  darstellen  lässt: 

+ r(|)  + F("-ri(I)  + • • 

+ 1 + • • + + »',(?*)  ,r, +••+•• 

!/'-y  + Trt+  r(Tj)  ■ ■ ■ + F(»-i)(t7)  ‘"-  + . • 

_ t*  _ _ <» 

-f  »),  /*  + Fj(»;j)—  H (-  4-  F5(»/j)  — 4----f- 

^ + f • < + nl)  • • • + F("-ri(I)  + 

+ li^+  + +••+■■ ! 

Dabei  sind  folgende  Abkürzungen  gebraucht:  j 

Es  ist  gesetzt: 

i*  = ßkh  - ytVk  + 

*lk  ~ 7k^k  ‘*k^k 

ßk^k  “t”  ‘’ii 
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und  hierin 

= X,  + If  + + • •, 

— 

'/.-fl  = 2/i  + Vi‘‘  + F<(i2,)j  . jj  + • •, 
Üi+i  = «i  + ?,/'  + . 2 "!■  ■ ■’ 

endlich  bedeutet 

y(-)(^) 


die  w-malige  Ausführung  des  Differentiationsprocesses: 

V ('f'i  f 4.  V 4.  F 

^ iii)  Sj  ■ ^ ^ r Sf- 

öajj  öy;  dZi 


Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  ergieht  sich  durch  Schluss 
von  n auf  m + 1.  Wir  gehen  also  von  der  Annahme  aus,  dass 
die  Reihenentwickelung  (i')  mit  (l"')  bis  auf  die  Glieder  n-ter 
Ordnung  inclusive  ühereinstimmt,  wir  nehmen  ferner  an,  dass  die 
Glieder  («  -j-  l)-ter  Ordnung  in  (i')  sich  von  denen  in  (i"")  nur 
dadurch  unterscheiden,  dass  noch  die  Ausdrücke 

2/.  ^).  v„{^,  y,  l,(x,  y, 

hinzukommen. 

Beachten  wir  zunächst,  dass  für  die  Reihenentwickelungen 
(i'"),  wenn  man  sie  bis  zu  den  Gliedern  (w  + l)-ter  Ordnung 
berücksichtigt,  die  Gleichungen  bestehen: 

clx^  + dy*  + dz^  = dx\  + dy\  + dzl, 

dxl  + dy\  + dz\  = dx\  + dy\  + dz\,  u.  s.  w. 

und  dass  die  Coefficienten  von  /,  /*,  • • -f  i in  allen  diesen  Glei- 
chungen vei-schwinden  (§  2,  2),  so  bekommen  wir  das  einfache 
Resultat: 

Es  ist  (bis  auf  Grössen  n 2-ter  Ordnung) 

{dx'y  + (dy'f  -f  {dz'y 

= + dy^  + dr*  + 2V'  + ^{dxd\  + dyd\  + dzdQ. 


Da  nun  aber  die  Verbiegung  reyulär  sein  soll,  so  muss 
dx  ■ dj„  -f  dy  • dy  + d2  • df,  = 0 
sein,  oder  es  ergieht  sich 
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4-  ^ 4-  ?£  . Ü5  — n 

du  du  ' du  du  du  du  ’ 

. il?  4-  . M»  4-  . il» 

2m  dv  du  dv  du  dv 

4. 4.  . M«  X ^ . il»  n 

dv  du  dv  du  dv  du  ’ 

X . -5”  X = 0 

dv  dv  ' dv  dv  ' dv  dv 

Dann  haben  aber  — da  die  infinitesimale  Verbiegung  der 
Voraussetzung  nach  eine  infinitesimale  Bewegung  ist  — die 
Grössen  ri„,  die  Form 

in  ==  ßn^  - 7«U  + «nl 

\=  yn*  - 

?n  ~ “n^  ßn^  "t"  *^n) 

oder  — bis  auf  Grössen  ei-ster  Ordnung  in  t (ausgeschlossen) 

in  = ßn  -VnVn  + «n> 

Vn  = 7n^n  “ “n  ^n  + ^n. 

?n  = “n2/n  “ ßn^n  + '^n' 

Hieraus  folgt  nun  die  Richtigkeit  der  Formeln  ( i ; denn  es 
ist  (für  n = O) 

ßz  — yy  «, 

7]  = yx — CCS  b, 

uy  — ßx  + c. 

5.  Die  Congruenz  der  Flächenstücke  und  F^.  Das 
Resultat  von  Nr.  4 lässt  sich  so  aussprechen:  „Unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  die  infinitesimale  Verbiegung  eine  infinitesimale 
Bewegung  ist,  ergiebt  sich,  dass  die  endliche  (reguläre)  Ver- 
biegung eine  üeberlagerung  von  unendlich  vielen  Schraubungen 
ist“.  Denn  die  Transformation,  welche  x^,  y^,  in  /j  + n 
y^  4- , , 2*  4. 1 überführt,  ist  eine  Schraubung,  und  die  T ransfonna- 
tion  welche  x,  y,  z in  x\  y' , z\  überführt,  ist  also  eine  üeber- 
lagerung von  unendlich  vielen  Schraubungen. 

Man  könnte  hieraus  direct  folgeni,  dass  die  Flächen  x\  y\  z 
und  X,  y,  z einander  congruent  sind,  da  die  Reihenfolge  einer 
endlichen  Anzahl  von  Schraubungen  acjuivalent  ist  einer  einzigen 
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Bewegung.  Doch  läs.st  sich  dies  direct  begi-ünden  mit  Benützung 
der  Fundamentalgrössen. 

Die  in  der  Flächentheorie  auftretenden  Fuudamentalgrössen: 


du  dv  'du  dv  du  dp  ' 


sind  Biegungsinvarianten;  sie  sind  also  unabhängig  davon,  welchen 
Werth  der  Parameter  t in  (i')  hat. 

Die  Fundamentalgrössen: 


d'XoJYc'X  I 
du'  du'  du' 

j^^dXdYdX  1 

CU  du  du  YEO F' 

dX  dY  dZ 
dv  cv  dv  I 

; d'x  d'Y_  d'z 

j dudv dudv dudv 

7/  = I U iA. 

du  du  du 

I dX  dY  dZ 


1 

Yeg"^F' 


D" 


; 

dv'  dv'  dv' 
dX  dY  dZ 
du  du  du 
dX  dY  dZ 
dv  dv  dv 


1 _ 
Y E G 


sind  DifiFerentialin Varianten  bei  Bewegungen  und  umgekehrt: 
Kann  man  zeigen,  dass  ausser  den  Grössen  E,  F,  G auch  D,  D\  D" 
Ton  dem  Parameter  t unabhängig  sind,  dann  ist  damit  auch  be- 
wiesen, dass  die  verschiedenen  Zustände,  welche  die  Fläche  bei 
Aendemng  des  Parameters  t durchläuft,  lauter  congruente  Flächen 
darstellen. ') 


i)  Stahl  und  Eohmebell,  Flächentheorie.  Leipzig  1893.  p,  32. 
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Ferner  sind  die  Fuudanientalgrössen  Z>,  iV,  D"  analytische 
Functionen  von  u,  r und  t,  die  jedenfalls  in  einem  gewissen 
Bereiche  absolut  convergente  Reihen  darstellen.  Sie  lassen  sich 
nach  Potenzen  von  t entwickeln,  und  man  kann  zeigen,  dass  für 
t = 0 alle  ihre  Uifl'erentialquotienten  nach  i verschwinden.  Das 
ergiebt  sieh  durch  Substitution  der  Reihenentwickelungen  (l”"): 
Substituirt  man  zunächst  an  Stelle  von  X,  Y,  Z die 
Grossen 

0-,  = X + 1 • / + r(i)  + • • • + + . . . 

Vi  = y + V't  + ’'(*/)  ^ ~ ® ^ ^ — 

^ + j • < + F(j)  + . . . + y(-- + . . . 

so  verschwinden  alle  THflferentialquütienten  der  Grössen:  D,  //,  1)  ' 
nach  /. 

Substituirt  man  sodann 

xs  = x,  + l,i*+ 

Vi  = ?/i  + <*  + Fj  (^i)  + • • • 

«’s  = + ?i  + Fj  (fl)  ^-72  + • • • 

dann  bleiben  auch  wieder  die  Fundamentalgrössen  ungeändert. 

Durch  Fortsetzung  dieses  Sehlussverfahrens  erkennt  man, 
dass  die  Grössen  D,  J)',  I)”  in  der  That  von  dem  Parameter  t 
unabhängig  sind. 

Also  haben  wir  das  Resultat  gefunden: 

TFcnn  die  Gleichungen  (i)  eine  endliche  reguläre  Verbiegung 
defhnren,  und  wenn  ausserdetn  die  Grössen  |,  t],  f,  welche  die 
Gleichungen  (3')  erfüllen,  sich  in  der  Form 

i =■  ßz  — yg  + a , 
t]  — yx  — uz  b , 
i uy  — ßx  + c 

darslellen  lassen,  dann  sind  die  Flärhcnstüche  F^  und  noth 
wendig  einander  congruent. 
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Mit  dieSBiii  Satze  ist  die  iu  den  früliereu  Beweisen  noch 
gebliebene  Lücke  ausgefüllt,  und  zugleich  die  (irundlage  für  die 
folgende  Untersuchung  gewonnen.*) 

3.  Di«  inttnitesimale  Bewegung  der  Zone. 

Wir  wollen  jetzt  zunächst  ein  zur  Behandluug  unseres  speciellen 
Problems  geeignetes  Uoordinatensysteni  einführen,  die  1 )ifl'erential- 
gleichungeu  für  die  infinitesimale  Verbiegung  aufstellen,  und 
endlich  die  Formeln  entwickeln , welche  in  diesem  Coordiniiten- 
.system  eine  infinitesimale  Bewegung  darstellen. 

I . Einfiihruntf  eines  neuen  Voordinalensystems.  Wir  gehen 
aus  von  folgendem  rechtwinkligen  Coordiuatens3’stem:  Die  g-Axo 
möge  mit  der  Axe  der  Zone  zusammenfallen,  die  xy-Ebene  möge 
die  Ebene  eines  Parallelkreises  sein.  Von  diesen  rechtwinkligen 
Coordinaten  gehen  wir  zuerst  über  zu  Cjdindentoordinateu,  indem 
wir  setzen: 

X = Q cos  ip  , 
y = ^ sin  9) ; 

dann  aber  zu  einem  neuen  System:  Ein  Punkt,  der  auf  einem 
Meridian  (qo)  der  Zone  liegt,  soll  bestimmt  werden  durch  die 
Länge  ö des  Meridianstückes,  gemessen  von  dem  oberen  die  Zone 
begrenzenden  Parallelkreis  an.  Allen  Punkten,  welche  (in  der 
Meridianebene  des  Punktes)  auf  der  durch  ihn  gehenden  Normale 
liegen,  ertheilen  wir  ebenfalls  den  Werth  a zu,  imd  bestimmen 
ihre  Lage  auf  der  Normale  durch  den  Abstand  u von  der  Zone. 
(Vgl.  Fig.  2,  welche  einen  Meridianschnitt  darstellt.) 

In  diesem  Coordinatensystem  hat  die  Zone  selbst  die  Gleichung 

u — 0 . 

Man  kann  die  Fläche  auch  darstellen  durch  die  simultanen 
Gleichungen: 

z “ z{a) 

»•  = »•('^)  • 

i)  Es  muss  indessen  zugegeben  werden,  dass  ein  Beweis,  welcher 
\iber  den  Character  der  Verbiegung  gar  keine  Voraussetzung  macht, 
sondern  direct  an  die  Fläche  anknüpft,  befriedigender  wäre.  — Ein 
solcher  Beweis  ist  aber  bis  jetzt  erst  bei  der  Kugel  erbracht.  („V.“ 
§ 5.  Vgl.  auch  ü.  Hilbf.bt,  Ueber  Flächen  von  constanter  GAuss’scher 
Krümmung  p.  97  Transactions  of  the  Amcricain  Math.  Soc.  Vol  2. 
Nr.  I.  Jan.  1901.) 
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Dabei  bestehen  die  Gleichungen 

(5)  £'»  + »•'»=! 

und 

(6)  z'r"  — r'  z"  = k 

(unter  k die  Krümmung  des  Meridianes  verstanden),  aus  denen 
noch  folgt 

(7)  r"  = kz\ 

z"  = — kr'. 


Fig.  2. 


Im  Innern  der  Zone  ist  ferner 

(50  < 0 

und 

(6')  k>0 

endlich  ist  am  oberen  Rande 

(5'0  ^'  = 0,  r'=  + l 

und  am  unteren 

(5"0  ^'  = 0,  r'  = -l. 

Die  Grössen  z'  und  r'  haben  eine  einfache  geometrische 
Bedeutung,  es  ist  nämlich 
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r'  = cosd,  z' = — 

unter  O den  Neigungswinkel  der  Normale  gegen  die  e-Axe 
verstanden. 

Man  kann  nun  auch  die  Cylindercoordinaten  des  Punktes  P 
leicht  berechnen;  Sein  Abstand  von  der  a:t/- Ebene  hat  den  Werth 

« + « ■ cos  d'  = Ä + M • r', 
sein  Abstand  von  der  Rotationsaxe  ist 

(p  = r + M • sin  ^ = r — u • «'. 

Die  Krümmung  der  den  Punkt  P enthaltenden  (in  der  Meri- 
dianebene gelegenen)  Parallelcurve  des  Zoneumeridians  ist 

k _ 

1 -f  u ■ k ■ 

Demnach  ist  das  Quadrat  des  Bogenelements  gegeben  durch  die 
Formel : 

(8)  ds*  = (r  — z'uYdip^  -f-  du*  -f-  (1  -j-  «A')*dö* . 

Für  M = 0 erhält  man  das  Quadrat  des  Bogenelements  der  Zone: 

(9)  ds®  = r^dip* -t- dö®. 

2.  Dif  infinitesimale  Verbiegung  der  Zone.  Bei  einer  in- 
finitesimalen Verbiegung  treten  an  Stelle  der  Coordinaten  9,  ö,  0 
eines  Punktes  der  Fläche  die  folgenden: 

«Pi  = qp  -I-  t<2>, 

(4'")  a^  = a + ed, 

«1  = eU. 

Für  da®  bekommen  wir  jetzt  die  Formel: 

(9')  da®  = (r  -f-  e (r'ö  — z'  ?7))®d(qp  -P  t (P)* 

+ f®d  tf®  + (1  4-  f Ukyd{a  +ief, 
oder  (bis  auf  Grössen  höherer  Ordnung): 

daj  = da® 

+ 2,[(V+U-l.)je+Ql+r>^£)ia.p+r{r-e-,'ü+/^dr‘]- 

Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich,  wenn  man  verlangt,  dass 
die  infinitesimale  Transformation  eine  infinitesimale  Verbiegung 
sein  soll,  die  drei  Gleichungen: 

Hath.-ph^a.  Claaae  16 
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(3"; 


de 

da 

de 


+ r.A=o, 


r'O  — e'  U r • ^ = 0 . 

dq> 


Diese  fileiclmngen  ersetzen  hei  der  speciellen  Wahl  des  Coordi- 
natensystenis  die  Gleichungen  (i'). 

Wemi  Ö,  U und  O diese  Differentialgleichungen  erfüllen, 
ferner  auf  der  ganzen  Zone  sich  regulär  verhalten,  dann  definiren 
die  Formeln  (4")  eine  infinitesimale  Verbiegung  der  Zone. 


3.  Die  i» finit rftimalc  Deire- 
gung  der  Zone.  Bezeichnen  wir 
den  Zuwachs  von  r bei  einer 
beliebigen  infinitesimalen  Trans- 
formation mit  i\  den  von  z mit 
f,  so  ist,  wie  man  durch  Zer- 
legung in  Componenten  erkennt 
(vgl.  Fig.  3) 

P = cos  t>  • 0 + sin  ■0-  • r 
= r'  0 -z  -U, 

(10) 

f = — sin  0 • ö + cos  0 • V 

^z'  -0  + ■ U, 


Es  ist  ferner  (für  die  Punkte  der  Fläche): 

(11)  X + ==  (r  + sP)  cos  {<p  + s0) 

= r cos  <p  -f  £ (i'  cos  ip  — r <P  sin  9>)  , 

»/-(-£  = r sin  (p  -f  £(Psin  g;  -p  rO  cos  tp)  , 

und  daher 

(i  i')  P — r'(|  cos  <p  -}-  ■>]  sin  tjp)  , 

r0  = — I sin  qp  + i;  cos  <p  . 

Hieraus  bekommt  man  endlich  die  folgenden  Gleichungen: 
0 = • (I  cos  ip  -f  sin  <p)  + £•'  • J , 

U = — z'  ■ {I  cos  <p  + j;  sin  (p)  -f  r'  . f , 
r0  — — I sin  (p  + j;  cos  <p  . 


Digilized  by  Google 


Ukbee  die  VsKstEOUNa  voH  Rotationsflächen. 


229 


Wenn  die  infinitesimale  Transformation  iin  Besonderen  eine 
infinitesimale  Bewegung  ist,  dann  ist 

5 = /SjT  — y »/  + a = |3«  — yr  sin  qp  + a , 

7]  = yx  — az  -\-  h = yr  cos  q>  — az  h , 

i = ay  — ßx  c = r(a  sin^  — ßcosip)  + 

und  daher 

I cos  qp  + t)  sin  g)  = ■ (ß  cos  q>  — a sin  qp)  + a cos  qp  + i»  sin  qp , 

I sin  qp  T(  cos  <p  = yr  — z ■ (a  cos  qp  + |3  sin  qp)  — a sin  qp  + h cosqp . 

Bei  einer  infinitesimalen  Bewegung  haben  also  schliesslich  0,  U 
und  r0  die  folgenden  Werthe: 

6 = r'(z{ß  cos  g>  — a sin  qp)  + a cos  qp  + ?>  sin  qp) 

+ z'(r{a  sin  qp  — |3  cos  qp)  -f"  c) » 

(4^^)  Z7  = — z'(z(ß  cos  qp  — asinqp)  + «cosqp  + bsinqp) 

+ r'(r{a  sin  qp  — |S  cos  qp)  + c)  , 
rO  = yr-  «(«cosqp  + (Ssinqp)  — asinqp  + hcoscp  . 
Umgekehrt  gilt  der  Satz: 

Haben  die  Grössen  6,  U,  rO  die  Werthe  (4*^'),  dann  stellen 
die  Formeln  eine  infinitesimale  Bewegung  der  Zone  dar. 

Aus  den  Formeln  (4^^)  folgt  nämlich  mit  Hülfe  der  Formeln 
(10)  und  (11) 

i = ßz  —yy  -{■  a, 

7}  = yX  — az  b , 
t = ay  — ßx  + C. 

§ 4.  Die  infinitesimale  Verbiegung  der  Zone. 

I.  Aufstellung  der  partiellen  JHfferentialgleiehungen  für  0, 
und  r0.  Die  weitere  Untersuchung  hat  an  die  Differential- 
gleichungen (3")  anzuknüpfen.  Wir  wollen  aus  ihnen  zuerst 
eine  partielle  Differentialgleichung  für  0 allein,  eine  für  0 allein 
und  endlich  eine  für  die  Grösse 

W=r0 

allein  ableiten. 

16* 
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Eliminirt  man  U aus  der  ersten  und  dritten  Gleichung  (3 "), 
so  kommt: 


oder 

und  weiter: 

1 ^ 


rA-0  + ^ - -j =0, 

Ce  ' df)  ’ 


C<t>  ' a ^ n 

r . — r - 0—  j-ä-=0 

C(f>  K ce 


/ "£>  I . , z"k—k'z'  dB\ 

d<fde~  '■('■  ® + '■  ■ a<r  + A*  ’g«)’ 

+ + I • It) 

oder  mit  Benutzung  der  Formeln  (7): 

s ,,  , , cBlr'z'  l'z'r'\  ,c'B 

cipeff  ^ g<»  \ A-  A-’  / gff’ 

Andrerseits  hat  man  aus  der  letzten  Gleichung  (3”): 


, a«d> ^ 

*"  de*  dtp* 


Aus  diesen  beiden  Gleichungen  zusammen  folgt: 

/ , ,0  g*0  , , düB  , .g« 

+ (/*'*  — = 0 . 


Eine  Differentialgleichung  für  O bekommt  man  auf  folgen- 
dem Weg:  Aus  der  letzten  Gleichung  (3')  folgt: 


dB  , du  , 
dtp  ^ dcp  * 


g«* 


dtp 


-,  = o. 


Substituirt  man  hierin  aus  der  zweiten  Gleichung  (3”’): 
d<p 


ga  ’ 


und  aus  der  ersten  und  zweiten  zusammen: 


so  kommt: 

(13)  fc 


d(p  kdod<p 


A‘ go  \ da)  ' 
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Setzt  man  endlich: 


r ' da  r da  r‘  ' 

_ i g*  y _ 2^'  _ /'L 

äo’  r a«’  r da  \r’ 


SO  erhält  man  mit  Benützung  von  (7): 


(*4) 


k 


a»y 

dtp 


z r 


d'Vir 

ao* 


r’kr 


W + fc  ^=0* 


2.  Einführung  von  trigonometrischen  Reihen.  Da  die  ganze 
Zone,  ohne  Unterbrechung  des  Zusarnmenhangs  längs  eines 
Parallelkreises  verbogen  werden  soU,  so  werden  0,  O imd  U 
periodische  Functionen  von  qo,  die  wir  in  Form  von  trigono- 
metrischen Reihen  darstellen  können,  deren  Coefficienten  Func- 
tionen von  <J  sind. 

Wir  setzen  daher: 


(>5) 


® = o,»  -f 

1 

00 

® cos  nqo  + 6^,  sin  nqp)  , 

1 


cos  wqp  + sin  nq>)  , 


f-''  = ««  cos  »9>  + 6„„  sin  ng>)  . 

1 

Hieraus  ergeben  sich  mit  Hülfe  von  (3”)  zunächst  die  folgenden 
Differentialgleichungen  für  die  Glieder  nullter  Ordnung: 

05  + a„  ■ ft  = 0 , 

(16)  r^a'g)  — 0 , 

r'as  — ^'a„  - 0 . 

Setzt  man  weiter  die  trigonometrischen  Reihen  in  die  Gleichungen 
(3")  ein,  und  fordert,  dass  die  Coefficienten  von  cos  n<p  und 
sin  n<p  verschwinden,  so  gelangt  man  zu  dem  Gleichungssystem: 

USn  "I”  »ft  n "kb^nft  “Gj 

(17)  nb»n  + r^a!fn  = 0,  na^, -f  = 0;  (»  = i,  z - ) 

r'  • as„  — z'uu„  + nrb^„=  0,  r'bon  — z'aun  — nra,pn=^0. 
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Setzt  man  dagegen  die  Reihe  für  S direct  in  die  Differential- 
gleichung (i2j  ein,  so  bekommt  man  sowohl  für  wie  für 

heidesmal  dieselbe  lineare  homogene  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung,  in  der  wir  nun  die  abhängige  Variable  einfach 
mit  bezeichnen  wollen. 

Dieselbe  ist: 

(12')  -krg'-f^„ 

+ e'{r'k  + k'r)  ■ f»„  + k{—  «*+  r'*  — krz')f9„  = 0. 

Für  fyf}n— '>' • f(pn  bekommt  man  aus  (14)  die  Differential- 
gleichung: 

(14')  — z'rfllin  — r'krf',,.n  + A'(l  — «*)/Vn  = 0. 

3.  Bestimmung  der  Coefficienten.  Bei  der  Bestimmung  der 
Coefficienten  ist  ausser  von  den  soeben  aufgestellten  Differential- 
gleichungen Gebrauch  zu  machen  von  den  für  die  Zone  und  ihren 
Rand  geltenden  Relationen  (5'),  6'),  (5")  und  (5"').  (§  3,  i)- 

Hieraus  ergiebt  sich 

a)  Die  trigonometrischen  Beiheft  hrecheti  mit  den  Gliedern 
erster  Ordnung  ab. 

Aus  der  Gleichung  (14")  folgt  nämlich,  dass  keiner  der 
Coefficienten  f,pn(n^  2)  längs  eines  Meridianes  im  Inneren  der 
der  Flächenzone  ein  positives  Maximum  oder  ein  negatives  Mini- 
mum haben  kann:  Für  ein  positives  Maximum  wäre  A(l  — n^)fipn 
negativ,  f^„  gleich  Null,  — z'r  positiv,  also  positiv,  was  un- 
möglich ist;  eine  analoge  Betrachtung  zeigt,  dass  ein  negatives 
Minimum  ausgeschlossen  ist. 

Ferner:  Setzt  man  in  (12')  = 0,  so  erkennt  man,  dass 

/’fl„(w>2)  am  Rande  der  Zone  den  Wert  Null  hat,  und  die 
beiden  letzten  Gleichungen  (17)  lehren  daim,  dass  am  Rande 
auch  f„„i  = rf,p„  (n  > 2)  verschwindet. 

Alle  diese  Functionen  verschwinden  also  an  den  beiden 
Enden  des  Meridians,  sie  haben  ferner  weder  ein  positives  Maxi- 
mum noch  ein  negatives  Minimum,  d.  h.  sie  müssen  überhaupt 
verschwinden. 

Hieraus  folgt  dann  unter  Anwendung  der  Gleichungen  (17), 
dass  auch  die  Grössen  a„„,  bg„{ni^  2)  sämmtlich  den 

Werth  Null  haben,  d.  h.  dass  die  trigonometrischen  Reihen  mit 
Gliedern  erster  Ordnung  abbrechen,  w.  z.  b.  w. 

b)  Die  Coefficienten  der  Glieder  erster  Ordnung  kann  man 
leicht  direct  durch  Integration  bestimmen. 
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Aus  (14  ) wird  für  n=  1: 

— 2'  ■ r ■ f'^n  — r'hrf,,,i  = 0 , 
wovon  die  allgemeine  Lösung  lautet 

Ux  = CjE  + fj. 

Es  wird  also: 

= b — a ■ z , 
b^i  = - a - ßs, 

wo  a,  ß,  a und  h Constanten  sind. 

Mit  Hülfe  der  Oleichungen  17,  in  denen  n — 1 zu  setzen 
ist,  bekommt  man  weiter: 

ag^  = (r'z  — z'r')ß  + r’n, 

= — {r'z  — z'r)u  + r'b, 

Kl  = - 

= (z'z  + r'r)a  — z'b. 

c)  Für  die  Glieder  nnllter  Ordnung  bekommt  man  direct 
durch  Integration  von  (16): 

% — 

unter  y und  c Constanten  verstanden. 

§ 5.  Folgerang. 

Stellt  man  die  gefundenen  Werthe  zusammen,  so  ergeben 
sich  die  Eeihenentwickelungen : 

© = r'(z(ß  cos  (p  — a sin  9>)  + a cos  qp  + 6 sin  gi) 

-f  z'{r{a  sing)  — ß cos  qp)  + c), 

(18)  U = — ^'{e(ß  cos  q>  — a sin  cp)  + a cos  qp  + fe  sin  <p) 

4-  »•'()■(«  sin  qp  — ß cos  qp)  + c), 
rO  =yr  — z(a  cos  qp  + ^ sin  qp)  — « sin  qp  + b cos  qp, 
welche  mit  (4^^)  übereinstimmen. 
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Hieraus  folgt  dann  (§  3,  i)  und  (§  2,  5):  Die  beiden 

Zonen  sind  einander  congruent,  d.  h.  eine  Zone  mit  den  in 
§ I,  2 genannten  Eigenschaften  gestattet  ausser  den  Bewegungen 
keine  anderen  regulären  Verbiegungen. 
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A.  Mayer:  Zur  Theorie  der  gleitenden  Redmng. 

Die  folgenden  üntersuchangen,  zu  denen  ich  durch  die 
trefflichen  „Lerons  sur  le  frotiement"  von  Paul  Painlev^  (Paris 
1895,  lithographirt)  angeregt  wurde,  beschäftigen  sich  ausschliess- 
lich nur  mit  solchen  Problemen,  in  denen  die  Reibung  immer 
nur  an  einem  einzigen  Punkte  wirkt.  Unter  dieser  Beschränkung 
bezwecken  sie  vor  allem  eine  wesentliche  Frage  in  der  Theorie 
der  gleitenden  Reibung  bei  Zugmndelegimg  der  CouLOMn’schen 
Keibungsgesetze  zu  erledigen,  die  eigenthümlicher  Weise  bisher 
noch  gar  nicht  gestellt  worden  ist,  damit  aber  zugleich  nament- 
lich die  Bewegung  eines  starren  Körpers  auf  rauher  Unterlage 
so  vollständig  zu  discutiren,  als  dies  überhaupt  möglich  ist,  ohne 
die  Formen  des  Körpers  und  seiner  Unterlage  und  die  bewegen- 
den Kräfte  zu  specialisiren. 

Die  aus  den  CouLOMB’schen  Experimenten  gezogenen  Gesetze 
der  gleitenden  Reibung  zerfallen  in  drei  verschiedene  Sätze,  die 
Gesetze  der  lieibmtg  während  der  Bewegung,  der  Reibung  in  Ruhe 
und  der  Reibung  hei  entstehender  Bewegung  (frottement  dynamique, 
frotiement  au  repos  und  frottement  au  depart),  von  denen  aller- 
dings die  beiden  letzten  meistens  in  einen  Satz  zusammengezogen 
werden,  wie  sie  denn  auch  bei  den  Anwendungen  immer  gleich- 
zeitig ins  Auge  gefasst  werden  müssen. 

Von  diesen  drei  Gesetzen  ist  aber,  immer  imter  der  an- 
gegebenen Beschränkung,  nur  das  mittelste,  das  Gesetz  der  Reibung 
in  Ruhe,  ganz  klar  und  einwurfsfrei,  insofern  es  die  Bewegung 
des  Körpers  oder  Systems,  so  lange  sie  ihm  gehorcht,  stets  durch- 
aus eindeutig  bestimmt.  Auf  die  sonderbaren  Folgerungen,  zu 
denen  das  erste  Gesetz  führt,  sooft  der  normale  Widerstand  der 
rauhen  Unterlage  gegen  den  Körper  von  der  Reibung  abhängig 
ist  und  zugleich  der  Reibungscoefficient  hinlänglich  gross  an- 
genommen wird,  hat  Painlev£  schon  in  den  „Legons“  und  noch 
ausführlicher  in  einer  Note  „Sur  le  frottement  de  glissement“ 
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(Comptes  rcndus  CXXI  p.  1 1 2 — 1 1 s)  aufinerksam  gemacht. 
Diese  Absonderlichkeiten  zeigen  sich  darin,  dass  in  den  genannten 
Fällen  jedes  gegebene  System  von  geometrisch  möglichen  An- 
fangsgeschwindigkeiten entweder  dem  Körper  zwei  verschiedene 
Bewegungen  frei  lässt,  oder  aber  sich  selbst  als  dynamisch  un- 
möglich erweist.  Dagegen  hat  noch  Niemand  bemerkt,  da.ss  da' 
dritte  Gesetz,  und  zwar  wohlbemerkt  eben  auch  schon  bei  der 
Beschränkimg  auf  bloss  Einen  Angriffspunkt  der  Reibung,  noch 
in  ganz  anderer  Art  gewichtige  Bedenken  erregen  kann,  indem 
a priori  eigentlich  alles  dafllr  zu  sprechen  scheint,  dass  es  auf 
thatsächliche  Widersprüche  führen  müsse.*) 

Dies  wird  sich  am  Besten  an  einem  Beispiele  klar  machen 
lassen;  ich  wähle  hierzu  die  Bewegung  eines  einzelnen  materiellen 
Punktes,  der,  etwa  als  unendlich  kleiner  Ring,  auf  einer  festen 
Curve  vom  Reibungscoefficienten  f gleitet  und  von  einer  ge- 
gebenen bewegenden  Kraft  getrieben  wird,  die  ausser  von  der 
Lage  des  Punktes  auch  noch  von  der  Zeit  t seihst  abhängen  kann. 
In  diesem  Falle  sagt  das  Gesetz  der  Reibung  bei  entstehender 
Bewegung  zunächst  aus: 

A)  ln  einem  Momente  t = f^,  in  welchem  der  Punkt  keine 
Geschwindigkeit  besitzt,  sei  Kq  die  Reibung,  welche  den  Punkt 
auf  seiner  Curve  in  Ruhe  erhalten,  und  Aq  der  Normalwider- 
stand,  den  der  ruhende  Punkt  von  der  Curve  erfahren  würde. 
Sooft  dann  die  Ungleichung  besteht 
a) 

in  der  f,  der  Reibimgscoefficient,  eine  gegebene  positive  Constante 
ist,  setzt  sich  der  Punkt  im  Moment  /q  sicher  in  Bewegung  und 

und  können  nicht  die  wirklichen  augenblicklichen  Stärken 
der  Reibung  und  des  Normalwiderstaudes  sein.  — 

Die  Werthe  von  Ji’,  und  findet  man  nun  und  zwar 
stets  eindeutig,  indem  man  am  Punkte  neben  seiner  gegebenen 

i)  Allerdings  sagt  Painlevk  in  jener  Note  p.  114:  „Quant  au  cat 
du  frottement  au  repofi  (ou  au  depart),  il  comluit  h des  re'sultats  phts 
singtdiers  cncnre.“  Er  erläutert  aber  diese  Bemerkung  nur  an  dem 
Beispiel  eines  schweren  homogenen  Kreiscylinders,  der  mit  seiner  Basis 
ruhend  auf  eine  schiefe  Ebene  gestellt  und  hier  sich  selbst  fiberlassen 
wird,  und  dies  Beispiel  gehört  nicht  hierher,  weil  bei  ihm  ja  zimächst 
Reibung  längs  einer  ganzen  endlichen  Fläche  ins  Spiel  kommt,  und 
ein  einziger  Berührungspunkt  nur  dann  sich  einstcllt,  wenn  dcrCylinder 
um  einen  Punkt  seines  Basisrandes  in  Schwankungen  geräth. 
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bewegenden  Kraft  noch  eine  zweite  Kraft  von  unbekannter 
Stärke  und  unbekanntem  Sinne  längs  der  Tangente  der  festen 
Curve  wirken  lässt,  und  hierauf  in  rechtwinkligen  Coordinaten 
die  Gleichgewichtsbedingungen  des  Punktes  auf  der  Curve  (für 
den  Moment  und  die  augenblickliche  Lage  des  Punktes)  an- 
setzt. Und  das  lässt  sich  in  beabsichtigter  Umständlichkeit  auch 
so  aussprechen:  Nach  Anbringung  der  Kraft  bildet  man  die 
Differentialgleichungen  der  Bewegung  des  Punktes  auf  der  Curve 
in  seinen  rechtwinkligen  Coordinaten  und  berechnet  daraus  die 
absolute  Beschleunigung  a des  Punktes  im  Moment  worauf 
und  Aq  sieh  eindeutig  aus  der  Forderung  tr  = 0 bestimmen. 

Sooft  sich  nun  hierbei  die  Ungleichung  a)  als  erfüllt  heraus- 
stellt, können  im  Momente  tg  nach  dem  Satze  A)  Reibung  und 
Normal  widerstand  nicht  wirklich  die  gefundenen  Stärken  2?q  und 
Ng  besitzen.  Sie  müssten  dieselben  aber  besitzen,  wenn  ir  = 0 
wäre.  Im  Falle  a)  kann  also  a nicht  Null  sein  und  der  Punkt 
muss  im  Momente  tg  nothwendig  eine  von  0 verschiedene  Anfangs- 
beschleunigung a erhalten. 

Dies  festgestellt  fährt  nun  das  dritte  Gesetz  also  weiter  fort: 

B)  Im  Falle  a)  wirkt  im  Anfangsmoment  tg  der  entstehenden 
Bewegung  die  am  Punkte  wirklich  thätige  Reibung  der  Anfangs- 
beschleunigung a des  Punktes  direct  entgegen  mit  der  Stärke: 

E = fN, 

wo  N die  gleichzeitige  Stärke  des  Normalwiderstandcs  der  Curve 
bezeichnet. 

Auf  Grund  dieses  zweiten  Theiles  des  Gesetzes  berechnet 
sich  die  absolute  Beschleunigung  a,  mit  der  sich  der  Punkt  im 
Momente  tg  in  Bewegung  setzt,  zugleich  mit  ihrem  Sinne  und 
der  Anläng.sstärke  N des  Normal  Widerstandes  aus  denselben 
Differentialgleichungen,  wie  vorhin,  nachdem  man  darin  nur  die 
unbekannte  Kraft  Bg  durch  die  der  Beschleunigung  a direct  ent- 
gegenwirkende Kraft  B = fN  ersetzt  hat.  Sollte  sich  nun  aber 
auf  diese  Weise  für  die  positive  Unbekannte  a nicht  ein  gleich- 
falls positiver  Werth  ergeben,  so  würde  dies  lehren,  dass  der 
Punkt  eben  keine  Anfangsbeschleunigung  besitzen  kann.  Die 
Forderung: 

b)  ö > 0 

muss  also  nothwendig  eine  blosse  Folge  der  Voraussetzung  a) 
sein.  Denn  könnte  aus  dieser  Voraussetzung  jemals  ff  < 0 folgen. 
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SO  würde  der  Punkt  einerseits  wegen  der  Annahme  a)  nach  der 
aus  A)  gezogenen  Folgerung  eine  wirkliche  Anfangsbeschleunigung 
besitzen  müssen,  und  andererseits  würde  er  nach  B)  eine  solche 
doch  wieder  nicht  besitzen  können;  es  würde  also  ein  unlösbarer 
Widerspruch  zwischen  den  beiden  Theilen  des  dritten  Reibungs- 
gesetzes  zu  Tage  treten,  und  das  Gesetz  seihst  könnte  unmögbeh 
richtig  sein. 

Nun  fällt  allerdings  gerade  in  dem  betrachteten  Beispiele 
dieser  Widerspruch  schliesslich  von  selbst  wieder  weg,  weil  hier 
die  Forderung  b)  noch  geradezu  mit  der  Bedingung  a)  identisch 
ist.  Aber  dies  directe  Zusanunenfallen  der  beiden  Beziehungen 
tritt  nur  ein,  solange  der  Punkt  einzeln  ist.  Sobald  er  dagegen 
einem  Systeme  discreter  materieller  Punkte  angehört,  und  also 
neben  seiner  gegebenen  bewegenden  Kraft  noch  die  vom  Zu- 
sammenhänge mit  dem  System  herrührenden  Verbindungskräftc 
auf  ihn  einwirken , erhält  man  die  Bedingung  ff  > 0 zunächst 
immer  unter  einer  solchen  Form,  die  irgendwelche  Beziehung  lu 
der  Voraussetzung  a)  von -vom  herein  ganz  und  gar  nicht  er- 
kennen lässt. 

Und  ganz  analog  liegt  die  Sache  auch  bei  der  Bewegung 
eines  starren  Körpers  auf  rauher  Unterlage.  Nur  in  den  alla- 
einfachsten  Fällen,  wie  z.  B.  bei  der  schweren  homogenen  Kugel 
auf  fester  Horizontalebene,  kommt  wegen  der  sofort  erkenntlichen 
Uebereinstimmung  beider  Bedingungen  die  Möglichkeit  eines 
Widerspruches  gar  nicht  richtig  zum  Vorschein.  Im  Allgemeinen 
aber  berechnet  sich  diejenige  Grösse,  die  hier  an  die  Stelle  der 
absoluten  Anfangsbeschleunigung  ff  tritt,  selbst  erst  aus  einer 
algebraischen  Gleichung  zweiten  oder  vierten  Grades,  und  dem  Ge- 
setze der  Reibung  bei  entstehender  Bewegung  zu  Folge  müsste  diese 
Gleichung  also  in  dem  Falle,  der  der  Voraussetzung  a)  entspricht, 
nothwendig  stets  wenigstens  eine  positive  Wurzel  zulassen. 

Ist  dies  nun  inrklich  der  Fall,  lässt  sich  also  eeiffen,  dass 
ztcischen  diesen  'beiden  äusserlich  ganz  von  einander  versdikdetttn 
Bedingungen  in  \\'irklichkeit  doch  ein  solcher  innerer  Zusamme»- 
hang  besteht,  ine  ihn  das  dritte  lieibungsgesetz  verlangt?  Das 
war  die  Grundfrage,  die  mich  zu  meinen  Untersuchungen  ver- 
anlasste,  und  sie  liefern  für  die  betrachteten  Gattungen  toi 
Reibimgsproblemen  den  Nachweis,  dass  in  der  That  die  Fragt 
wenigstens  in  dem  der  Voraussetzung  a)  entsprechenden  Haupt- 
falle  unbedingt  bejaht  werden  kann. 
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Daneben  erledigen  sie  aber  noch  eine  zweite  Frage,  die 
Aufgabe  nämUcb,  immer  unter  der  Voraussetzung  bloss  ein- 
punktiger Berührung,  alle  diejenigen  Körper  zu  bestimmen,  für 
welche  der  Normalwiderstand  ihrer  rauhen  Unterlage,  oder  der 
Normaldruck,  den  sie  auf  diese  ausäben,  unabhängig  von  der 
Reibung  ist. 

Dieser  besondere  Pall,  der  das  Gesetz  der  Reibung  während 
der  Bewegung  von  den  oben  angegebenen  Absonderlichkeiten  ganz 
befreit,  bewirkt  überhaupt  in  den  Reibungsproblemen  immer  be- 
trächtliche Vereinfachungen,  deren  Einfluss  schliesslich  sich  auch 
bei  dem  dritten  Reibungsgesetz  selbst  offenbaren  wird. 

Was  endlich  die  ganze  Anlage  meiner  Arbeit  betrifft,  so 
schien  es  mir  vor  allem  weit  richtiger,  die  Reibungsgesetze  nicht 
als  blosse  experimentelle  Daten  an  die  Spitze  zu  stellen,  sondern 
sie  erst  bei  der  Betrachtung  des  einzelnen  materiellen  Punktes 
je  nach  Bedarf  heranzuziehen,  wobei  zugleich  klarer  zum  Be- 
wusstsein kommt,  was  das  einzelne  Gesetz  leistet  und  wie  sie 
sich  gegenseitig  ergänzen.  Den  breitesten  Raum  nimmt  natürlich 
die  Bewegung  eines  starren  Körpers  auf  rauher  Fläche  ein.  Für 
einen  einzigen  § ist  dieses  Problem  zu  vielseitig  und  zu  um- 
fangreich. Aus  diesem  Grunde  habe  ich  die  Arbeit  in  zwei 
Abschnitte  getheilt,  denen  ich  in  § i einige  einfache  rein  ana- 
lytische Hilfsbetrachtungen  vorausschicke,  weil  ihre  Resultate  in 
den  ganzen  folgenden  Betrachtungen  fast  bei  jedem  Schritte  ge- 
braucht werden.  Von  den  beiden  Abschnitten  ist  der  zweite 
ausschliesslich  dem  Körper  im  Raume  gewidmet,  während  der 
erste  den  einzelnen  materiellen  Punkt  und  die  Reibungsgesetze, 
das  einfache  Pendel,  dessen  Aufhängungspunkt  auf  fester  rauher 
Ciure  gleitet,  und  die  Bewegung  einer  Scheibe  in  ihrer  eigenen 
Ebene  auf  einer  solchen  Curve  behandelt. 

Dass  diese  letzte  Aufgabe  eine  besondere  Behandlung  er- 
fahren hat,  brachte  allerdings  den  Uebelstand  mit  sich,  dass  ein 
ganzer  Theil  der  hier  gemachten  Schlüsse  mit  sehr  geringen 
Modificationen  im  zweiten  Abschnitte  nochmals  -wiederholt  werden 
musste.  Aber  einmal  liegen  bei  der  ebenen  Bewegung  die  Ver- 
hältnisse soviel  einfacher  als  beim  Körper  im  Baum,  dass  dieselbe 
als  eine  nicht  ganz  überflüssige  Vorbereitung  auf  diesen  angesehen 
werden  kann,  und  dann  war  mir  das  Scheibenproblein  auch  des- 
halb besonders  wichtig,  weil  es  zeigt,  dass  in  der  Ebene  das 
dritte  Reibungsgesetz  die  entstehende  Gleituugsbewegung  iin  All- 
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gemeinen  sogar  vollkommen  eindeutig  bestimmt,  was  mir  für  den 
Körper  im  Kaume  nachzuweisen  nicht  gelungen  ist  uud  bei  ihm 
überhaupt  noch  cinigermaassen  fraglich  erscheint.  Dafür  ist 

überdies  sowohl  beim  einzelnen  Punkte,  wie  beim  Körper  im 
Raume  gleich  der  allgemeine  Fall  behandelt  worden,  wo  die 
reibende  Unterlage  selbst  eine  gegebene  Zwangsbewegung  besitzt, 
weil  dies  der  ruhenden  Unterlage  gegenüber  die  Untersuchung  in 
keinem  irgend  wesentlichen  Punkte  erschwert  — 

In  der  ganzen  Arbeit  handelt  es  sich  niemals  um  die  wirk- 
liche Integration  der  Bewegungsgleichungen.  Die  für  den  Körper 
im  Raume  angewandten  Differentialgleichungen  sind  sogar  selbst 
in  den  allereinfachsten  Fällen  zur  Integration  höchst  ungeeignet. 
Die  ganze  Fragestellung  schliesst  meiner  Ansicht  nach  aber  eben 
von  selbst  ein  Beziehen  der  Körperbewegung  auf  andere  Axen 
als  die  Schwerpunktshauptaxen  von  vornherein  aus,  während  man 
in  den  wenigen  Fällen,  wo  die  Bestimmung  der  Gleitungs- 
bewegung, ja  selbst  nur  des  Rollens  geglückt  ist,  dies  gerade 
immer  dadurch  erreicht  hat,  dass  man  die  Bewegung  auf  im 
Körper  selbst  bewegliche  Axen  bezog. 

Auf  die  Darstellung  habe  ich  überall  die  grösste  Sorgfalt 
verwandt,  trotzdem  ist  es  doch  recht  wohl  möglich,  dass  man 
die  Arbeit  von  kleineren  Unklarheiten  und  vielleicht  selbst  auch 
Unrichtigkeiten  nicht  ganz  frei  erfinden  wird;  dagegen  hoffe  ich, 
dass  irgend  wesentlichere  Versehen  nirgends  werden  unterlaufen  sein. 


9 I- 

Allgemeine  analytische  Vorbemerkungen. 

Im  Folgenden  wird  fortwährend  von  den  Fonnein  Gebrauch 
zu  machen  sein,  die  die  Werthe  der  Richtungscosinus  der  Ge- 
schwindigkeit eines  Punktes  unmittelbar  nach  einem  solchen 
Momente,  in  welchem  diese  Geschwindigkeit,  ohne  dauernd  zu 
verschwinden,  gerade  gleich  Null  ist,  durch  die  Differential- 
quotienten der  rechtwinkligen  GeschYvindigkeitscomponenten  aus- 
drücken,  und  sowohl  der  Klarheit  als  auch  des  kürzeren  Aus- 
drucks wegen  werden  Yvir  ab  und  zu  auch  die  entsprechenden 
Formeln  für  die  Differentialquotienten  der  Geschwindigkeit  selbst 
benutzen.  Es  wird  daher  gut  sein,  uns  diese  im  Grunde  aller- 
dings selbstverständlichen  Formeln  von  vornherein  zurecht  zu 
legen. 
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Zu  dem  Ende  seien  6j,  6,  drei  solehe  reelle  reguläre 
Functionen  der  reellen  Variabein  t,  die  mit  ihren  1.,  2.,  • • •, 
(x  — 1 )-ten  Differentialquotienten  zusammen  an  der  Stelle  t ^ tg 
verschwinden,  während  ihre  x-ten  Differentialquotienten  hier  nicht 
mehr  sämmtlich  Null  werden.  Dann  ist  für  i = 1,  2,  3: 


und  hierin,  wenn  wir  allgemein  mit  den  Werth  des  x-teu 
Differentialquotienten  der  Function  Ö,-  für  t = tg  hezeichnen; 

Pi'^  + (^  — 

Setzen  wir  daher  ein  für  allemal  fest,  da.ss  jede  Quadratwurzel, 
der  nicht  das  — Zeichen  vorgeschriehen  ist,  positiv  genommen 
werden  soll,  so  ergieht  sich  aus  der  Definition 

jedenfalls  solange  i > hleiht: 

© = Vp\  + /'s  + l’l ' 


und  damit  unter  derselben  Voraussetzung: 

©,  p. 

sowie  für  A < x: 

X — X 


x(x  — 1)  ■ • • (x 1 1) 


dt' 


X — 


Q ~ ^ü)  Vj’I  + Pi  + A'j  + (^  ~ V) 


X — ^ 4*  1 


Verstehen  wir  daher  unter: 

Lim  /’(/) 

< = »o 

immer  die  Grenze,  der  sich  die  Function  F[J)  nähert,  wenn  die 
Variable  t ulmehmend  dem  Werthe  tg  zustreht,  detiniren  also: 

Liml^(/)  = Lim2''(t  + zit),  z//>0, 

/ = /o  = » 

und  beachten,  dass  pi  für  i = (g  den  W'erth  0”o  annimnit,  so 
erhalten  wir  sofort  die  Formeln: 


T • 

Lim  -g,  = 


+ (»J 


i)*  + (©so)* 
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Lim  — } =0  für  A < X,  und 

<=<o  dt^ 

Lim  -K»^)*+ W-  - 

l=f„  ot 

Bedeuten  nun  m'j,,  die  rechtwinkligen  Componenten 
irgend  einer  Geschwindigkeit  tr,  so  sind  u?^,  u\  reguläre 
Functionen  der  Zeit,  und 

w = Yui  + «•*  + ic? 

kann  nur  verschwinden,  wenn  diese  Functionen  gleichzeitig  ver- 
schwinden. 

Wir  brauchen  daher  in  den  letzten  Formeln  nur  to^,  v 
für  0,,  e^,  Oj,  0 zu  setzen,  um  sofort  den  folgenden  Satz  zu 
erhalten,  in  welchem  ich  die  Fälle  x ==  1 und  x > 1 gesondert 
aufführe,  weil  in  den  Anwendungen  der  erste  Fall  immer  als  der 
Hauptfall,  der  zweite  nur  als  besonderer  Ausnahmefall  erscheint: 
Es  seien,  bezogen  auf  irgend  drei  feste,  oder  auch  in  Be- 
wegung begriffene  rechtwinklige  Aien,  U’^,  «•,  die  Compo- 
neuten  der  relativen  Geschwindigkeit  w eines  bewegten  Punktes 
gegen  diese  Axen. 

Wird  dann  diese  Geschwindigkeit  im  Moment  t — Null,  so 
nähern  sich,  wenn  man  denselben  als  die  untere  Grenze  des  Zeit- 
intervalles < = ^0  bis  t = t^-\-  auffasst,  und  nun  /It  gegen 

die  Null  convergiren  lässt,  ihr  Differentialquotient  und  ihre 

IC  w, 

Kichtungscosinus  — den  Grenzen; 


M-,  = YvfJ+  «V*  + 

und 


< 

u>,  ’ 

IC,  ’ IC, 

1 

sooft  im  Momente 

ffl  mit 

«v> 

nicht  zugleich  auch  ihre 

ersten  Differentialquotienten  iv 

ii’t  verschwinden ; dagegen 

nähern  sich: 

dw 

d*-‘ic 

d*fC 

dt'  ■ ■ ■’ 

dt*-»  ’ 

dr  ’ 

und: 

■ 

’G 

w ' 

tc  ’ IC 
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respective  den  Grenzen: 

ü, 

«,(»)  .«(*)  «,(*) 


und: 


ley 


wenn  die  x-ten  Differentialquotienten  tVy  \ «'!§ **  die  ersten  sind, 
die  in  diesem  Momente  nicht  mehr  sämmtlich  verschwinden,  wobei 
selbstverständlich  alle  diese  Grenzen  auf  den  Moment  ^ zu 
beziehen  sind. 

Ich  werde  mir  erlauben,  dies  Resultat  im  Folgenden  in  der 
abgekürzten  Fassung  anzuwenden: 

Unmittelbar  nach  einem  Momente,  oder  auch  kurzweg  in 
einem  Momente  t — /q,  in  welchem  die  Geschwindigkeit  w = 0 
ist,  wird  zugleich,  so  oft  nicht  auch  die  ersten  Differential- 
quotienten ihrer  rechtwinkligen  Componenten  «y,  sämmt- 
lich verschwinden: 


dw 

dt 


- ti\  = + «V*  -f 


w 


w. 


w 


tü, 


dagegen,  wenn  erst  die  x-ten  Differentialquotienten  tv't^ 


dieser  Componenten  im  Momente  <q  nicht  mehr  sämmtlich  Null 
werden: 

'-  = 0 
dt 


= 0, 

d*w 

J/'  ^ 

dt“  “ 

"i  

M’ 

'"x  ’ 

. 

w 


,(») 


I. 

Der  einzelne  Punkt  und  die  Reibungsgesetze. 

Ebene  Bewegungen. 

§ 2- 

Der  einzelne  materielle  Punkt  auf  starrer  Pnrve  oder  Fläche 
und  die  Reibnngsgesetze. 

Ein  rechtwinkliges  Axensystem  Ox^x^x^,  auf  das  in  diesem 
Paragraphen  alles  bezogen  werden  soll,  bewege  sich  in  bekannter 
Weise  im  Raum,  und  es  seien  P,,  P,,  Pj  die  Componenten  seiner 
Math.'phjt.  ClABte  1901.  17 
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Winkelgeschwindigkeit,  und  ö, , a^,  die  Coniponenten  der  ab- 
soluten ücschleunigung  seines  Anfangspunktes  0 im  Momente  I, 
sodass  also  Pj,  Pj,  Pj  und  a, , Ö3  bekannte  Functionen  der 
Zeit  f,  und  im  Besondem  Null  sind,  wenn  das  Axensystein  ruht. 
Deutet  man  dann  die  Differentiation  nach  t durch  Accente  an 
und  führt  die  Abkttr/.nngen  ein; 

^ > ^2  — ^3^1  -^1^8  > ^8  — 1 

M 2 <?ü  — <?i  + + <?s  — - (®i  + ®2^2  + ösa-s)  1 

so  hat  bekanntlich*)  der  effective  Theil  'J\  der  absoluten  leben- 
digen Kraft  eines  materiellen  Punktes  m von  der  Masse  1 und 
den  Coordinaten  a;, , a-, , .Tg,  der  sieh  irgendwie  im  Raume  bewegt, 
d.  h.  derjenige  Theil  seiner  ganzen  lebendigen  Kraft  T , der  kein 
vollständiger  Differentialquotient  nach  der  Zeit  ist,  den  Werth: 

(2)  '1\  = ^0  + x;  + + ^32-;  + I (x' * + -r;*  + 2-3' *)  , 

und  zugleich  sind  die  Differentialquotienten  x’,  xä,  aj  der  Coordi- 
naten des  Punktes  die  Componenten  seiner  relativen  Geschwindig- 
keit gegen  das  Axensystem.  Befindet  sich  dieses  in  Ruhe,  so  wird 
einfach : 

‘2T~2T,  = x[^  + x;^+x'\ 

Im  Allgemeinen  dagegen  hängt  2',  nicht  bloss  von  den  Coordi- 
naten des  Punktes  und  ihren  ersten  Differentialquotienten,  sondern 
ausserdem  auch  noch  von  der  Zeit  t selbst  ab.  In  besonderen 
Fällen  kann  jedoch  2j,  auch  wenn  das  Axensystem  nicht  im 
Raume  fest  steht,  frei  von  / werden.  Rotirt  dasselbe  z.  B.  nur 
mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  eS  um  eine  feste,  durch 
den  Anfangspunkt  0 gehende  Axe,  und  nimmt  man  diese  Axe 
zur  Xg-Axe,  so  erhält  man: 

2 2 7’,  - + ^*)  + 2 t5(x,x'  — Xjx;)  + x;*  +x^*  -f  Xg*.  — 

Dies  vorausgeschickt  sei  nun  der  Punkt  m gezwungen,  auf  einer  mit 
dem  Axensystem  fest  verbundenen  starren  Curve  oder  Fläche  zu 
bleiben,  und  bewege  sich  auf  dieser  unter  dem  Einfluss  einer  gegebenen 
Kraft  und  der  Reibung,  die  er  von  seiner  Unterlage  erfährt. 

Fassen  wir  also  speciell  den  Fall  der  ( Wve  ins  Auge,  so  sind 
den  Coordinaten  des  Punktes  die  beiden  Gleichungen  der  Curve: 

(3)  ^ , Xg , Xg)  “ 0 , (Xj , Xg , Xg ) — 0 

i)  Vgl.  z.  B.  Cahl  Necmass,  diese  Berichte  1899,  P-  393- 
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als  Bedingungsgleichungen  vorgeschrieben.  Will  man  die  Be- 
wegung des  Punktes  auf  starrer  Fläche  untersuchen,  so  braucht 
man  in  allem  Folgenden  nur  einfach  gpj  ^ 0 zu  nehmen.  Es 
wird  daher,  auch  ohne  diesen  Fall  erst  noch  besonders  zu  be- 
handeln, wohl  gestattet  sein,  die  Resultate  gleich  allgemein  für 
eine  beliebige  starre  Unterlage  auszusprechen. 

Von  der  Jleihung  setze  ich  zunächst  nichts  weiter  voraus, 
als  dass  sie  stets  tangential  zur  reihenden  Unterlage  uirkl,  und 
nenne  7?j,  Jij,  /fj  ihre  Componenten,  dagegen  Xj,  Xj,  A'j  die 
Componenten  der  gegebenen  bewegenden  Kraft  des  Punktes. 

In  Folge  der  vorgeschriebenen  Bedingungsgleichungen  (3) 
werden  dann  die  Differentialgleichungen  der  relativen  Bewegung 
des  Punktes  gegen  das  zu  Grunde  gelegte  Axensystem: 


dt  dxl 


ar, 

ax,. 


i -F  Aj  cp^  X,. , 


i = l,2,S. 

Nach  (2)  aber  ist: 

dtdx;  8x,—dt^^‘^^<^ 


dQ, 

C Xi 


dQ, 

■ äx;  ' ax,  * 


Xi 


. I 

+ 


dt  ax,.  \8x,  ax,. / ‘"^Vax,  ax,./  *"^\ax, 


und  nach  (i)  hat  man: 

^ ^ Qt  9 p ^ ; t}  p 7^  ^ p 

ex,  ex,  ’ ’ ex,  ex,  “ “ * ’ ex,  ex,  " ’’ 

Führt  man  also  die  Äbküi'zungen  ein: 

(4)  n.  ££  ^ -f  X,  -f  A()p'x,  -F  A,  «p'xj , 

so  stellen  sich,  ausführlich  hingeschrieben,  diese  Differential- 
gleichungen also  dar: 

|x;  + 2(Pjx'  - l\x'^)  = 17,  -F  if, , 

(5)  U”  -F  2 (PjX,'  - P,  x^)  = Dj  -F  Rj , 

W;  + 2(P,x;  - P,x,')  = 77,  + 77, , 

worin,  beiläufig  bemerkt,  die  linken  Seiten  nichts  anderes  sind 
als  die  Componenten  der  relativen  Beschleunigung  des  Punktes 
gegen  das  Axensystem,  oder  also  gegen  seine  starre  Unterlage. 

Die  gegebenen  Kraftcomponenten  X,,  X,,  X,  setze  ich  im 
Folgenden  als  blosse  Functionen  von  x, , x,,  x,  und  t voraus. 

17* 


Digitized  by  Google 


246 
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Nach  Voraussetzung  wirkt  nun  die  Reibung  stets  tangential 
zur  Unterlage,  ihre  Componenteu  sind  also  den  beiden  Bedingungen 
unterworfen : 


+ Ri<p’x^  + Ri<p’x^  = 0, 

iRiqPi'a-,  + -f  if3  9>i^s  = 0. 


Ueberdies  ergiebt  die  zweimalige  Diflferentiation  der  Bedingungs- 
gleichungeu  (3)  für  die  zweiten  Differentialquotienten  der  Coordi- 
naten  des  Punktes  die  beiden  Bedingungen: 


(7) 


aj'V'x,  + x'^ip'x^  + x'^tp'Xi  + 0>  = 0, 
xl'<p[xi  + + XjVj'xj  + <Pj  = 0 , , 


in  denen  die  von  den  zweiten  Differentialquotienten  der  Coordi- 
naten  freien  Gliedersummen  O und  <Pj  in  Bezug  auf  die  ersten 
Differentialquotienten  x^ , x^,  xj  ganze  homogene  Functionen 
zweiten  Grades  sind. 

Durch  Substitution  der  aus  (5)  folgenden  Werte  von  aij',  x^,  xj 
in  die  beiden  letzten  Bedingungen  erhält  man  für  die  Multipli- 
katoren i und  /tj  zwei  lineare  Gleichungen,  aus  denen  sich  in 
Folge  der  Bedingungen  (6)  die  Reibungscoefficienten  JJj,  R^,  Fj 
von  selbst  wegheben,  und  die  also  H und  A,  nicht  nur  eindeutig, 
sondern  auch  unabhängig  von  der  Reibung  bestimmen.  Mit  A 
und  Aj  ist  dann  zugleich  auch  die  absolute  Stärke  des  mrmalm 
Widerstandes : 


(8)  JV = |/(A g)  + Aj Xj ) * + ( A 9 + h<P[ v'a's  + ^1 

den  die  Unterlage  dem  Punkte  entgegensetzt,  eindeutig  und  un- 
abhängig von  der  Reibung  bestimmt,  und  zwar  als  die  Quadrat- 
wiu^el  aus  einer  Function  von  x^,  x^,  Xj,  Xj,  xj,  xj,  die  im  All- 
gemeinen auch  die  Zeit  t selbst  enthält,  und  in  Bezug  auf  xj,  xj,  Xj 
eine  ganze  Function  vierten  Grades  ist.  Sind  im  Besondem  aber 
Xj,  Xj,  Xj  uod  2\  frei  von  t,  so  tritt  die  Zeit  auch  in  den 
Werthen  von  A,  Aj  und  N explieite  nicht  auf. 

Die  relative  Geschwindigkeit  des  Punktes  gegen  das  Axen- 
system,  oder  also  gegen  seine  starre  Unterlage  hat  die  Grüsse 

w~yx'*+  xj*+  xj*, 
und  ist  in  Folge  der  Gleichungen: 

XjV'x,  + xjgp'Xj  + xjqp'xj  = 0 
x,g)jx,  + xjqojxj  + x^jgjjxj  = 0, 
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die  sich  durch  einmalige  Differentiation  aus  den  Bedingungs- 
gleichnngen  (3)  ergeben,  stets  tangential  zur  Unterlage  gerichtet. 

Wir  führen  nun  als  zweite  Hypothese  über  die  Reibung  die 
folgende  ein  (Gesetz  der  Reibung  wahrend  der  Bewegung): 

Solange  ir  > 0 bleibt,  hat  die  Reibung  stets  die  gerade  ent- 
gegengesetzte Richtung  dieser  relativen  Geschwindigkeit,  und  die 
Stärke: 

R = fN, 


wo  f,  der  Reibungscoefficient , eine  von  der  Rauhheit  der  Unterlage 
abhängige  positive  Constante  ist. 

Hiernach  besitzen,  solange  ir  > 0 bleibt,  die  Reibungscom- 
ponenten  die  Werthe; 


(9) 


«1  = 


in  denen  iV  durch  (8)  gegeben  ist.  Setzt  man  diese  Werthe  zu- 
gleich mit  den  vorher  gefundenen  Werthen  von  k und  in  die 
Gleichungen  (5)  ein,  so  verwandeln  sich  diese  Gleichungen  in 
drei  Differentialgleichungen  2.  0.  zwischen  r,  und  t,  von 

denen  in  Folge  der  Bestimmungsart  der  Multiplicatoren  die  Glei- 
chungen 

rfl  = ~d^  = 0 und  ,.»0,9,  = 0 


vier  particuläre  Integrale  sind.  Die  Integration  dieser  drei  Diffe- 
rentialgleichungen unter  Berücksichtigung  dieser  vorgeschriebenen 
vier  particulären  Integrale  bestimmt  diejenige  Bewegung,  die  der 
Punkt  auf  seiner  Unterlage  ausführt,  solange  seine  relative  Ge- 
schwindigkeit gegen  die  letztere  nicht  verschwindet. 

Als  dritte  Hypothese  über  die  Natur  der  Reibung  füge  ich 
weiter  die  Annahme  hinzu,  dass,  abgesehen  natürlich  von  solchen 
endlichen  Zeitintervallen,  in  denen  der  Punkt  etwa  in  relativer  Ruhe 
auf  seiner  Unterlage  bleiben  sollte,  die  so  erhaltenen  Differential- 
gleichungen (5)  überhaupt  immer  Gültigkeit  behalten. 

Sehen  wir  zu,  was  sich  aus  diesen  Hypothesen  über  das  Ver- 
halten des  Punktes  unmittelbar  nach  einem  solchen  Momente  t = 
folgern  lässt,  in  welchem  seine  relative  Geschwindigkeit  w gerade 
= 0 ist! 

In  einem  Momente  t„,  wo  w und  also  auch  x'^,  xj,  x,  ver- 
schwinden, wird  auch 

<P  _ 0 und  (Pj  = 0. 
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Anstatt  daher  die  augenblicklichen  Werthe  der  Multiplicatoren 
A und  Aj  unmittelbar  durch  die  Substitutionen  ==  Xj  = xj  = 0 
aus  den  früher  erhaltenen  allgemeinen  Werthen  von  A und  A,  ab- 
zuleiten, kann  man  dieselben  nach  (5),  (6),  (7)  auch  direct  ans 
den  beiden  Gleichungen  berechnen; 

(10)  |r/iqp'xi  + JT89)'x,  + = 0, 

worauf  dann  (8)  die  augenblickliche  Stärke  des  normalen  Wider- 
standes liefert. 

Nun  sind  zwei  und  nur  zwei  Fälle  möglich.  Enitoeder  werden 
im  Momente  t^  mit  dm  ersten  zu/jleich  auch  die  zweitm  Differential- 
quotienten der  Coordinaten  des  Punktes  = 0,  oder  diese  letzteren, 
die  nunmehr  geradezu  die  Componenten  der  augenblicklichen  rela- 
tiven Beschleunigung  des  Punktes  sind,  eerschu  inden  nicht  sämml- 
lieh.  Im  letzteren  Falle  bleibt  der  Punkt  sicher  nicht  in  relativer 
Ruhe  auf  seiner  Unterlage,  sondern  setzt  sich  auf  ihr  in  Be- 
Yvegung. 

Diesen  Fall  wollen  wir  zunächst  untersuchen,  und  nehmen 
also  an,  dass  für  t = nicht  auch 

= 0 Yverde. 

Nach  § I haben  dann  unmittelbar  nach  dem  Momente  1^  die 
Richtungs  Cosinus 

x{  xi  xj 
w ' w ' w 

der  relativen  Geschwindigkeit  ic  die  Werthe  erhalten: 

^ fi’. 

IC,  ’ iCj  ’ 10, 

Aus  (5)  und  (g)  ergeben  sich  daher  für  die  Werthe  von  x,",  xj’,  i,, 
mit  denen  der  Punkt  im  Momente  1^  auf  seiner  Unterlage  zu  gleiten 
beginnt,  die  Gleichungen: 

('0  0c,  + /W)£*'  = I72, 

(>v,  + fN)^^=^n,. 
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Nun  ist  «’j  fy  eine  wesentlich  positive  Grösse.  Durch  quadriren 
und  addiren  der  drei  Gleichungen  erhält  man  also  sofort: 

«q  + fN  = >//7f  -f 

Nach  unsrer  Voraussetzung  soll  aber  auch  ir,  selbst  >■  0 sein, 
also  verlangt  dieselbe  noth wendig: 

«q  = Vnf+fj]  +l7»  -fN>0. 

Wird  diese  Ungleichung  im  Momente  Iq  durch  die  Werthe,  welche 
die  Coordinaten  des  Punktes  in  diesem  Momente  besitzen,  wirklich 
erfüllt,  so  bestimmen  zugleich  die  Gleichungen  (i*)  die  Anfangs- 
werthe  von  x”,  zj’,  xj’  eindeutig  durch  diese  Coordinaten. 

Sooft  dagegen  im  Momente  lg 

J S.  VW+nl  + Iil  - fx  < 0 

ist,  war  unsere  Voraussetzung  falsch,  und  mit  der  relativen  Ge- 
schwindigkeit tv  des  Punktes  muss  noth  wendig  auch  seine  relative 
Beschleimigung  w^  in  diesem  Momente  verschwinden. 

Damit  ist  aber  noch  nicht  gesagt,  dass  der  Punkt  dann  auch 
nothwendig  stets  zu  relativer  Ruhe  auf  seiner  Unterlage  gelangen 
mü.sse.  Denn  es  bleibt  immerhin  noch  die  Möglichkeit,  dass  im 
Momente /g  für  irgend  ein  x>  1 die  1.,  2.,  ...  (x — iVten  Diffe- 
rentialquotienten der  Geschwindigkeitscomponenten  x,' , Xj , xj 
sämmtlich  verschwinden,  ohne  dass  doch  die  x-ten  Differential- 
quotienten alle  drei  gleichzeitig  = 0 werden. 

Nach  § I erhalten  dann  aber  unmittelbar  nach  dem  betrach- 
teten Momente  die  Brüche: 

J*+i) 

X," 

— die  Werthe  — , wo 

w ’ 

ans  (5)  und  (9)  ergeben  sich  daher  für  die  Werthe  der  (x  + l)-ten 
Differentialquotienten  der  Coordinaten  unmittelbar  nach  diesem 
Momente  die  Formeln: 

{12)  =n„ 

und  aus  diesen  wieder  folgt: 

fK^ynl  + iiirnl. 
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Dieser  Fall,  dass  in  einem  Momente  tg,  in  welchem  mit  der 
relativen  Geschwindigkeit  zugleich  auch  die  relative  Beschleu- 
nigung des  Punktes  verschwindet,  der  Punkt  doch  nicht  wirklich 
zur  relativer  Ruhe  gelangt,  kann  demnach  nur  eintreten,  wenn 
augenblicklich  auch  die  Differenz  ^ verschwindet. 

Unsere  bisherigen  drei  Hypothesen  führen  uns  also  zu  dem 
Resultate : 

A.  Es  sei  J diejenige  Function  von  x^,  x^,  Xg  und  t,  die 
man  aus  der  Formel: 

(13)  Vnl  + + nl  - fN 

erhält,  nachdem  man  aus  den  Werthen  (4)  und  (8)  von  77j,  JTj,  J7, 
und  N die  Multiplicatoren  il  und  k^  mittelst  der  Gleichungen  (10) 
eliminirt  hat,  und  der  Werth,  den  diese  Function  in  einem 
solchen  Momente  t = (g  besitzt,  in  welchem  die  relative  Geschwin- 
digkeit w des  Punktes  gegen  seine  Unterlage  gerade  = 0 ist. 
Soll  dann  nicht  zugleich  auch  die  relative  Beschleunigung  u\  des 
Punktes  verschwinden,  so  muss  nothwendig: 

sein.  Dagegen  kommt  der  Punkt  auf  seiner  Unterlage  sicher 
zu  relativer  Ruhe,  so  oft 

^g<0 

ist.  Im  Grenzfalle  endlich: 

Jg^O 

kann  je  nach  Umständen  sowohl  relative  Ruhe  als  auch  relative 
Bewegung  eintreten. 

ln  dem  besonderen  Falle  ferner,  wo  die  Differenz  jd,  sei  es 
nun  für  jedes  x^,  Xg,  Xg,  oder  auch  nur  für  die  bestimmten 
Werthe,  welche  diese  Coordinaten  im  betrachteten  Momente 
besitzen,  frei  von  l ist,  (also  vorausgesetzt,  dass  auch  die  gegebene 
bewegende  Kraft  des  Punktes  nur  von  r,,  Tj,  Xg  abhängt,  z.  B. 
wenn  die  Unterlage  fest  ist,  oder  auch  nur  gleichförmig  um  eine 
feste  Axe  rotirt),  behält  dieselbe  bei  unverändertem  x^,  Xg,  r, 
dauernd  den  Werth  Jg,  den  sie  in  diesem  Momente  besass.  Daher 
bleibt  in  diesem  Palle  der  Punkt  beständig  in  relativer  Buhe, 
wenn  Jg  < 0,  und  ebenso  auch,  wenn  Jg  — 0 war.  Hängt 
dagegen  J auch  von  t selbst  ab,  so  können  wir  im  Palle  xig  <^0 
vorläufig  nur  behaupten,  dass  die  eingetretene  relative  Ruhe 
jedenfalls  so  lange  anhalten  wird,  als  bei  constantem  Xj,  Xj,  Xj 
und  wachsendem  t eben  J noch  ■<  0 bleibt. 
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Denn  unsre  bisherigen  Voraussetzungen  lehren  noch  nicht, 
dass  umgekehrt  im  Falle  .Jq  > 0 nothwendig  relative  Bewegung 
eintreten  muss,  oder,  was  auf  dasselbe  zurückkommt,  dass 
relative  Ruhe  immer  nur  im  Falle  eintreten  kann. 

Fügen  wir  nunmehr  aber  diese  Umkehrung  unsres  Resultates  A. 
als  vierte  und  letzte  Hypothese  hinzu,  so  vervollständigt  dieses 
sich  unmittelbar  zu  dem  Satze: 

B.  Ist  in  einem  Momente  t = tf^  die  relative  Geschwindigkeit 
w des  Punktes  gegen  seine  Unterlage  gerade  =0,  so  fängt 
der  Punkt  in  diesem  Momente  stets,  und  zwar  mit  einer  von 
Null  verschiedenen  relativen  Beschleunigung  u\  auf  seiner  Unter- 
lage zu  gleiten  an,  wenn  Q ist,  dagegen  bleibt  er  im  Falle 

Q < 0 sicher  dauernd  oder  doch  wenigstens  eine  Zeit  lang  auf 
ihr  in  relativer  Ruhe.  Nur  der  Grenzfall  = 0 erfordert  erst 
noch  eine  besondere  Untersuchung  darüber,  ob  das  eine  oder 
andere  eintritt. 

Dieser  Grenzfall  ist  aber  bereits  erledigt  worden,  sooft  er 
in  der  besonderen  Weise  auftritt,  dass  bei  constanten  Werthen 
der  Coordinaten  J beständig  Null  bleibt;  wir  sahen,  es  tritt  dann 
sicher  relative  Ruhe  ein.  Und  wenn  wir  von  dieser  Art  seines 
Eintretens  absehen,  so  lehrt  der  Satz  selbst: 

Im  GrenzfaUe  zdg  — 0 tritt  relative  Ruhe  oder  relative  Be- 
wegung ein,  je  nachdem  die  Differenz  zf,  nachdem  man  in  ihr 
den  Coordinaten  ajj,  x^,  x^  die  Werthe  gegeben  hat,  die  der  Lage 
des  Punktes  im  Momente  entsprechen,  während  t wachsend 
der  Werth  t^passirt,  durch  Null  ins  Negative  oder  aber  ins  Positive 
übergeht,  jenachdem  also  ihr  erster  für  t weht  verschwin- 
dender partieller  Differentialquotient  nach  der  Zeit  an  dieser 
Stelle  negativ  oder  positiv  wird. 

Man  sieht  nun  auch,  dass  die  den  Formeln  (12)  zu  Grande 
liegende  Voraussetzung  nur  dann  zutrifft,  wenn  im  Momente  t^ 
bei  constantem  x^,  x^,  x^  die  Differenz  2/  gerade  durch  Null  ins 
Positive  übergeht,  und  erkennt  zugleich  leicht,  wie  man  die  dort 
auftretende  ganze  Zahl  «,  oder  nach  § i,  wie  man  in  diesem 
Falle  den  ersten  füi'  t = t^  nicht  mehr  verschwindenden  Diffe- 
rentialquotienten der  relativen  Geschwindigkeit  tv  bestimmen 
kann. 

Hat  man  nämlich  I und  I,  und  damit  nach  (8)  auch  N 
aus  den  Gleichungen  (5)  und  (7)  bestimmt  und  hierauf  den 
Beibungscomponenten  die  Werthe  (9)  beigelegt,  so  gelten  die  so 
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erhaltenen  Gleichungen  (5)  — ich  will  sie  die  Gleichungen  (5') 
nennen  — nach  dem  vorhergehenden  und  nach  unsrer  dritten 
Hypothese  auch  dann  noch,  wenn  I einen  solchen  Werth  tj  paä- 
sirt,  für  den  w verschwindet  und  d bei  unverändertem  a"j,  r,, 
durch  Null  ins  Positive  übergeht. 

In  einem  solchen  Momente  verschwindet  nun  nach  A. 
nicht  bloss  die  relative  Geschwindigkeit  w selbst,  sondern  anch 
ihr  erster  Diflferentialquotient  u\ , und  es  frägt  sich  daher  zunächst, 
ob  der  zweite  Diflferentialquotient: 


ebenfalls  noch  verschwindet,  oder  nicht. 

Zu  dem  Ende  diflferentiire  ich  die  Gleichungen  (5')  und 
wende  die  erhaltenen  Gleichungen  dann  auf  den  Moment  tg  an. 
in  welchem  mit  rj,  rj,  a;j  zugleich  auch  x|',  x^,  xj’  verschwinden 

In  den  Gleichungen  (5')  sind  77,,  77,,  Ug,  N Functionen 
von  t,  X,,  X,,  X3,  xj,  xj,  xj,  die  für  xj  = xj  — xj  = O sich  auf 
die  in  (i  i),  (12),  (13)  auftretenden,  gleichbezeichneten  Functionen 
von  t,  X,,  X,,  X3  reduciren.  Im  Momente  tg  gehen  daher  die 
vollständigen  Diflferentialquotienten  von  77,,  77,,  77,,  N über  in 
die  partiellen  Diflferentialquotienten  der  letzteren  Functionen 
nach  /,  und  die  vollständigen  Ableitungen  der  Gleichungen  (5”) 
reduciren  sich  auf: 


X 


^ 

dt  dt  w 


di  IC  ’ 


(<■  = »,  ä.  J) 


Verschwindet  nun  augenblicklich  nicht  auch  m',,  so  ist  hierin 
nach  § I 


und  zugleich  nach  (12) 

(h) 


ff  = ?i_ 

IC  tc, 

*-■  = 7jv"2- 


Daher  erhält  man  alsdann  zugleich  auch: 


(15) 


fN 


und  kann  die  letzte  Gleichung  so  schreiben: 


(16) 


fN 


w,  + fN 


d x'i 
dt  w 


dt  'dt  fN 
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Ferner  geht  die  aus: 


hervorgehende  Relation; 


jLi  w' 


XV  dt  iv 

1 

im  angenommenen  Falle  für  ^ n*^ch  (15)  über  in: 

I 

und  daher  folgt  aus  den  3 Gleichungen  fi6); 

-L  >7/7*  = . 

fN^  ‘ ^ '\dt  ^ dt  fNJ 

I i 

Im  betrachteten  Momente  ist  endlich  aber  auch: 

j ~ Vn\  + n\  + n\  - = o , 

also  kann  man  die  letzte  Gleichung  so  schreiben; 

dn, 

w,  = 


dn, 
dt  Z"’  ^ 

»'X'ns  'dt' 


v'/if  + n\  + nl 


d.  h.  im  Momente  tg  wird: 


(•7) 


dJ 
dt  ' 


womit  nach  (14)  auch  die  augenblicklichen  Werthe  von  x'^\  a:j",  xj” 
eindeutig  bestimmt  sind. 

Nun  ist  für  / = 1^  nothwendig  > 0,  weil  ja  nach  Vor- 
aussetzung J bei  constantem  a"j,  Xj,  a;,  in  diesem  Momente  durch 
Null  ins  Positive  übergeht,  es  ergiebt  sich  also  das  sehr  einfache 
Resultat: 

Im  betrachteten  Momente  verschwindet  mit  w und  gleich- 
zeitig auch  oder  nicht,  jenachdem  augenblicklich: 

dJ 


dt 


= 0,  oder  > 0 ist. 
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In  letzterem  Falle  ist  die  Untersuchung  beendigt,  im  erst«n 
geht  man  ganz  so  weiter  und  findet,  dass  der  dritte  Differential- 
quotient 

dann  und  nur  dann  der  erste  ist,  der  für  I — fg  nicht  mehr  ver- 
schwindet, wenn  augenblicklich: 

^ = 0,  1^  = 0,  aber  > 0 

ist.  U.  s.  f.,  wobei  zugleich  die  Anfangswerthe  der  ersten  augen- 
blicklich nicht  mehr  sftmmtlich  verschwindenden  Differential- 
quotienten der  Coordinaten  sich  immer  eindeutig  bestimmen.  — 

Was  sagen  nun  aber  unsre  drei  letzten  Hypothesen  über 
die  Reibung  selbst  aus? 

Zunächst  geht  aus  der  Ableitung  unseres  Resultates  A.  ohne 
Weiteres  hervor,  dass  man  die  zweite  und  dritte  Hypothese  auch 
zusammenfassen  kann  in  die  Eine  (Gesetz  der  Reibung  während 
und  beim  Entstehen  der  Bewegung): 

I.  Sooft  der  Funkt  auf  seiner  Unterlage  ufirklich  gleitet  oder 
auch  nur  eben  erst  zu  gleiten  beginnt,  besitzt  die  Reibung  stets 
die  gerade  entgegengesetzte  Richtung  der  relativen  Geschwindigkeit, 
welche  der  Punkt  augenblicklieh  gegm  die  Unterlage  besitzt,  resp. 
augenblieklich  zu  erhalten  im  Begriff  steht,  und  die  Stärke  R — fS. 

Sollen  ferner  im  Momente  t = t^^  mit  x[,  x,,  Xg  zugleich 
auch  xj‘,  Xg,  Xg  = 0 werden,  so  müssen  nach  den  allgemeinen 
Gleichungen  (5)  in  diesem  Momente  die  Reibungscomponenten 
die  Werthe: 

= J7j,  Jf  j = 77j,  ~ ^si 

die  Reibung  selbst  also  die  Stärke: 

R = 

besitzen,  und  wegen  der  Bedingungen  (6 1 bestimmen  sich  hierin 
die  Multiplicatoren  A und  Aj  wiederum  aus  den  Gleichungen  (lol 
77j , 77g , 77j  und  N erhalten  also,  wenn  wir  sie  uns  bei  unbestimmtem 
t,  x^,  Xg,  Xg  berechnet  denken,  genau  dieselben  Werthe,  die  sie 
auch  in  der  Differenz  (13)  besitzen. 

Behielte  vom  Momente  tg  an  die  Reibung  diese  Stärke  und 
Richtung  bei,  so  würden  auch  xj',  xj’,  xj’  den  augenblicklichen 


Digilized  by  Google 


Gleitende  Reibung. 


255 


Werth  Null  beibehalten,  und  der  Punkt  also  von  diesem  Momente 
an  in  relativer  Ruhe  gegen  seine  Unterlage  bleiben. 

Wenn  wir  daher  der  bessern  Unterscheidung  wegen  noch 
Reibung  und  Normalwiderstand  im  Zustande  der  relativen  Ruhe 
durch  Ry  und  Nq  bezeichnen,  so  können  wir  schliesslich  unsem 
Satz  B.  selbst  also  aussprechen  (Gesetz  der  Reibung  in  Ruhe 
und  bei  entstehender  Bewegung); 

n.  Beeeichnet  Ry  die  Stärke,  welche  die  Reihung  besitem 
fnüsste,  um  den  Punkt  auf  seiner  Unterlage  in  relativer  Buhe  zu 
erhalten,  und  JVy  die  gleichzeitige  Stärke  des  Normalwiderstands 
der  Unterlage,  so  tritt  von  einem  solchen  Momente  t — t^  ab,  in 
welchen^  die  relative  Geschtoindigkeit  des  Punktes  gegen  seine 
Unterlage  gleich  Null  ist,  relative  Buhe  oder  relative  Bewegung 
des  Punktes  auf  dieser  ein,  jenachdeni  in  diesem  Momente  die 
Differenz; 

■d  = Bf,  — fNg  < 0 oder  > 0 ist, 

während  je  nach  Umständen  sowohl  das  eine  wie  das  andere  ein- 
treten  kann,  trenn  augenblicklich  auch  d gerade  — 0 ist. 

Und  da  nach  I.  im  Falle  des  Gleitens  die  Reibung  stets 
die  Stärke  R = fN  besitzt,  so  kann  man  noch  hinzufugen; 

in.  Die  Stärke  B der  irirklich  thätigen  Beihung  kann  in 
keinem  Momente  grösser  werden  als  das  Product  aus  dem  Beibungs- 
coefficienten  in  die  augenblickliche  Stärke  des  Normaheiderstands 
der  reibenden  Unterlage.  — 

Die  so  gewonnenen  Reibungsgesetze  legen  wir  nun  auch  in 
den  Fällen  zu  Grunde,  in  denen  der  materielle  Punkt,  der  Rei- 
bung erfährt,  nicht  mehr  einzeln  ist,  sondern  einem  System 
discreter  materieller  Punkte  angehört,  und  übertragen  dieselben 
schliesslich  unter  der  Voraussetzung,  dass  immer  nur  einpunktige 
Berührung  stattfindet,  auf  die  Bewegung  eines  starren  Körpers 
auf  rauher  Unterlage. 

Ich  habe  bei  ihrer  Wiedergabe  den  Umstand  ausser  Acht 
gelassen,  dass  den  Beobachtungen  zu  Folge  der  Reibungscoefficient  f 
einen  etwas  grösseren  Werth  f\  besitzt,  wenn  der  Punkt  sich 
auf  seiner  Unterlage  eben  erst  in  Bewegung  setzt,  als  wenn  er 
sich  bereits  auf  ihr  bewegt.  Dieses  Beobacbtungsresultat  hat 
aber  auf  die  angeführten  Gesetze  auch  uur  den  ganz  unwesent- 
lichen Einfluss,  dass,  um  ihm  Rechnung  zu  tragen,  in  den  Sätzen 
II.  und  III.  dem  Reibungscoefficienten  f derselbe  grössere  Werth  /) 
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beizulegeu  wäre,  den  man  auch  im  Satze  1.  für  den  Beginn  der 
Bewegung  anzuwenden  hätte.  Ich  werde  daher  diese  Unter- 
scheidung zwischen  der  statischen  und  der  dynamischen  Reibung 
auch  im  Folgenden  ausser  Acht  lassen. 

Will  man  die  Reibungsgesetze  nun  aber  übertragen  auf 
starre  Körper,  so  muss  man  sie  nothwendig  ein  wenig  modificiren. 
Denn  wenn  wir  von  dem  Falle  absehcn,  wo  der  Körper  mit 
einer  Spitze  auf  der  Unterlage  gleitet,  so  bleibt  der  Punkt,  mit 
dem  der  Körper  die  letztere  berührt,  der  Körperpunkt  also,  an 
welchem  die  Reibung  wirkt,  im  Allgemeinen  nicht  beständig  der- 
selbe Punkt  der  Körperoberfläche.  An  Stelle  der  beiden  ftüheren 
Gegensätze  von  relativer  Ruhe  und  relativer  Bewegung  treten 
daher  hier  die  beiden  Fragen,  ob  die  (sfets  tangentiale)  relatkc 
Geschwindigkeit  desjenigen  Punktes,  mit  dem  den  Körper  die  Unter- 
lage gerade  berührt,  grösser  als  Null  oder  gleich  Null  bleibt,  d.  h. 
dem  hergebrachten  Sprach  gebrauche  gemäss  ausgedrüekt,  ob  der 
Körper  auf  seiner  Unterlage  gleitet,  oder  ob  er,  ohne  zu  gleiten, 
auf  ihr  nur  rollt.  In  dem  besonderen  Falle,  wo  der  Berührungs- 
punkt (ohne  ein  singulärer  Punkt  der  Körperoberfläche  zu  sein) 
im  Körper  fest  bleibt,  reducirt  sich  die  relative  Bewegung  des 
Körpers  gegen  die  Unterlage  auf  eine  Drehung  lun  die  Berührungs- 
normale, deren  Fusspunkt  auf  der  Unterlage  gleitet  oder  auf  ihr 
in  Ruhe  bleibt. 

Für  den  Körper  auf  rauher  Unterlage  hat  man  hiernach  au 
Stelle  der  Sätze  I.  und  II.  die  beiden  folgenden  adoptirt,  die  ich 
wiederum  gleich  für  den  Fall  ausspreche,  wo  die  Unterlage 
nicht  ruht,  sondern  selbst  in  Bewegung  begriffen  ist: 

IV.  Solange  der  Körper  auf  seiner  Unterlage  gleitet  und 
ebenso  auch,  wenn  er  eben  nur  erst  zu  gleiten  beginnt,  wirkt  stets 
die  Keibting  an  demjenigen  Körperpunkte,  der  gerade  die  Unter- 
lage berührt,  der  relativen  Geschwindigkeit  direct  entgegen,  die 
dieser  Punkt  gerade  besitzt,  oder  doch  gerade  zu  erhalten  im  Be- 
griff steht,  und  mit  der  Stärke 

R-fN, 

wo  N die  absolute  Stärke  des  augenblicklichen  Normalwiderstands 
der  Unterlage  gegen  den  Körper,  und  der  Reibungscoefficient  /'V 
eine  positive  Constante  ist. 

i)  (solange  wenigtens  jede  der  beiden  sich  berührenden  Flächeo 
überall  denselben  Grad  von  Rauhigkeit  besitzt.) 
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V.  Es  sei  Rq  die  Stärke,  welche  die  Reibung  besitzen  müsste, 
um  den  Körper  im  Rollen  zu  erhalten,  und  die  gleichzeitige 
Stärke,  des  Normahciderstatids.  Von  einem  Augenblick  t •=  to  an, 
in  welchem  die  relative  Geschwindigkeit  ir  des  gerade  bcrührendeti 
Körperpunktes  gegen  die  Unterlage  Null  ist,  bleibt  dann  diese  Ge- 
schwindigkeit Null  oder  wird  positiv,  tritt  also  Rollen  oder  Gleiten 
ein,  je  nachdem  in  diesem  Momente  die  Differenz: 

J = Rg  — fN„  < 0 oder  > 0 ist, 

während,  trenn  dieselbe  augenblicklich  ebenfalls  verschwindet,  je 
nach  Umständen  ebensowohl  Rollen  als  auch  Gleiten  eintreten  kann. 

§ 3- 

Eiifacties  Pendel,  dessen  AnfhMn^nngspnnkt  snf  Tester  raoher  t'nrve 

gleitet. 

Während  ohne  Reibung  die  Aufstellung  der  DifiFerential- 
gleichnngen  der  Bewegung,  die  Bestimmung  der  Drucke  u.  s.  w. 
für  Systeme  discreter  materieller  Punkte  weit  weniger  Umstände 
macht  als  für  eontinuirliche  Körper,  verhält  cs  sich  eigenthüm- 
licher  Weise  gerade  umgekehrt,  wenn  Reibung  zu  berücksichtigen 
ist.  Dann  werden  meiner  Erfahrung  nach  die  ersteren  viel  schwie- 
riger zu  behandeln  als  die  letzteren,  was  möglicher  Weise  aller- 
dings davon  herrühren  mag,  dass  ich  bei  ihnen  noch  nicht  auf 
die  richtige  Lösungsmethode  gekommen  bin.  Das  Beispiel,  zu 
dem  ich  jetzt  übergehe,  ist  das  einzige,  oder  wenigstens  das  ein- 
zige von  einigennaassen  grösserem  Interesse,  in  welchem  es  mir 
gelungen  ist,  die  Untersuchung  so  weit  zu  führen,  als  ich  wünschte, 
und  selbst  bei  ihm  wird  man  durch  Vergleichung  mit  der  späte- 
ren Behandlung  der  ebenen  und  der  räumlichen  Bewegung  eines 
Körpers  auf  rauher  Unterlage  leicht  erkennen,  dass  die  Discussion 
doch  noch  nicht  ganz  so  befriedigend  ist,  wie  dort. 

Es  handelt  sich  in  diesem  § um  die  Bew'egung  zweier 
schweren  Punkte  von  den  Massen  m und  w,  in  einer  Vertical- 
ebene  unter  den  Voraussetzungen,  dass  beide  Punkte  durch  eine 
starre,  raassenlose  Gerade  verbunden  sind,  und  dass  überdies  der 
erste  gezwungen  ist,  auf  einer  festen  Curve  vom  Reibungscoefli- 
cienten  f zu  bleiben. 

Ich  nehme  die  Verticalebene,  auf  welche  die  Bewegung  be- 
schränkt sein  soU,  zur  Ebene,  lasse  die  +^-Axe  vertical 
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nach  unten  gehen  und  nenne  x,  y und  x^,  die  Coordinaten 
der  beiden  Punkte.  Die  feste  Curve,  welche  dem  Punkte  m vor- 
geschriehen  ist,  sei  gegeben  durch  ihre  Gleichungen  in  einem 
willkürlichen  Parameter  qi 

(0  X ==x{q),  y = y{q), 

und  die  starre  Verbindung  der  beiden  Punkte  werde  durch  die 
beiden  Gleichungen  wiedergegeben: 

(2)  x^  — X — I cos  0,  i/j  — 1/  = / sin  0, 

sodass  q und  0 die  beiden  unabhängigen  Bestimmungsstücke  des 
betrachteten  Punktsystems  werden. 

Führt  man  noch  durch  die  Gleichungen: 

dx  dy 

- - = nr  cos  <p,  = S sin  qp, 

1 --/(S’+l)’ 

den  Winkel  g>  ein,  den  die  Tangente  der  festen  Curve  mit  der 
x-Axe  bildet,  so  ergiebt  die  Differentiation  der  Gleichungen  (1) 
nach  der  Zeit  t: 

(4)  x' Vf  q' cos  g>,  y' = Tlfq' sia  <p, 

und  damit  für  die  absolute  Geschwindigkeit 

V — y*'*  + y'* 

des  Punktes  m den  Werth: 

(5)  u = tjOrg',  e,  = ± 1,  f,«'>  0. 

Nach  (4)  und  (2)  unterliegen  die  Geschwindigkeiten  der  beiden 
Punkte  den  beiden  Bedingungen: 

a; ' sin  qp  — y'  cos  qp  = 0 , 

(x'  — x’)  cos  0 + {y\  — y')  sin  0 = 0, 


deren  Differentiation  nach  / für  die  Beschleunigungen  von  m und 
Wj  die  beiden  Bedingungen  liefert: 


I x"sinqp  — i/"cosqp  + = 0, 

1 (a'j"  — x")  cos  0 + (ly,"  — y")  sin  0 + 10'*  = O. 


Die  Reibung  ferner,  die  der  Punkt  m von  der  festen  Curve  er- 
fährt, wirkt  stets  längs  der  Tangente  dieser  Curve;  bezeichnet 
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man  also  die  positive  oder  negative  Stärke  der  Reibung  durch 
H,  so  haben  ihre  Componenten  Rx  und  Ry  die  Werthe: 

(7)  Rx  = — R cos  q),  Ry  = — Rsing), 

wo  das  — Zeichen  nur  der  Bequemlichkeit  halber  eingeführt 
worden  ist. 

Wegen  der  Bedingungsgleichungen  (6)  werden  daher  in  den 
rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y und  a"j,  der  beiden  Punkte  die 
Differentialgleichungen  ihrer  Bewegung: 

(8)  j ~ — cos  <p  + >l  sin  <p  — fl  cos  0, 

( my"  — — Rsintp  — X cos  q>  — ft  sin  0 -|-  mg, 

Wj«"  = ft  cos  0, 
m^y"  = ftsin  0 + »qjf. 

Substituirt  man  die  hieraus  folgenden  Werthe  der  Beschleunigun- 
gen in  die  Bediugungsgleichungen  (6),  und  setzt: 

(io)  S — (pZZip, 


sodass  Tfj  der  Winkel  wird,  den  die  Gerade  mm,  oder  die  Pendel- 
stange mit  der  Tangente  der  festen  Curve  bildet,  so  erhält  man 
für  die  Multiplicatoren  X und  ft  die  beiden  Gleichungen: 


(«0 


A -p  ft  sin  = »I  ^g  cos  qo  — ET  ^ q , 
R cos  ij;  + A sin -f  ft  ^1  + 


Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  unseres  Pendels  in 
seinen  unabhängigen  Bestimmungsstücken  q und  0 gewinnt  man 
rascher  als  durch  Anwendung  der  LAORANOE’schen  Differential- 
gleichungen, indem  man  direct  die  aus  (4)  und  (2)  folgenden 
Werthe  der  Beschleunigungen,  ausgedrückt  in  den  Variabein  q, 
& und  deren  Differentialquotienten,  in  die  Gleichungen  (8)  und  (9) 
substituirt,  und  dann  einmal  die  beiden  Gleichungen  von  (8)  und 

(9)  mit 

cos  q>  und  sin  q> 


multiplicirt  und  hierauf  alle  4 Gleichungen  addirt,  das  andere 
Mal  die  Gleichungen  (9)  allein  mit 
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III, 


und 


cos  0 

III, 
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multiplicirt  und  wiederum  addirt.  Hierdurch  ergeben  sich  sofort 
die  beiden  von  l und  ji  freien  Gleichungen; 


(12) 


(tn  + »Wj)  (^q"  + ^ q'*'j  — wij/  (©"  sin  ip  + 8'*  cos  if;) 

= — Ä 4-  (ot  + »»i) p sin  9, 

— sin  ^ar q"  "l"  “I"  ® 9 * ^ “ //  <^os  6. 


Auf  dieselbe  Weise  folgt  noch,  wenn  man  nur  die  beiden  Glei- 
chungen (8)  mit  cos  q>  und  sin  q>  multiplicirt  und  addirt,  die 
Gleichung: 

(13)  Dl  (^iSq"  -f  q'^j  = — 7f  — fl  cos  1/^  + niff  sin  9, 

die  uns  später  nützlich  sein  wird. 

Um  aber  die  Differentialgleichungen  zu  haben,  welche  g und 
Ö als  Functionen  der  Zeit  ( definiren,  müssen  wir  in  den  Glei- 
chungen (12)  erst  noch  den  Werth  von  Jf  bestimmen. 

Nach  (8)  hat  nun  der  absolute  Normal  widerstand  der  festen 
Curve  den  Werth: 

£j  — ± 1,  fjA  > 0, 

und  nach  (4)  und  (5)  sind  die  Richtungscosinus  der  Geschwindig- 
keit von  m: 

^ = £,  cosip,  ^-  = f,  sinip,  £j  = ± 1,  £j^' > O. 


Solange  diese  Geschu-indigkeit  oder  q'  nieht  verschwindet,  wirkt 
nach  dem  Satze  T die  Reibung  mit  der  Stärke  fX  dieser  Ge- 
schwindigkeit direct  entgegen.  Nach  den  Werthen  (7)  der  Rei- 
bungscomponenten  ist  daher  ebensolange 

R = fNe^  = 

worin  £j£j  = ± 1 und  e^l^Xq' ^ 0 sein  muss.  Setzt  man  als« 
£j  £2  .:=  £ , so  erhält  man  einfach : 

(14)  R = tfX 

mit  £ = ± 1 und  der  Bedingung  eXq'  > 0. 

Hierdurch  wird  die  zweite  Gleichung  (11): 

A (sin  y\>  ef  cos  ifi)  -j-  fi  ^1  + = — ml 

und  man  erhält  daher  aus  den  beiden  Gleichungen  (i  i): 
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I)  1 = «I j (l  + (g coBcp  - + le'^- sin t j ^ 

(15)  = — «i|(sini/i  + efcos  i/i)(^cosqp  — c3 

I)  ~~  + cos*  1p  — {/■  cos  -if)  sin  1/;, 

womit  nach  (14)  bis  auf  das  Zeichen  s auch  iJ  eindeutig  be- 
stimmt ist. 

Deutet  man  aber  durch  den  untern  Index  o die  Substitution 
< = 0 an,  so  ist  dies  Zeichen  aus  der  Bedingung  zu  bestimmen,  dass 
für  die  gegebenen  Anfangswerthe  von  q,  ®,  q' , 

(16)  s^o'?ö>0 

werden  muss.  Bestimmt  diese  Forderung  wirklich  das  Zeichen  e, 
so  gelten  mit  diesem  Zeichen  und  dem  damit  vollständig  be- 
stimmten Werthe  (14)  von  I{  die  Gleichungen  (12)  für  die  Be- 
wegung unsres  Pendels,  solange  q'  das  Zeichen  seines  gegebenen 
Anfangswerthes  g'  bewahrt. 

Nach  (15)  hat  nun  A die  Form: 

A = — 
a-ep, 

m , o „ , 

a = \-  cos“  ip,  p = f cos  ip  sm  ip. 

m. 

Damit  also  die  Forderung 

ei.q'  > 0 oder  > 0 


das  Zeichen  e wirklich  bestimme,  muss 


a + ß a — 


--j  <C  0,  also  a*  > jS*,  oder: 


^+cos'i|i 

^ = F (ip) 

cosi/ismi/i 

gesetzt: 

(18)  (F(ip)f>r 

sein.  Die  Werthe  von  ip  aber,  für  welche  die  Function  F(ip) 
einen  grössten  oder  kleinsten  Werth  erreicht,  bestimmen  sich  aus 
der  Gleichung: 

IL-(i  + ^)oob^,P 

^ =0, 

cos’  Ip  sm’  Ip 
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und  diese  ergibt: 


m. 


1 + 


COS*  ^ = — 

^ . :!iw  ' 


SUl  ^ = 


1 + 


•m’ 


wodurch : 


r-{f) 


.(i 


C08  fp  sin  ip  ’ 

also  positiv  oder  negativ  wird,  jenachdem 


mam  das  Product 
cos  sin  tfj  > 0 oder  < 0 nimmt.  Für  die  durch  die  beiden  vor- 
hergehenden Gleichungen  bestimmten  Werthe  von  ijj  erreicht  hier- 
nach F(^)  ein  positives  Minimum  und  ein  gleich  grosses  nega- 
tives Maximum.  Diese  Werthe  machen  folglich  das  Quadrat  der 
Function  zu  einem  Minimum,  und  der  kleinste  Werth,  den  das- 
selt)e  anzunehmen  vermag,  ist: 

Damit  also  die  Bedingung  ( 1 8)  für  jedes  tp  erfüllt  werde,  muss; 


sein.  Genügt  der  Reibungscoefficient  dieser  Ungleichung,  so  be- 
stimmt die  Bedingung  (i6)  für  jeden  gegebenen  Anfangszustand 
9oi  ®0'  3o>  (''^obei  nur  g'„  0 sein  darf)  das  Zeichen  i und 

damit  auch  die  Bewegung  des  Pendels,  solange  bei  derselben  g 
nicht  verschwindet. 

Wenn  dagegen: 

ist,  so  gilt  dies  nur  für  solche  Anfangswerthe  von  ij;,  die  der 
Voraussetzung  (i8)  entsprechen.  Man  kann  dann  aber  diesen  An- 
fangswerth immer  auch  so  wählen,  dass  Og  < ßl  wird,  und  dann 
erhält 

* ‘“o  — ßo 

für  f = -f  1 , wie  für  £ = — 1 das  Zeichen  von 

_ 

'ßo  ■ 

Sooft  dann  also: 

-f  “ < 0 

ßo 
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ist,  wird  der  Bedingung  (i6)  genügt  sowohl  durch  r = + 1,  als 
auch  durch  * = — 1 ; im  Falle 


Pc 


dagegen  lässt  diese  Bedingung  sich  üherhaupt  gar  nicht  mehr 
erfüllen. 

Nun  hängt,  wie  der  Vergleich  von  (14)  und  (15)  zeigt,  der 


Bruch  ~ nur  von  <j,  0,  9'*  und  0'*  ah,  und  nimmt  daher  für 


3 = 3o.  ® = ®oi  3'  = 3Ö,  &' 


®o 


denselben  Werth  an,  wie  für: 


3 = 3o.  ö = @0.  3'  3o.  0'  = ± 001 


y Q 

sodass  der  Bruch  — 

P 


für  das  eine  System  von  Anfangswerthen 


den  gerade  entgegengesetzten  Werth  erhält,  wie  für  das  andere. 
Von  diesen  beiden  (oder  eigentlich  drei)  Systemen  von  Anfangs- 
werthen, die  bei  derselben  Anfangslage  der  beiden  Punkte  und 
demselben  absoluten  Anfangswerthe  der  Winkelgeschwindigkeit  0' 
gleichen  und  entgegengesetzten  Anfangsgeschwindigkeiten  des  Auf- 
hängungspunktes m entsprechen,  lässt  daher  das  Gesetz  der  Rei- 
bung während  der  Bewegung  nur  dasjenige  zu,  für  welches 


<0 

Pc 


ist,  und  ihm  gehören  zwei  verschiedene  mögliche  Bewegungen 
(e  = + 1 und  f = — 1)  des  Punktsystems  zu,  während  es  das 
andere  als  dynamisch  unmöglich  erklären  muss.  — 


Fassen  wir  aber  nunmehr  einen  solchen  Moment  t = ins 
Auge,  in  welchem  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  m,  also  q'  = 0 
ist,  wobei  es  ganz  dahingestellt  bleibe,  oh  die  Voraussetzung  (19) 
erfüllt  ist,  oder  nicht! 

Soll  dann  gleichzeitig  auch  seine  Besrlileiinigung,  also  x"  = y" 
= q"  = 0 werden,  so  muss  der  zweiten  Gleichung  (12)  zu  Folge 
in  diesem  Momente: 

(20)  l&"  = geoa  0 

werden,  und  nach  (13)  und  der  ersten  Gleichung  ( 1 1 ) müssen  die 
augenhlickhchen  Werthe  Bq,  Aj,  von  E,  A,  p den  beiden 
Gleichungen  genügen: 
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A.  Mayer: 


J?o  = w (/  sin  <p  — cos  tfi , 

^0  ~ "‘ff  V — f*o  ®'” 

Zugleich  reducirt  sich  die  zweite  Bedingungsgleichung  (6)  im  be- 
trachteten Momente  auf; 

X'j  cos  0 + 2/”  sin  0 = — 10'* 
und  liefert  also  nach  (9) 

go  = — »ii(«7Sin  0 + 10'*). 

Suhstituirt  man  diesen  Werth,  so  erhält  man  als  augenblickliche 
Werthe  von  li  und  k-, 

(Hq  = »«(/  sin  93  + »«1  {(f  sin  0 + 1 ©'*)  cos  ifj, 
iß  = niff  cos  93  -|-  »ij  (fl'  sin  0 -f  1 0 ' *)  sin  , 

und  damit  zugleich  — [Ag]  als  augenblickliche  Stärke  des  Nor- 
malwiderstandes. 

Nach  Satz  III  kann  aber  die  Reihung  niemals  >•  fN  werden. 
Unsre  Annahme,  dass  mit  q'  zugleich  q"  = 0 werde,  erheischt 
also  nothwendig,  dass  im  Moment  t = 

(22) 

sei,  und  nach  Satz  II  kommt  überdies  der  Punkt  m in  diesem 
Momente  sicher  zur  Ruhe,  sooft  augenblicklich  J < 0 ist.  Es 
behält  dann  tp  unverändert  denselben  Werth  bei,  den  es  im  Mo- 
mente Ifl  besass,  während  0 der  Gleichung  (20)  gemäss  sich  mit 
der  Zeit  ändert.  Die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  schwingt 
also  Yvie  ein  einfaches  Pendel  um  den  ruhenden  Punkt  m,  und 
diese  Bewegungsart  des  Systems  dauert  an,  solange  die  Differenz 
/i  bei  dieser  Bewegung  nicht  aus  dem  Negativen  durch  0 ins 
Positive  übergegangen  ist. 

War  dagegen  im  Momente  lg  die  Differenz  z/  > 0,  so  können 
augenblicklich  Reibung  und  Normalwiderstand  nicht  die  aus  der 
Voraussetzung  9"=  0 berechneten  Stärken  | jBq  ■ 1 ^0  i besitzen, 

und  daher  muss  in  diesem  Momente  eben  nothwendig  q"  eerscJiiedai 
von  0 sein,  oder  m sich  auf  seiner  festen  Curve  in  Bewegung  setzen. 
Für  1 = lg  wird  nun  9'  = 0 und  daher  nach  (4) 

x"=®9"co8  93  , </"  = 0 9"sin  93, 

der  Punkt  m erhält  also  augenblicklich  eine  Beschleunigung  von 
der  Stärke: 

»’i  = ya-"*-f  fl"*==  £i®9",  £i=  + l,  £i9">0, 
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und  von  der  Richtung: 

COS9,  |-=«isin9>. 

Nach  dem  Satze  I besitzt  überdies  die  Reibung  augenblicklich 
die  gerade  entgegengesetze  Richtung  imd  wieder  die  Stärke  fN. 
Genau  ebenso  wie  bei  der  Ableitung  der  Formel  (14)  erkennt 
man  hieraus,  dass  auch  im  Momente  wieder 

Tt  = sf\,  £ = ± 1 

zu  nehmen  ist,  nur  dass  £ jetzt  das  Zeichen  von  Aj”  erhalten 
muss.  Es  gelten  nunmehr  also  alle  Gleichungen  (8)  bis  (15) 
unverändert  auch  für  t — to,  Bur  hat  man  überall  q'=0  zu  setzen. 
Nach  (14)  reducirt  sich  hierdmch  die  Gleichung  (13)  auf: 

(23)  »n  ciTf/"  = sin  qp  — ft  cos  1/1  — cfk 

und  zugleich  wird  nach  ( 1 5) 

Di.  = »n{(l  + ^^ffcosqp  + t©'*sini/i|, 

Dft  = — »» { (sin  ijj  + £/'cos  4>)  <j  cos  <p  + ? 0'  * ) . 

Unter  Benutzung  des  Werthes  (15)  von  T)  und  der  Werthe  (21) 
von  Hg  und  ergiebt  sich  hieraus: 

Dk  “ ^ (^0  + ’P  ßö®  ®)i 

T){mg  sin  qp  — fl  cos  1/1)  — /ZU  = ^ (Zi’q  + cos  cos  0) , 
und  damit: 

tD{mg  sin  qp  — fl  cos  — sfk)  = (rZ?,  — fk^ . 

Hiernach  folgt  aus  (23): 

JßvStkq"  = — 2 (Aj  + m^g  cos  cos  0)  (e  Z?o  — /"Aq), 

und  die  Bedingung  tkq"  > 0 verlangt  somit: 

(Ap  + »»j  g cos  ifi  cos  0)  ( £ ZZfl  — fk^  > 0 . 

Nach  Voraussetzung  ist  aber  augenblicklich  .iZ  > 0,  oder 
[^0]  > /"[Ao],  also  besitzt  £Z?q — /"Ap  dasselbe  Zeichen  wie  £Z?p, 
und  £ muss  einfach  das  Zeichen  des  Productes  erhalten: 

(Ap  + »ij£f  cos  tp  cos  0)Z/p  = (m,qf  cosqp  + »ij(9sinqp  + /0'*sini/i))Z?p. 

Damit  ist  (wenn  man  von  dem  ganz  besonderen  Ausnahmefalle 
absieht,  wo  Z)  oder  A im  Momente  ip  gerade  verschwinden  sollte). 
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A.  Mavkb: 


sowohl  e,  als  auch  der  Anfangswerth  von  q"  eindeutig  bestimmt, 
und  letzterer  in  der  That  nicht  Null.  Mit  dem  so  bestimmten 
Zeichen  von  c im  Werthe  (14)  von  H gelten  jetzt  also  für 
die  Bewegung  des  Pendels  vom  Momente  tg  an  wieder  die 
Gleichungen  (12). 

Ist  endlich  im  Momente  l„  die  Differenz  J gerade  = 0,  so 
wird  man  mit  Hülfe  der  Gleichung  (20)  den  momentanen  Werth 

von  bei  constantem  q>  berechnen.  Findet  sich  derselbe  < 0, 

so  geht  J eben  durch  Null  ins  Negative  über  und  es  tritt  daher 
Kühe  des  Aufhängungspunktes  »n  ein.  Dagegen  setzt  sich  w 
nothwendig  in  Bewegung,  wenn  jener  Werth  > 0 ist.  Endlich, 
wenn  auch  er  wiederum  = 0 sein  sollte,  so  würde  man  mit  Hülfe 
der  Gleichimg  (20)  das  Zeichen  des  2.,  resp.  des  3.,  u.  s.  w. 
Differentialquotienten  von  d hei  unverändertem  <p  im  Momente 
zu  untersuchen  haben. 

Streng  genommen  ist  hiermit  allerdings  dieser  GrenzfaU, 
wo  q’  und  J gleichzeitig  verschwinden,  noch  nicht  vollständig 
erledigt.  Doch  will  ich  mich  bei  diesem  Beispiele  nicht  länger 
aufhalten,  einmal,  imi  nii^ht  all  zu  oft  ganz  ähnliche  Betrachtungen 
wiederholen  zu  müssen,  dann  aber  auch  namentlich  deshalb, 
weil  bei  den  weiterhin  betrachteten  Bewegungen  alle  Verhältnisse 
noch  ungleich  klarer  und  schärfer  zu  Tage  treten,  als  hier. 

8 4. 

Ebene  Bewegung  einer  Scheibe  (oder  eines  Reifens)  auf  fester 
ranher  Cnrve. 

Eine  Scheibe  bewege  sich  frei  in  ihrer  Ebene,  sodass  also 
sowohl  ihre  bewegenden  Kräfte  als  auch  ihre  Anfangsgeschwindig- 
keiten sämmtlich  in  der  Scheibenebene  liegen.  Ich  führe  in  dieser 
Ebene  zwei  gleichsinnige  rechtwinklige  Axensysteme  ein,  das  eine 
Sl^tj  unbeweglich,  das  andere  8xy,  in  der  Scheibe  selbst  fest, 
habe  ihren  Schwerpunkt  S zum  Anfangspunkt.  Zur  Zeit  t besitze 
S die  Coordinaten  a und  ß,  und  die  + x-Axe  bilde  mit  der 
|-Axe  den  im  positiven  Sinne  gezählten  Winkel  ß.  Zwischen 
den  Coordinaten  |,  tj  und  x,y  eines  und  desselben  Punktes  in 
beiden  Axensystemen  bestehen  dann  in  diesem  Momente  die 
Relationen: 

, . ( I = <z  + 2:  cos  0 — V sin  0, 

(i) 

( r;  = ^ + a:  sin  0 + 1/  cos  0, 
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und  aQ£  diesen  ergeben  sich,  wenn  man  alles  auf  den  Moment  t 
und  zugleich  immer,  solange  nicht  das  Gegentheil  ausdrücklich 
bemerkt  wird , auf  die  in  der  Scheibe  festen  Axen  x,  y bezieht, 
durch  Differentiation  nach  ! für  die  Componenten  der  Geschwindig- 
keit eines  Punktes  |,  tj  oder  x,  y,  der  sich  beliebig  in  der  Scheihen- 
ebene  bewegt,  die  Werthe: 

cos  8 -f  sin  ® = a;'  -f-  r, , 

— I'  sin  8 -f  »('  cos  8 = y'  -f  fy  , 


(^) 


worin,  unter  die  Gomponentcn  der  Geschwindigkeit  des 

Scheibenschwerpunktes  S verstanden: 


(3) 


'x  = «X — y 'V 


die  Componenten  der  Geschwindigkeit  v sind,  welche  derselbe 
Punkt  besitzen  würde,  wenn  er  mit  den  Axen  x,y  fest  ver- 
bunden wäre. 

Nennt  man  endlich  N die  Masse  der  Scheibe,  3/A*  ihr 
Trägheitsmoment  tun  den  Schwerpunkt,  und,  nach  Reduction  aller 
gegebenen  bewegenden  Kräfte  der  Scheibe  auf  eine  an  ihrem 
Schwerpunkt  angreifende  Einzelkraft  und  auf  eine  Koppel,  P^,  P^ 
die  Componenten  dieser  Einzelkraft  und  K das  Moment  der 
Koppel,  so  werden  bei  Zugrundelegung  der  5 Variabein  ct,  ß,  u^,  8 

die  Differentialgleichungen  der  freien  ebenen  Bewegung  der  Scheibe: 

(4)  a = cos  8 — sin  8,  ß'  = sin  8 -f-  cos  8, 


(5) 


- «,8')  = p^,  3/(«;  + «X«')  = p,, 

I 3/A*  8"  = K.  — 


Dies  vorausgeschickt  soll  nun  die  Bewegung  unserer  Scheibe 
imter  der  Festsetzung  untersucht  werden,  dass  sie  nicht  mehr 
fest,  sondern  gezwungen  sei,  in  der  |7j-Ebene  auf  einer  festen 
rauhen  Curve  zu  bleiben,  die  sie  aber  immer  nur  einpunktig 
berühre. 

Diese  feste  Ciu've  sei  in  Bezug  auf  das  unbewegliche  Axen- 
system  gegeben  durch  die  Gleichung: 

W v)  = 0, 

während  im  Axensystem  Sxy  die  Randcurvc  der  Scheibe  die 
Gleichung  besitze: 

(7j  F{x,y)^0-, 
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A.  Mayeb; 


und  zwar  seien  beide  Gleichungen  in  einer  solchen  Form  zu 
Grunde  gelegt,  dass  die  Ungleichungen; 

> 0 und  F'  > 0 


die  einander  zugekehrten  äusseren  Seiten  der  beiden  Curven 
charakterisiren. 

Die  innere  Normale  des  Punktes  T,  y der  Randcurve  F be- 
sitzt dann  die  Ricbtungscosinus: 


(8) 


l — — rF'x,  m = — rFy,  r 


1 

V^'x}*  + (Fyr ' 


während  in  Bezug  auf  die  Axen  tj  die  Sichtungscosinus  der 
äussern  Normale  des  Punktes  y der  festen  Curve  sind; 


_ 1 


Im  Berührungspunkte  fallen  beide  Normalen  zusammen.  Dm-ch 
Gleichsetzung  ihrer  Richtungscosinus  gegen  die  Axen  jj  er- 
geben sich  daher  zwischen  den  Coordinaten  y und  x,  y des 
Berührungspunktes  die  beiden  Gleichungen; 


C9) 


1 (P'l  = — A (F'x  • cos  0 — F'y  ■ sin  0), 
[0'  rj  = — k (F'x  • sin  0 + F'y  cos  0), 


in  denen  der  Proportionalitätsfactor  A >■  0 sein  muss.  Macht 
man  in  diesen  Gleichungen  die  Substitutionen  (i)  und  fügt  die 
Gleichung  (7)  hinzu,  so  erhält  man  3 Gleichungen  zur  Be- 
stimmung der  X,  y - Coordinaten  des  Berührungspunktes  und  der 
positiven  Unbekannten  k als  Functionen  der  Variabein  a,  ß,  0. 
Die,  Auflösung  dieser  3 Gleichungen  möge  ergeben; 

(10)  x = x(a,ß,B),  y = y(a,ß,e),  k=J(a,ß,S). 


Die  Substitution  der  so  erhaltenen  Werthe  von  x und  y in  die 
Formeln  (i)  liefert  dann  sofort,  auch  für  die  |,  jj- Coordinaten 
des  Berührungspunktes  Werthe  von  der  Form; 

(10')  | = |(tt,  (3,  0),  y-^y(tt,ß,e), 

und  indem  man  schliesslich  die  letzteren  Werthe  in  die 
Gleichung  (6)  der  festen  Curve  einsetzt,  erhält  man  als  Bedingung 
für  die  äussere  Berührung  der  beiden  Curven  die  Gleichung; 

(II)  ®(I,^)=^(a,/3,  0)  = O 

zwischen  den  Variabein  a,  ß,  0 allein. 
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Ihrer  Ableitung  zu  Folge  erfüllen  die  Werthe  (lO)  und  (lo') 
identisch  die  Gleichungen  (7)  und  (g).  Verstehen  wir  also  von 
jetzt  an  unter  und  x,y  immer  gerade  die  Coordinaten  des 
Berührungspunktes  beider  Curven,  so  ergiebt  die  Differentiation 
der  Definitionsgleichung  (i  i)  der  Function  ’F: 

+ Ä{i'’'x(^'cos0  + jj'sin  0)  + F'i/(— §'sin0  + jj'cos  01 ) . 


Das  aber  lässt  sich  nach  (2)  schreiben: 


dt 


j f ft  7*  (x,  y)  . I 

K I — - + ixP  X + lyt  y 


d.  h.,  da  für  den  Herührungspunkt  F{x,  y')  ~ 0 ist: 
- I (v^F'x  + fyF'y), 


oder  endlich  nach  (8) 

/ ^ dW  J,,  , 

(•2)  = ”"V'’ 


wo  jetzt  natürlich  die  Geschwindigkeitscomponenten  des- 

jenigen Punktes  x,  y des  Scheibenrandes,  mit  dem  dieser  im 
Momente  t die  feste  Curve  berührt,  und  1,  m die  Kichtungscosinus 
der  innern  Normale  des  Scheibenrandes  in  diesem  Punkte  bedeuten. 

Die  Berührungsbedingung  ( 1 1 ) zieht  hiernach  die  Bedingungs- 
gleichung  nach  sich: 

die  übrigens  auch  an  sich  selbstverständlich  ist;  denn  sie  sagt 
ja  nur  aus,  dass  derjenige  Scheibenpunkt,  der  gerade  die  feste 
Curve  berührt,  stets  nur  eine  tangentiale  Ge.sehwindigkeit  v besitzt. 

Solange  daher  diese  Geschwindigkeit  y 0 ist,  gleitet  die 
Scheibe  nothwendig  auf  der  festen  Curve,  dagegen  fängt  sie  an, 
auf  ihr  zu  rotten,  sobald  v = 0 wird  und  auch  nicht  bloss 
momentan  0 bleibt.  — 

Der  Widerstand  nun,  den  die  feste  Curve  der  Scheibe  ent- 
gegensetzt, greift  stets  an  demjenigen  Punkte  ihres  Randes  an, 
der  gerade  die  feste  Curve  berührt,  und  lässt  sich  nach  der  ge- 
meinsamen Tangente  und  Normale  der  beiden  Curven  zerlegen  in  die 
tangenfiat  ivirhmde  Beibung  B und  den  normalen  Widerstand  F. 

Setzen  wir  fest,  dass  der  normale  Widerstand  F positiv  oder 
negativ  genommen  werden  soll,  jcnachdem  er  im  Sinne  der  innern, 
oder  der  äussern  Normale  des  Scheibenrandes  wirkt,  so  werden 

Fl  und  Fm 
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A.  Mater: 


seine  Componenten.  Da  andrerseits  die  Reibung  i?  stets  tangential 
wirkt,  so  unterliegen  ihre  Componenten  und  R^  der  Bedingung: 

lR^-{-  nxR^  = 0, 

und  besitzen  daher,  wenn  auch  die  Stärke  R der  Reibung  nicht 
absolut  genommen  wird,  die  Werthe 


R^^  Rm,  R^=  — RI. 

Daraus  folgt: 

(13)  R = mR^-lR^. 

Denken  wir  uns  am  jeweiligen  berührenden  Scheihenpunkte  immer 
die  Reibung  R und  den  normalen  Widerstand  N angebracht,  so 
können  wir  die  Scheibe  als  frei  betrachten  und  daher  auf  ihre 
unfreie  Bewegung  längs  der  festen  Curve  die  Differential- 
gleichungen (4)  und  (5)  der  freien  ebenen  Bewegung  anwenden. 
Hierdurch  erhalten  wir  für  die  zu  untersuchende  unfreie  Be- 
wegung der  Scheibe  aus  (5)  die  3 Differentialgleichungen: 

M{u^  — Kj,©')  = Pi+  NI  + Rtn, 

(14)  M{uy  + Ux©')  ““  Bj,  + Nm  — RI, 

Mk*Q"  = K (nix  — />/)  N — (Ix  -f  iny)  R, 

während  die  Gleichungen  (4)  unverändert  Geltung  behalten. 

In  den  Gleichungen  (14)  sind  für  l,  m ihre  Werthe  (8)  und 
für  X,  y überall  die  Coordinaten  (10)  des  Berührungspunktes 
einzusetzen.  Hierdurch  werden  x,  y,  l,  tn  blosse  Functionen  von 
a,  ß,  ©,  und  dasselbe  gilt  auch  von  P^,  K,  wenn,  wie  ich 
annehmen  will,  die  gegebenen  bewegenden  Kräfte  der  Scheibe 
nur  von  den  J,  »j- Coordinaten  ihrer  Angriffspunkte  ahhängen. 

Zu  diesen  5 Gleichimgcn  (4)  und  (14)  tritt  aber  noch  die 
Berührungsbedingung  (ii)  hinzu,  und  diese  stellt  zwischen  der 
Reibung  R und  dem  Normalwiderstande  N sofort  eine  Be- 
ziehung her. 

Diflferentürt  man  nämlich  die  Bedingungsgleichung  ( 1 1 J und 
setzt  hierauf  für  a',  ß'  ihre  Werthe  (4)  ein,  so  erhält  man  eine, 
in  ©',  11^,  My  homogene  lineare  Gleichung  von  der  Form: 


(a) 


dt 


(«,  ß,  «,)  = 0, 


und  aus  dieser  folgt  durch  nochmalige  Differentiation  die 
Gleichung: 

dt*  = 


(b) 
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Diese  letzte  Gleichung  aber  geht  nach  Ausführung  der  Differen- 
tiation durch  Einsetzung  der  Werthe  der  Differentialquotienten 
a,  ß',  Ux,  tty,  aus  den  Gleichungen  (4)  und  (14)  über  in 
eine  lineare  Bediugungsgleichung  zwischen  J{  und  A',  durch  welche 
die  beiden  Gleichungen: 

«F,  = 0 und  «ff  = 0 

particuläre  Integrale  unsrer  Differentialgleichungen  (4I  und  ( 1 4) 
werden. 

Diese  Bedingungsgleichung  lässt  sich  leicht  aufstellen.  Auf 
Grund  der  Identität  (12)  kann  man  nämlich  die  beiden  Gleichun- 
gen (a)  und  (b)  ersetzen  durch  die  beiden: 

(15)  iv,  + mVy  — 0, 

(16)  Ivx  -f  mt’y  -f  l'v^  -f-  »w't'y  = 0, 
und  aus  (3)  folgt  durch  Differentiation: 

t’i  = «I  — yS"  — y'S',  = My  + xB"  -f-  x’B'. 


Substitnirt  man  hierin  die  Werthe  von  ui,  My,  B"  aus  (14)  und 
führt  die  Abkürzungen  ein: 


3I{u^-y')B'  + 9^, 


in) 


- - x')  e'  + Py  + p A'  = 

•»  + Qx  + my)  ~ «X.  I — p — >y) 


b 


X j 


+ p + »«!/))  = Oy.  »'  + jf,  (”'-r  — h)  = 


so  erhält  man: 

\Mvx=^a,lt+h,N+9,, 
iMcy'  = a^A-|-l<yA'+»y, 

worin,  da  man  immer  für  x,  y die  Werthe  (10)  und  für  u' , ß' 
die  Werthe  (4)  einzusetzen  hat,  und  9^  blosse  Functionen 
von  a,  ß,  B,  B',  u^,  «j,  sind. 

Aus  (18)  und  (16)  aber  folgt  sofort: 

(la^  + ma^)  R (lb^  + mb^)  N + 9 = 0, 
oder  nach  ( i 7) 

('9)  — p(wia:  — /y)(/x -t- Mii/lif  + j^l  + jA’+ ff  = U 


Digitized  by  Google 


272 


A MAmt; 


als  die  gesuchte  Bedingungsgleichung  zwischen  J?  und  X,  und 
in  derselben  wird  auch: 

» --  + »i'Cy), 

oder  nach  (3) 

& = (/'  («^  — yS')  m’  {u^  + x 9')) 

in  Folge  der  Gleichungen  (8),  (10)  und  (4)  eine  blosse  Function 
von  Cf,  0,  0',  u^.  — 

Solange  nun  die  Gescfiirindigkeit 

V ]/l'*  + (>* 

des  gtrade  berüliretiden  Scheibenpimktes  > 0 bleibt,  besitzt  nach 
dem  Satze  IV.,  die  Reibung  li  stets  die  gerade  entgegengesetzte 
Richtung  dieser  Geschwindigkeit  und  die  absolute  Stärke: 

7{|  = feX,  f = ± 1,  £iV>  0, 


ebensolange  haben  ihre  Componenten  also  die  Werthe: 


f/JV-,  ]{ efX^. 

X < y I y V 


Daraus  folgt  nach  (13): 

(20)  R -{r  'V> 


und  damit  aus  (19)  für  den  Normalwiderstand  X-. 

(2 1 ) { 1 + ^ (m  X — (/x  + My)  (/  t’y — »wr J I 


Substituirt  man  den  hieraus  folgenden  Werth  von  X,  nachdem 
man  in  ihm  das  Zeichen  t aus  der  Bedingung  tX~^  0 bestimmt 
hat,  in  den  Werth  (20)  von  R und  mit  diesem  in  die  Gleichungen 
( 1 4),  setzt  für  t’y  ihre  Werthe  (3),  und  fügt  die  Gleichungen 
(4)  hinzu,  so  erhält  man  diejenigen  Differentialgleichungen,  welche 
unter  Beachtung  der  vorgeschriebenen  beiden  particulären  Inte- 
grale (15)  und  (ii)  die  Bewegung  der  Scheibe  bestimmen,  so- 
lange dieselbe  auf  der  festen  Curve  gleitet,  solange  also  die  Ge- 
schwindigkeit V des  gerade  berührenden  Scheibenpunktes  > 0 
bleibt. 

Bedenkt  man  aber,  dass  nach  (15) 
v^=  + wf,  t’y  = ± 

also 

— mi'  = ± f 
V * 
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ist,  so  sieht  man,  dass  die  Forderung  dann  und  nur 

dann  das  Zeichen  ( bestimmt,  wenn 


oder: 

(22) 


[1  + ^ (»»*  — /i/)*  (Jx  + myf, 

' L(»'a’ — ly){lx my)j 


ist.  Damit  also  bei  gegebener,  von  Null  verschiedener  Anfangs- 
geschwindigkeit des  berührenden  Scheibeiipunktes  das  Zeichen  f 
oder  die  Bewegung  der  Scheibe  für  jede  gegebene  Anfangslage 
der  Scheibe  auf  der  festen  Curve  eindeutig  bestimmt  sei,  muss 
der  Reibungscoefficient  f kleiner  sein  als  der  kleinste  absolute 
Werth,  den  der  Bruch: 

+ (m  x — ly)'_  _ <-*[(F'  a-)’  + {F'  y)*]  + (x  F'  y — yF'x)* 

{mx—ly)llx-\-  my)  ~ (xF' y — y F' x){xF' x yF' y) 

vermöge  der  Bedingungsgleichung  F (x,  y)  — 0 anzunehmen  vermag. 

Ist  er  dagegen  grösser,  so  kann  man  die  Anfangslage  der 
Scheibe  und  die  Anfangswerthe  von  m^,  S'  immer  so  wählen, 
dass,  ganz  so  wie  im  vorigen  §,  nach  Belieben  entweder  jedes 
der  beiden  Zeichen  von  c oder  aber  keins  derselben  die  Forderung 
£^*>0  befriedigt,  dass  also  dem  Gesetze  der  Reibung  während 
der  Bewegung  zu  Folge  entweder  zwei  verschiedene  Bewegungen 
der  Scheibe  offen  stehen,  oder  aber  die  gewählten  Anfangswerthe 
selbst  als  unmöglich  erscheinen. 

Im  Besonderen  aber  wird  die  Forderung  (22)  sicher  erfüllt, 
sooft  die  Gleichung  (7)  des  Scheibenrandes  eine  der  beiden 
Gleichungen : 

mx  — fy  = G,  Ix  my  = 0, 

oder: 

xF’y  — yF" X = 0,  xF'x  -|-  yF’y  — 0 

nach  sich  zieht,  und  nach  (19)  ist  dies  zugleich  auch  die  noth- 
wendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  der  Normal- 
widerstand N stets  unabhängig  von  der  Reibung  werde.  Dass 
aber  eine  der  beiden  letzten  Gleichungen  eine  blosse  Folge  der 
Gleichung  (7)  sein  soll,  sagt  selbst  wieder  nur  aus,  dass  die  Auf- 
lösung y — y(x)  dieser  Gleichung  einer  der  beiden  Differential- 
gleichungen: 
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genügen,  d.  h.  dass  die  Curve  (7)  selbst  ein  Kreis  x* -f  = c*, 
oder  eine  Gerade  y = cx  sein  muss. 

Nun  war  der  Anftingspunkt  der  Axen  x,  y zugleich  der 
Scheibenschwerpunkt  S.  Man  sieht  also: 

Nur  dann,  iccnn  die  Scheibe  eidireder  kreisßrmiy  ist  iW 
überdies  ihren  Schwerpunkt  im  Mittelpunkt  hat,  oder  aber,  wenn 
sie  sich  auf  einen  Stab  reducirt,  ist  stets  der  Normahmderstand, 
den  sie  von  der  festen  Curie  erfährt,  unabhängig  von  der  Beihung. 

Und  zwar  erhält  nach  (ig)  für  die  Kreisscheibe,  sooft  ihr 
Schwerpunkt  mit  dem  Mittelpunkt  zusammenfällt,  der  Normal- 
widerstand den  Werth 

N 

für  den  Stab  dagegen  wird,  wenn  man  die  x-Axe  mit  ihm  Zu- 
sammenfällen lässt,  also  c = 0 nimmt: 

ü 


N = 


i + r.- 


Legen  wir  uns  aber  jetzt,  unbekümmert  darum,  ob  die  For- 
derung (22)  augenblicklich  erfüllt  ist,  oder  nicht,  die  Frage  vor: 
TUa.s  geschieht  in  einem  solchen  Momente  t = t^,  in  welchem  der 
gerade  berührende  Körperpnnkt  keine  Geschwindigkeit  besitd,  also 
— v^  = 0 ist? 

Sollen  dann  v,  und  r nicht  blos  momentan  verschwinden, 
* y 

sondern  dauernd  oder  wenigstens  eine  Zeit  lang  Null  bleiben,  so 
müssen  für  t = t^  jedenfalls  auch  ihre  Differentialquotienten  f, 
und  t'h  = 0 werden,  und  nach  (18)  im  Momente  tg  daher  B und 
N solche  Werthe  B^  und  N^  besitzen,  welche  die  beiden  Gleichungen 
befriedigen : 

I + '^x  = 0. 

U,B,  + b^N,  + ^ 0. 

Nach  (17)  hat  die  Determinante  dieser  beiden  Gleichungen  den 
Werth 


(24) 


und  kann  also  niemals  verschwinden.  Die  Gleichungen  (23)  be- 
stimmen daher  stets  Bg  und  Ng  eindeutig  als  Functionen  der 
Variabein  a,  ß,  0,  0',  u^,  ti^,  und  die  besonderen  Werthe  von 
Bg  und  Ng,  die  man  hieraus  erhält,  wenn  man  diesen  Variabein 
ihre  augenblicklichen  Werthe  beilegt,  sind  die  wahren  Anfangs- 
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werthe  von  II  und  in  einem  solchen  Momente,  wo  mit  und 
■<y  zugleich  auch  und  v'^  verschwinden. 

Behielten  vom  Momente  an  Reibung  und  Normalwider- 

stand beständig  die  durch  die  allgemeinen  Werthe  von  J?q  und 
bestimmten  Richtungen  und  Stärken  bei,  so  würden  die  Ge- 
schwindigkeitscompouenten  und  v^,  da  sie  augenblicklich  Null 
sind,  dauernd  Null  bleiben,  die  Scheibe  also  von  jetzt  an  be- 
ständig rollen.  Man  erhält  daher  die  Differentialgleichungen 
dieser  RoUbewegung,  wenn  mau  in  den  Gleichungen  (14)  R = Ttg, 
N = Wq  setzt.  Hierdurch  erhält  aber  das  System  Differentialglei- 
chungen (4),  (14)  die  beiden  Integrale: 

t'x  — 2/  ® = const.,  v^  = u^-\-x&'  = const. 

und  während  der  ganzen  Rollbewegung  sind  die  Constanten  dieser 
Integrale  = 0.  Eliminirt  man  daher  mittelst  dieser  beiden 
particulären  Integrale: 

«j,  — y&'  — 0,  Mj,  X©'  — 0 

die  Variabein  und  so  erhellt,  das.s  die  DifferenlinlgJcidiungen 
der  Ilollheieegung  der  Scheibe  sich  auf  die  drei  Ditfcrentialglei- 
chungen  zwischen  a,  ß,  6 und  t reduciren. 

I a'  = ((/  cos  0 -f  X sin  ©I  ©', 

(25)  j ß'  = (g  sin  6 — x cos  ©)  ©', 

I Jl/A*©"  = A'  -I-  (mg  — Ix)  A„  — (Ix  mg) 

denen  als  particuläres  Integral  die  Berührungsbedingung  ( 1 1 ) 
vorgeschrieben  ist,  und  in  denen  selbstverständlich  auch  in  den 
durch  (23)  bestimmten  Werthen  von  7t(,  und  Xq,  d.  h.  in  0^,  und 
ff,  die  Grössen  u,  und  durch  ;;©'  und  — x©'  zu  ersetzen  sind. 

y X ^ . 

Hierdurch  wird  auch  die  Differenz: 

(26) 

eine  blosse  Funktion  von  a,  ß,  © und  ©'. 

Die  absolute  Stärke  der  Reibung  kann  aber  niemals  das 
Product  aus  dem  Reibungscoefficienten  f in  die  absolute  Stärke 
des  Normalwiderstandes  übersteigen.  Soll  also  im  betrachteten 
Momente  Rollen  eintreten,  so  muss  der  augenblickliche  Werth 
von  J ^ 0 sein.  Ist  er  ■<  0,  so  fängt  nach  V.,  die  Scheibe 
sicher  zu  rollen  an,  und  ihre  Bewegung  genügt  den  Differential- 
gleichungen (25)  solange,  als  für  die  Lösungen  derselben  nicht 
J durch  Null  ins  Positive  übergegangen  ist. 

Malh  -pbys.  C'lasse  1901.  19 
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Ist  dngegtn  im  Mnmentr  t^  die  Differenz  > 0,  so  können 
Reibung  und  Normalwiderstand  in  diesem  Momente  nicht  die  aus 
den  Annahmen  tv  = i'y  = 0 berechneten  Werthe  /tj,  und  A’q  be- 
sitzen, und  daher  muss  nothwendig  augenblicklich: 

r,  = Yvl*  -f  ly  > 0 

sein.  Im  Momente  erhalten  nunmehr  also 

V V v'  V 

— und  — die  Werthe  — und  - , 

V V r,  t', 

und  nach  IV  daher  die  Reibungscomponenten  die  Werthe 


nach  (13)  wrd  also: 

^ (mt-;  - /<), 

wo  wieder  r = i 1 ist  und  tA’  > 0 sein  muss. 

Aus  den  Gleichungen  (18)  erhält  man  daher  jetzt  für  die 
Werthe,  welche  K und  die  Differentialquotienten  der  Geschwindig- 
keitscomponenten  v^,  im  Momente  t^  annehmen,  die  Glei- 
chungen: 

— (J/n,  + ayfXm)^^  + ayfNI^^  -f  b^N  + = 0, 

— — (A/r,  — ayfNl)  -^^  -f  b^X  + = 0, 

und  zugleich  reducirt  sich  die  Bedingungsgleichung  ( 1 6)  augen- 
blicklich auf: 

/ «V  + »« 'V  = 0. 

Führt  man,  um  die.se  Bedingung  gleich  mit  zu  erfüllen, 
durch  die  Formeln: 


(27)  JIr,  = efXiS,  ifX^ 


ma. 


(5  und  0 als  neue  Unbekannte  ein,  so  gehen  die  beiden  erhal- 
tenen Gleichungen  über  in: 

I — (üj  -|-  wi  eT)n  -f-  bxX  ffx  ” G, 

[ — (r/y  — / c3)<r  “F  b^X  ffy  = 0. 

Die  Determinante  dieser  beiden,  in  — a und  X linearen  Glei- 
chungen ist: 

D{öi)  = (Ibx  + wiby)  TB  -F  «xby  — «yhx, 


(28) 
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oder  nach  (17)  und  (24): 

sie  ist  also  > 0 für  jedes  Ci  ^ 0. 

Die  Auflösungen  der  Gleichungen  (28)  besitzen  ferner  die 
Form; 

{29)  D{is)a  = A,  I){fS)N  = Bts  + C, 

und  indem  man  dieselben  in  die  aus  (27)  folgende  Gleichung 

ffS  - f*N* 

einsetzt,  erhält  man  für  die  letzte  Unbekannte  c3  die  quadratische 
Gleichung: 

(30)  x(®)  -f  C)*  — — 0. 

Die  Gleichungen  (28)  reduciren  sich  aber  auf  die  Gleichungen 
(23),  wenn  man: 

£3  = 0,  (j  = — Bg,  iV  = 

setzt.  Stellen  also  die  Gleichungen  (29)  die  Auflösungen  der 
Gleichungen  (28)  dar,  so  sind  zugleich: 

Z»  (0)  7?„  = - A , TJ  (o)  No  = C 

die  Auflösungen  der  Gleichungen  (23),  und  unsrer  Voraussetzung 

A=Bl-  ^Nl>0 

zu  Folge  ist  daher: 

/■»C*  - A*  x(o)  < 0. 

Die  Gleichung  (30)  besitzt  daher  eine  positive  und  eine  negative 
Wurzel  (3  und  zugleich  ist  Ä keinesfalls  Null,  sind  also  für  die 
positive  Wurzel  £3,  für  welche  D(£3)  sicher  4’  0 ist,  auch  die 
Werthe  (2  g)  von  a und  N sicher  =4"  0. 

Die  negative  Wurzel  c3  ist  nun  von  vornherein  zu  ver- 
werfen, weil  sie  nach  der  Definition  (27)  von  £3  der  Forderung 
f,  > 0 widerspricht.  Für  die  positive  Wurzel  dagegen  bestimmt 
sich  nach  (2g)  das  Zeichen  c eindeutig  aus  der  Bedingung: 

(31)  e(5£3  + C)>0, 

worauf  die  Gleichungen  (27)  und  (2g)  auch  eindeutig  bestimmle 
Werthe  von  v^,  Vx,  Vy,  und  zwar  0 liefern. 

In  eitlem  Momente  wo  n = 0 und  2/ > 0 ist,  verschwinden 
also  in  der  That  vi  und  v'y  keinesfalls  beide,  tritt  also  sicher 
Gleiten  ein,  und  es  gelten  dann  von  diesem  Momente  an  für  die 

19* 
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Beweguii}'  der  Scheibe  wieder  die  Gleichungen  (4)  und  (14)  mit 
den  durch  (21)  und  (20)  bestimmten  Werthen  von  N und  li 
und  mit  dem  durch  (31)  eindeutig  bestimmten  Zeichen  c. 

Mit  Hülfe  der  Gleichungen  (25)  kann  man  endlich  auch 
den  I.,  2.,  . . . Differentialquotienten  von  J als  Function  von 
«,  ß,  0,  0'  berechnen.  War  dann  im  Momente  mit  v zugleich 
auch  J = 0,  so  zeigt  das  Vorzeichen  des  ersten  für  t = tg  nicht 
mehr  verschwindenden  Differentialquotienten  von  2/  an,  ob  in 
diesem  Momente  Jiollcn  oder  GJcUen  eintritt.  Ersteres  oder 
letzteres  beginnt,  jenachdem  dies  Zeichen  das  negative  oder  das 
positive  ist. 

Dieser  Grenzfall,  wo  mit  v zugleich  auch  J verschwindet, 
bedarf  aber  — und  hier  komme  ich  auf  das  zu  sprechen,  was 
ich  am  Schlüsse  des  letzten  § ausgelassen  hatte  — in  mehr- 
fachor  Hinsicht  noch  einer  weiteren  Untersuchung. 

Geht  allerdings  in  demselben  Momente  wo  v verschwindet, 
J durch  Null  ins  Negative  über,  so  ist  die  Frage  vollständig 
erledigt,  indem  dann  die  durchaus  eindeutigen  Differential- 
gleichungen (25)  des  Rollens  in  Kraft  treten.  Anders  dagegen 
liegt  die  Sache,  wenn  ^ gerade  von  Null  aus  wächst. 

Hier  braucht  nämlich  nicht  mehr,  w'ie  beim  einzelnen  mate- 
riellen Punkte,  umgekehrt  im  Momente  mit  v nothwondig  zu- 
gleich auch  i’j  = 0 zu  werden,  sooft  augenblicklich: 

J 0 oder  /[f'|  ^ |A] 
ist.  Denn  da  die  Gleichung  (30)  ergiebt: 

^ 

so  haben  in  diesem  Falle  ihre  beiden,  bez.  die  eine  nicht  ver- 
schwindende Wurzel  5T  das  Zeichen  des  Bruches: 

, , C _ «yüx  — 

B Ufx  -f  m&y  ’ 

und  dieser  Bruch  wird  unter  Umständen  entschieden  auch  > 0 
sein  können.  In  den  beiden  Fällen,  wo  im  Momente  /„  2/ < Ü 
ist,  oder  eben  durch  Null  ins  Negative  übergeht,  kommt  uun 
freilich  die  Gleichung  (30)  gar  nicht  in  Betracht,  da  dann  nach 
den  Reibungsgesetzen  eben  nothwendig  Rollen  eintreten,  also 
r,  = 0 werden  muss.  In  dem  Falle  aber,  wo  J gerade  durch 
Null  ins  Positive  übergeht,  und  also  Gleiten  eintreten  muss,  kann 
au  sich  i\  augenblicklich  ebensowohl  >0,  als  auch  = 0 sein. 
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Wenn  daher  in  diesem  Falle  die  nicht  verschwindende  Wurzel 
der  Gleichung  (30)  positiv  ist.  so  ergeben  sicli  vom  Momente 
an  zwei  verschiedene  mögliche  Gleitungshewegungen  für  die 
Scheibe.  Beide  gehorchen  den  Gleichungen  (4)  und  (14I  mit 
den  aus  (21)  und  (20)  folgenden  Werthen  von  .Y  und  B.  Die 
eine  aber,  die  der  positiven  Wurzel  SJ  der  Gleichung  (30)  ent- 
spricht, und  in  der  f durch  die  Bedingung  (31t  und  u,  durch 
durch  (27)  und  (29I  bestimmt  ist,  beginnt  mit  einem  positiven 
Anfangswerthe  von  r, , die  zweite  dagegen,  in  der  B und  TV  die 
Anfangswerthe  und  erhalten  und  daher  i durch  die  Be- 
dingung fJNfl  > 0 bestimmt  ist,  geht  mit  dem  Anfangswerthe 
r,  = 0 aus. 

Dieselbe  Zweideutigkeit  zeigt  sich  auch  in  dem  Falle,  wo 
im  Momente  mit  i’  zugleich  nicht  bloss  die  Differenz  ^ selbst, 
sondern  auch  alle  ihre  Differentinlquotienten  bei  der  Rollbewegung 
der  Scheibe  verschwinden.  Dies  kann  nur  dadurch  geschehen, 
dass  entweder  nach  Substitution  der  Werthe  u,j  ~ i/ß' , = — xß' 

die  Gleichungen  (23')  bei  unbestimmten,  nur  der  Berührungs- 
bedingung fiij  unterworfenen  Werthen  von  a,  ß,  ß,  ß'  für  Bg 
und  Xg  constante  Wierthe  liefern  (was  z.  B.  eintritt  bei  der  Be- 
wegimg  einer  nur  der  Schwere  unterworfenen  homogenen  Kreis- 
scheihe  in  einer  verticalcn  Ebene  auf  einer  festen  Geraden),  und 
zugleich  für  den  Reibimgscoefficienten  /'  gerade  der  Werth 

IÄ„| 

angenommen  wird,  oder  aber  auch  dadurch,  dass  zwar  nur  der 
augenblickliche  Werth  Jg  der  Differenz  z/  verschwindet,  aber  die 
Gleichung: 

^ = 0 

gerade  eine  particuläre  Integralgleichung  der  Differentialglei- 
chungen (25)  ist,  was  man  bekanntlich  durch  blosse  Differentia- 
tionen und  algebraische  Operationen  entscheiden  kann.  Sooft 
dann  (wie  in  dem  angeführten  Beispiele)  der  Bruch  (32)  oder 
die  nicht  verschwindende  Wurzel  (5  der  Gleichung  ( 30)  negativ 
ist,  muss  die  Scheibenbewegung  im  Momente  tg  nothwendig  in 
ein  andauerndes  Rollen  übergehen;  ist  aber  jener  Bruch  positiv, 
so  bleibt  neben  dem  Rollen  immer  auch  noch  Gleiten  möglich. 

Indessen  kann  man  diese  Zweideutigkeiten  wieder  zum 
Wegfall  bringen,  wenn  man  ein,  in  der  Theorie  der  Reibung 
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allgemein  aceeptirt«s  Princip  zu  Hülfe  nimmt,  die  neue  Hypothese 
nämlich'): 

VI.  Die  Reihung  ist  immer  möglichst  bestrebt,  den  Punkt  des 
Körpers,  welcher  die  rauhe  Unterlage  berührt,  zu  relativer  Ruhe 
auf  dieser  zu  bringen, 

d.  h.  also  in  unserm  Falle:  In  einem  Momente,  wo  v = O ist 
nehmen,  sooft  dies  nicht  den  Reibungsgesetzen  geradezu  wider- 
spricht, Reibung  und  Normalwiderstand  immer  die  Werthe 
und  an. 

In  der  That  folgt  aus  dieser  Annahme  unmittelbar,  dass  in 
den:  zuletzt  betrachteten  Falle  sicher  nur  Rollen  eintritt,  und 
dass  auch  in  dem  Falle,  wo  im  Momente  tg  bei  verschwindendem  f 
die  Differenz  /d  durch  Null  ins  Positive  übergeht,  nur  diejenige 
Gleitungsbewegung  der  Scheibe  zu  Stande  kommen  wird,  die 
mit  dem  Anfangswertho  Null  von  fj  beginnt. 

Hiermit  ist  freilich  die  Discussion  dieses  Grenzfalles,  wo  r 
und  J gleichzeitig  verschwinden,  noch  immer  nicht  vollständig 
erschöpft;  es  wird  aber  genügen,  was  darüber  weiter  noch  zu 
sagen  wäre,  am  Schlüsse  nachzubringen. 


II. 

Räumliche  Bewegung  eines  starren  Körpers  auf  starrer 

Fläche. 

§ 5- 

Grandforineln  und  Beriihrungsbedingnng. 

Ein  starrer  Körper  sei  gezwungen  auf  einer  starren  Fläche 
zu  bleiben,  die  er  immer  nur  mit  einem  einzigen,  aber  beliebigen 
Punkte  seiner  Oberfläche  berühre,  und  zwar  will  ich  gleich  von 
Anfang  an  den  allgemeinen  Fall  behandeln,  wo  die  starre  Fläche 
nicht  ruht,  sondern  sich  selbst  in  bekannter,  von  der  Bewegung 
des  Körpers  auf  ihr  unabhängigen  Weise  bewegt. 

Um  die  Bewegung  des  Körpers  unter  dem  Einfluss  gegebener 
bewegender  Kräfte  auf  der  Fläche  zu  untersuchen,  wird  es  dann 
nöthig,  drei  verschiedene  gleichsinnige  rechtwinklige  Axensysteme 
einzuführen.  Das  erste  sei  fest  im  Raume,  das  zw’eite 

i)  Vgl.  z.  B.  Jeli.et,  die  Theorie  der  Reibung,  Teubner  1890,  p.  137, 
Füppl,  Vorlesungen  über  technische  Mechanik,  I,  Teubner  1900,  p.  226. 
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Sxyz  werde  gebildet  von  den  Schwerpunktshauptaxen  des  Körpers, 
und  mit  dem  dritten  Ox^x^x^  endlich  sei  die  starre  Fläche  fest 
verbunden,  sodass  also  dieses  letzte  Axensystem  seihst  sich  in 
gegebener  Bewegung  befindet. 

Zwischen  den  Coordinaten  |,  tj,  x,  y,  z und  x^,  x^,  Xg  eines 
und  desselben  Punktes  in  diesen  drei  Axensystemen  bestehen  die 
Relationen: 

= a -f  4-  «j.i/  + ccgZ  = A + A^x^  + 

(0  I ’i  = ^ + 1^1®  + ßi!f  + = ft  + B^x^  -|-  ligXg  4-  TigXg, 

(f  = y 4-  4-  y^y  4-  y^z  — C + C\x^  4- 

Dabei  genügen  die  Richtungscosinus  k*,  ßx,  y*  und  Ax,  it„,  Cx 
der  Axen  x,  y,  z und  Xj,  Xg  gegen  die  Axen  |,  ij,  f je  den 
6 bekannten  Bedingungsgleichungen,  und  daher  gelten  für  ihre 
Differentialquotienten  nach  der  Zeit  t die  Formeln: 


= «s?. 

Aj  = .i4j  P, 

-^8  f^l ) 

(2)  U; 

==  agP  — «1»-, 

(3)  xlg  = Ag  / j 

-^1^37 

>“3 

1 

li 

■^s  ~ -^i-fs 

nebst  denjenigen,  die  sich  hieraus  durch  Vertauschung  von  a 
mit  ß und  y,  sowie  von  A mit  B und  C ergeben,  ln  denselben 
sind  p,  q,  r und  Pj,  P,,  Pj  die  Componentcn  der  augenblick- 
lichen Winkelgeschwindigkeiten  der  Axensysteme  Sxyz  und 
OxjXjXj  nach  ihren  eigenen  Axen,  und  da  die  Bewegung  des 
letzteren  Axensystems  gegeben  sein  soll,  so  spielen  in  allem 
Folgenden  mit  den  I2  Coefticienten  A,  B,  C zugleich  auch 
I\ , Pj , Pg  die  Rolle  von  gegebenen  Functionen  der  Zeit  t. 

Bestimmt  man  aus  den  Gleichungen  (i)  x^,  Xg,  Xg  als 
Functionen  von  x,  y,  z,  so  erhält  man  die  Formeln: 

1^1  = /fl  + «1^  + hy  + «^1^1 
Xg  = ffg  4-  rigx  + \y  4- 
Xs=9g  + «gx  4-  \y  4-  Cgz, 

deren  Coefficienten  die  Werthe  haben: 

(5)  <Jk  = -A)  + B,{ß  - B)  + C\{y  - C), 

Irt*  = A/iU^  4-  ^hßi  4" 

b*  = 4-  I^hßi  4-  Chygi 

Ch  = -\-  Bhßs  Cf,yg. 
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Nach  (0  und  nach  (4)  sind  u,  ß,  y;  g^  und  A,  B,  C 

hez  die  Coordinaten  des  Körperschwerpunkts  N in  den  ruhenden 
Axen  7;,  f und  in  den  bewegten  a", , Xj,  Xg,  und  die  Coordi- 
naten des  Anfangspunkts  O der  letzteren  Axen  in  Bezug  auf  die 
ruhenden  Axen,  und  Uj,  Ug;  ftj,  bg,  hg-,  Cj,  Cj,  Cg  sind  die 
Richtungscosinus  der  Schwerpunktshauptaxen  x,  ij,  z gegen  die 
bewegten  Axen  Xj , Xj , Xj. 

Differentiirt  man  die  Formeln  (6)  nach  /,  substituirt  die 
Werthe  (2)  und  (3)  und  wendet  dann  wieder  die  Formeln  (6) 
an,  so  erhält  man  die  Relationen; 

|^l^  = a,  Pg  — OgPg  + hj  r — c,  q, 

«j  = — «i^s  + — Cs9, 

*8  ~ ^3  ’ *-3  9' 

nebst  6 anderen,  die  aus  den  hingeschiiebenen  entstehen,  wenn 
man  die  Buchstaben  a,  b,  c und  p,  q,  r gleichzeitig  cyklisch 
vertauscht. 

Nennt  man  ferner  ?<x,  Uy,  U;  die  Componenten  der  absoluten 
Geschwindigkeit  m des  Körperschwerpunkts  S nach  den  Schwer- 
punktshauptaxen X,  ij,  ^,  und  U^,  Ug,  Ug  die  Componenten  der 
absoluten  Geschwindigkeit  U des  Anfangspunktes  0 der  bewegten 
Axen  Xj,  Xg,  Xg  nach  diesen  letzteren  Axen,  so  hat  man: 

I«'=  -f  + «3«,, 

ß'==  ßl»:c+  ßi\+  7 

(l\=:A,A'  + BiB'+CiC', 

(9)  \Vg  = AgA'+BgB'+CgC’, 

\Ug  = AgA'+BgB'ACgC', 

sodass  auch  fJj,  Vg,  Ug  bekannte  Functionen  der  Zeit  I sind. 
Hieraus  folgt  nach  (6): 

■^^i‘‘'-^')  + ^h{ß'— ^')  + Cki7'—G')  = »>,»:.+ K»y+Ch»—t-\^ 

und  durch  Auflösung  der  Formeln  (5)  nach  a — A,  ß — B,  y — C 
weiter : 

Ag{u  - A)  + B,(ß  -B)  + ft'(y  - C) 

— (Aa  A]  -)-  B^|B^  -4-  Gi,C\)gi  -4-  (A^Ag  -\-  BgBg-\-  C/,Cg)gg 
-f  (A*Ag  B/,Bg-\-  Ci,  Cg)gg. 
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Addirt  man  diese  beiden  Gleiehungen  und  benutzt  die  Formeln  (3 ), 
sowie  die  6 Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Richtungscosinus 

By,  Cx,  so  ergiebt  sich  nach  (5): 

ff'i  = «1  Ux  + ft.  «y  + f,  M,  — i/i  + Piffi  — . 

(10)  = «ä  »x  + f>2  ",v  + <*  + A ffi  — P3  . 

9 3 = "j  «X  + h «y  + '■3  — f ^3  + P%ffi—Pi9f  — 

Dies  vorausgesetzt  mögen  von  jetzt  an  x,  y,  z und  jj,  Xj,  Xj  im 
Besondem  die  Coordinaten  derjenigen  beiden  Punkte  n und  TI  des 
Körpers  und  der  starren  Fläche  bezeichnen,  mit  denen  sich  diese 
im  Momente  t berühren. 

Nach  ( I ) haben  in  Bezug  auf  die  unbeweglichen  Axen  tj,  J 
die  absoluten  Geschwindigkeiten  c und  F,  welche  diese  beiden 
Punkte  augenblicklich  besitzen,  die  Componenten; 

= u'  + ßjx  + ßj.v  + ajx, 

(J'+  ß'i^  + ßt't  + ßs^i 
F = y'  + >’i^  + yj.v  + y>, 

(11)  und: 

= A'  + A|x^  + Ajxj  + Ajxg  , 

F^  = B'+  B;x,  + + BjXj  , 

Fj  = C -f  C'jXj  + CjXj  + C3X3. 

Im  Allgemeinen  ändert  aber  der  Berührungspunkt  des  Körpers 
und  der  P’läche  sowohl  auf  dem  Körper  wie  auch  auf  der  Fläche  seine 
Lage.  Die  Coordinaten  x,  »/,  z und  x, , Xj,  Xj  der  beiden  Punkte  ir 
und  n sind  also  im  Allgemeinen  keine  Constanten,  sondern  Functio- 
nen der  Zeit  t.  Versteht  man  daher  unter  i;,  f die  Coordinaten 
des  geometrischen  Berührungspunktes  von  Körper  und  Fläche,  und 
unter  rj\  f'  die  vollständigen  Dififerentiahiuotienten  dieser  Coor- 
dinaten nach  der  Zeit  oder  die  |,  ij,  f-Componenten  der  Geschwin- 
digkeit, mit  der  sich  dieser  Berührungspunkt  im  Raume  fortbewegt, 
so  kann  man  nach  (i)  die  Formeln  (lOj  auch  so  schreiben: 

c<iX'  — ßj,(/'  — ßjX', 

V—  — — 

\ =*=  >/  ^1*^1 

I f ^2^2  ~ ^8 ‘^3* 
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Gegen  den  Punkt  77,  oder  also  gegen  die  bewegte  FUche 
besitzt  der  Körperpunkt  n eine  relative  Geschu'indigkeit  w,  deren 
Componenten  nach  den  Axen  ^ sind: 

«'£  “ '•£  - ^ ^ ^ ’ “’t  = '■'£  - 

Einerseits  erhält  man  daher  aus  (ii’) 

"'£  = — “2»'  — 

~ ■*"i  4"  4"  ^3 -^-s  ßi^  ßi!/  ft 1 

4-  CsJ-,  + Tja-;  —Vyx’—  — y^z', 

und  hieraus  weiter,  durch  Anwendung  der  Formeln  (6)  imd  der 
6 Bodingungsgleichungen  zwischen  den  Richtungscosinus  a„,  j3„,  y,, 
fdr  die  Componenten: 

ir^  = «i  M-j  + ßi  iv^  4-  ri«';, 

( I 2)  Wy  = «ä  (Cj  + «•,  4-  y2  , 

= «3 «5  4-  ftö),  4-  y3«<’f 

der  relativen  Geschwindigkeit  «<•  nach  den  Schwerpunktshaupt- 
axen  x,  y,  2: 

itr^  = OiX,'  4-  «2  «^2  4-  «3*8  — *’> 

(13)  I w y — hj  Xj  -|-  Xj  -f-  ^3  Xj  y , 

I «•.  = Cj  x'  + Cä  xj  + fs  — 2'. 

Andrerseits  hat  man  aber  auch,  wenn  man  die  Componenten  der 
absoluten  Geschwindigkeiten  v und  V nach  den  Schwerpunkts- 
hauptaxen  x,  y,  2 durch  v^,  v^,  v.  und  V^,  V^,  bezeichnet: 

«x  = : ««’s,  = ^ y - ~ . 

und  sowohl  zwischen  v^,  und  t’j,  t’,^,  rv,  als  auch  zwischen 
F^,  I'y,  Fj  und  V'j,  F,j,  Fj  bestehen  dieselben  Relationen  (12),  wie 
zwischen  tr^,  u\j,  ic^  und  fCj,  In  ganz  analoger  Weise, 

wie  die  Formeln  (13)  abgeleitet  wurden,  erhält  man  daher  aus 
den  3 ersten  Gleichungen  (11)  nach  (8)  und  (2)  die  bekannten 
Formeln: 

= «X  4-  g«  — ry , 

= "y  4-  rx  — pz, 

V,  - u,  +py—qx, 

und  aus  den  3 letzten  Gleichungen  ( 1 1 ) unter  Anwendung  der 
Formeln  (3)  und  (6),  some  der  Auflösungen  der  Gleichungen  (9)= 
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Oj  l\  + «3  T\  + n,  l\  + ffj, Xj  — Oj X,  1 1\  + («,  X3  — «3 X, ) I\ 

+ («3X1— «1X3) /’j, 

^1  h i + (^2-^3  — f>3^s)  ^'1  + < ^3  — ^'2 

+ (/<,X,  — /-,Xj)/’3, 

^,  = fl  f 1 + <2  “i"  *3^  3 ”1"  ^'3^3  fs-fl ' A “t"  (fl  "fs  fs-fl)  ^3 

+ ('rjX,— CjXjlTs, 

sodass,  wenn  man  unter  V^,  T'^,  eben  die  hierdurch  definirten 
Functionen  der  Zeit  t,  der  Richtungscosinus  o^,  h^,  und  der 
Coordinaten  Xj,  x,,  x,  des  Herilhrungapunktes  von  Körper  und 
Fläche  versteht,  sich  jetzt  ergieht: 

['fx  =»x+  <1^  — — ’x. 

('5)  'fj,=  »y+ rx-px  — F^, 

I ,r^  = 4-  py—qr  — F.. 

Durch  die  Gleichungen  (13)  und  (15)  sind  nun  auch  die  nach 
den  Schwerpunktshauptaxen  x,  y,  z genommenen  Componenten  der 
relativen  Geschwindigkeit  ir,  welche  im  Momente  / der  gerade 
berührende  Köqierpunkt  n gegen  die  bewegte  Fläche  besitzt,  in 
doppelter  Weise  ausgedrückt. 

Es  kommt  nunmehr  darauf  an,  die  Coordinaim  dfx  Bniilinmyx- 
punktes  zu  berechnen. 

Zu  dem  Ende  seien,  bezogen  auf  die  Schweriiunktshauptaxen 
X,  y,  s,  resp.  auf  die  bewegten  Axen  Xj,  Xj,  Xj,  die  Oberfläche  des 
Körpers  und  die  bewegte  F'läche  durch  die  Gleichungen  gegeben; 

(16)  cp(x,y,z)  = 0 

und: 

(•7)  ^(a‘i,a',,X3J  = 0, 

und  zwar  sollen  die  Formen  dieser  beiden  Gleichungen  so  gewählt 
sein,  dass  die  Ungleichungen: 

(g  > 0 und  ® > 0 

die  einander  zugekehrten  d'usserm  Seiten  der  beiden  Flächen  definiren. 

Gegen  die  Schwerpunktshauptaxen  x,  y,  z besitzt  dann  die 
innere  Normale  der  Körperoberfläche  tp  die  lüchtungscosinus: 
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während  die  Riehtungscosinus  der  äusseren  Normale  der  Fläche  <P 
gegen  die  bewegten  Axen  j-j , jTj,  Tj  die  Werthe  haben: 

s^0’x^,  s^0'<r^,  s,<»'a-3, 

1 

Im  Berilhrungspunkte  müssen  die  beiden  Normalen  zusammen- 
fallen.  Bezieht  man  also  beide  auf  die  bewegten  Axen,  so  er- 
geben sich  zwischen  den  Coordinaten  x,  p,  z und  x^,  x^,  jTj  des 
Berührungspunktes  die  3 Bedingungsgleichungen: 

|a, 9p'a:  + c^ip'z  Q0’xi  = 0, 

(iq)  a^cp'x  + b^tp'ij  + e^tp'z  + = 0, 

las^j'x  + h^q>’y  + c^tp'z  -f  ^O'x^  = 0, 

in  denen  der  Factor  p > 0 sein  muss.  Fügt  man  diesen  Glei- 
chungen, nachdem  man  darin  die  Werthe  (4)  von  jCj,  x^,  x^  sub- 
stituirt  hat,  die  Gleichung  (16)  der  Körperoberfläche  hinzu,  so 
erhält  mau  4 Gleichungen,  welche  die  Coordinaten  x,  1/,  z des 
Berührungspunkts  und  die  positive  Unbekannte  q durch  die 
Coefficienten  der  Transformationsformeln  (4)  bestimmen.  Ihre 
Auflösungen  seien: 

(20)  x = x,y  = Ji,z  = z,Q  = Q. 

Dmrch  Einsetzung  derselben  in  (4)  erhält  man  dann  unmittelbar 
auch  für  die  Coordinaten  x^,  x^,  *3  des  Berührungspunktes  Werthe 
von  derselben  Form; 

(20')  a-j  = ?, , rj  = ij,  rj  = ij, 

sodass  also  in  (20'),  wie  in  (20)  die  rechten  Seiten  blosse 
Functionen  der  12  Variabein  sind: 

ffli  Oil  Osi  ^1)  ®3l  ^S>  *'!>  ^21  ‘'S’ 

und  indem  man  schliesslich  die  Werthe  (20')  in  die  Gleichung  ( 17  ) 
der  bewegten  Fläche  einsetzt,  ergiebt  sich  als  Bedingung  für  die 
äussere  Berührung  der  beiden  Flächen  die  Gleichung: 

(21)  0(x^,Xi,X3)=  V{gi,  Pi,  Pi,  tti,  a^,  ■ ■ ■,  c^)  = 0 
zwischen  diesen  12  Variabein  aDein. 

In  Folge  der  Art,  wie  sie  erhalten  wurden,  genügen  die 
Werthe  (20)  und  (20')  identisch  den  Gleichungen  (19)  und  (16). 
Verstehen  wir  also  im  Folgenden  unter  x,  »/,  z und  r, , Xj,  r, 
immer  die  durch  (20)  und  (20')  gegebenen  Coordinaten  des  Be- 
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nUmingspanktes  beider  Flächen , so  folgt  aus  der  Definitions- 
gleichung (21)  der  Fnnction  V durch  Differentiation  nach  der 
Zeit  ti 


Dafür  kann  man  nach  (19)  aber  auch  schreiben: 

f , , 

+ ('1^1’  + 's^j  + 


und  dies  verwandelt  sich  seihst  wieder  durch  die  Fnnneln  (13)  in: 
dV 


dt 


ir^tp  X -h  ir^tp  y + tr^tp  r + , 


d.  h.,  da  für  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  <f>{r,y,t)  Ü 
ist,  in: 

d ^ 

dT  + »'yf'!!  + «’.'P 


Führt  man  also  noch  durch  (18)  die  Richtungscosinus  1,  in,  n der 
inneren  Normale  der  Körperoherfläche  im  Berührungspunkte  ein, 
so  erhält  man: 

f/*F 

Die  Differentiation  der  Berührungsbedingung  (21)  liefert  hiernach 
zwischen  den  Componenten  der  relativen  Geschwindigkeit  «•,  welch« 
der  gerade  berührende  Körperpunkt  gegen  die  hew'egte  Fläche  be- 
sitzt, die  Bedingungsgleichung: 

li(\c  + + mi\  = 0 , 

ein  Resultat,  das  wiederum  a priori  evident  ist,  indem  es  ja  nur 
aussagt,  dass  die  Richtung  dieser  relativen  Geschwindigkeit  sD-ts 
in  der  gemeinsamen  Tangentialebene  beider  Flächen  liegt. 


§ <>• 

Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung. 

Der  Widerstand,  den  der  Körper  von  der  starren  Fläche  er- 
fährt, wirkt  in  jedem  Momente  an  demjenigen  Körperpunkte  n, 
der  gerade  auf  die  Fläche  zu  liegen  gekommen  ist,  und  kann 
nach  der  gemeinsamen  Tangentialebene  und  senkrecht  darauf  in 
zwei  Componenten  zerlegt  werden,  in  die  tangential  wirkende  Bei- 
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bung  R und  in  den  normalen  Widerstand  N.  Rechnet  man  den 
letzteren  positiv,  oder  negativ,  jenachdem  er  im  Sinne  der  inneren 
oder  der  äusseren  Normale  der  Körperoberfläche  wirkt,  so  stellen 
stets  die  Produkte: 

NI , Nm  , Nn 

seine  Componenten  nach  den  Schwerpunktshauptaien  x,  y,  z dar. 

Da  andrerseits  die  Reihung,  von  der  jetzt  R die  absolute 
Stärke  bezeichnen  möge,  immer  in  der  gemeinsamen  Tangential- 
ebene der  beiden  sich  berührenden  Flächen  wirkt,  so  müssen  ihre 
Componenten  nach  den  Schwerpunktshauptaxen  i?„,,  R^  jeder 
Zeit  der  Bedingung  genügen: 

(23)  lR^  + mR^+nU,  = Q. 

Denkt  man  sich  in  jedem  Momente  der  Bewegung  die  beiden 
Kräfte  N und  R an  dem  gerade  berührenden  Körperpunkte  jt  an- 
gebracht, so  kann  man  den  Körper  als  frei  ansehen  und  daher 
auf  seine  Bewegimg  die  bekannten  6 Differentialgleichungen  der 
freien  Bewegung  eines  starren  Körjjers  bezogen  auf  seine  Schwer- 
punktshauptaxen anwenden. 

Nennt  mau  M die  Masse  des  Körpers  und,  nach  Zurück- 
führung aller  gegebenen  bewegenden  Kräfte  desselben  auf  eine 
an  seinem  Schwei’punkte  angreifende  resultirende  Einzelkraft  und 
auf  eine  resultirende  Koppel, 

n,  und  L^,  L^,  L, 

die  Componenten  dieser  resultirenden  Einzelkraft  und  des  resul- 
tirenden  Koppelmoments  nach  den  Schwerpunktshauptaxen  x,  y,  r, 
und  bezeichnet,  um  spätere  Ponneln  bequemer  schreiben  zu  können, 
die  Trägheitsmomente  des  Köi^pei-s  um  diese  Axen  durch: 

1 1 1 
ö’  6’  c’ 

so  erhält  mau  auf  diese  Weise  für  die  Bewegung  des  Körpers 
auf  der  starren  Fläche  die  6 Diflerentialgleichungen  1.  O.: 

M[^  - ru^  + qu,)  ==n^  + NI  + R,, 

(24)  ■ 31  - pn^  -F  ru^)  = f/y  -f  Nm  + R^, 

31  ^ — qu^  -f  pn^  = n,  + Nn  + H., 
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^ ^ + i»y  — N-\-  yB,~  zB^, 

("5)  ■ l-  Jf  = (c-  - 

1 % ""  G ” 9^®  + ~ 

Hierin  sind  1,  m,  « durch  die  Formeln  (i8)  als  Functionen  der 
Coordinaten  x,  y,  z des  Berührungspunktes  n definirt,  und  für 
diese  Coordinaten  selbst  überall  die  Werthe  (20)  zu  setzen. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  gegebenen  bewegenden  Kräfte  des 
Körpers  ausser  von  den  absoluten  Lagen  ihrer  Angriffspunkte 
höchstens  nur  noch  von  der  Zeit  t abhängen,  so  können  wir,  da 
umgekehrt  die  1 2 Coefficienten  a,  |3,  y der  3 ersten  Gleichungen 
(i)  sich  nach  (5)  und  (6)  als  blosse  Functionen  der  Coefficienten 
der  Gleichungen  (4)  und  der  als  Functionen  der  Zeit  gegebenen 
Coefficienten  der  3 letzten  Gleichungen  (1)  ausdrücken  lassen, 
die  in  bekannter  Weise  durch  diese  bewegenden  Kräfte  bestimm- 
ten Grössen  77^.,  U^,  77^,  L^,  L^,  L,  stets  als  blosse  Functionen 
der  Coefficienten  der  Gleichungen  (4)  und  der  Zeit  t berechnen. 

Zu  den  6 Differentialgleichungen  (24)  und  (25)  sind  nun 
noch  hinzuzufügen  die  3 Differentialgleichungen  (10),  sowie  die 
y Differentialgleichungen,  die  durch  die  3 Gleichungen  (7)  reprä- 
sentirt  werden,  sodass  wir  zur  Bestimmung  der  Bewegung  des 
Köi^pers  im  Ganzen  18  Differentialgleichungen  i.  0.  erhalten,  ln 
den  12  Differentialgleichungen  (7)  und  (10)  (in  denen  die  Diffe- 
rentialquotienten nach  der  Zeit  durch  Accente  bezeichnet  wurden) 
sind  Pj,  P,j,  Pj  und  f q,  U^,  bekannte  Functionen  der  Zeit  t . 
Unbekannt  und  aus  unseren  18  Differentialgleichungen  als  Func- 
tionen von  / zu  bestimmen  sind  die  18  Variabein: 

(26)  u^,  My,  p,  q,  r,  y^,  y^,  y^,  a^,  a^,  «j,  b^,  b^,  c^,  c,. 

Doch  verlangt  unser  Problem  nicht  die  vollständige  Integration 
der  18  Differentialgleichungen. 

Denn  erstens  sind  die  Eichtungscosinus  b^^  den  b Be- 
dingungsgleichnngen  unterworfen: 

«1  + Oj  + a*  = 1 , b^i\  + b^c^  + bjC,  = 0, 

(27)  b\  + b\  + b\  = 1,  qa,  + Cjaj -f  CaUs  = 0, 

c?  + + «s  = 1)  «1^  + + «3^3  = 9, 

die  particuläre  Integrale  der  9 Differentialgleichungen  ( 7)  sind. 
Und  zweitens  tritt  zu  uusern  Differentialgleichungen  noch  die 
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endliche  Gleichung  (21)  hinzu.  Diese  Berührungsbodingung  aber 
führt  sogleich  auf  eine  lineare  Bedinguugsgleichung  zwischen 
dem  Norinalwiderstande  N und  den  Keibungscomponenten  liy, 

K..  Ditfereutiirt  man  nämlich  die  Gleichung  (21)  nach  t und 
setzt  hierauf  für  die  Ditfereutialquotienten  ihrer  Variabein  die 
Werthe  (loi  und  (j)  ein,  so  ergiebt  sich  eine  in  u.,  p. 

<1,  r lineare  Gleichung: 
dW 

-jt  «V  P.  .'/i,  ffa,  "i,  «s. , 0 = 

zwischen  diesen  6 Variabein,  den  12  Coefticienten  der  Transfor- 
formationsformeln  (4)  und  der  Zeit  t,  und  durch  nochmalige 
Differentiation  entspringt  hieraus  die  Gleichung; 

df‘  — dt  ~ 


Nach  Ausfühnmg  der  Differentiation  geht  aber  diese  letzte  Glei- 
chung in  Folge  der  Gleichungen  (24),  (25),  (10)  und  (7)  eben 
über  in  eine  lineare  Bedingungsgleichung  zwischen  N,  }{., 

deren  Coefficienten  blosse  Functionen  der  Variabein  (26)  und 
der  Zeit  I sind,  und  zwar  in  eine  Bedingungsgleichung,  die  in 
Folge  ihrer  Entstehungsart  die  beiden  Ausgangsgleichungen : 


= 0 und  W = 0 


selbst  zu  particulären  Integralen  unsrer  1 8 Differentialgleichungen 
macht. 

Um  diese  Bedingungsgleichung  wirklich  aufzustellen,  braucht 
man  nur  zu  bedenken,  dass  wogen  der  Identität  (22)  die  beiden 
Gleichungen: 


dW 

ln  ' 


0 und 


d'>P 
dt*  '' 


0. 


sich  ersetzen  lassen  durch  die  beiden  folgenden: 


(28)  m ir,j  -)-  n u\  = 0 , 

(29)  Ih\  -f-  »iM-y  + nic'i  + + m'ir^  + 11' = 0. 


Die  ('omponenten  tr^  ic^,  ic^  der  relativen  Geschwindigkeit,  welche 
der  gerade  berührende  Körjjerpunkt  n gegen  die  berührte  Fläche 
besitzt,  sind  nun  gegeben  durch  die  Formeln  (15)  und  (14). 
Differentiirt  man  diese  Formeln  nach  I,  und  setzt  sodann  für  die 
Differentialquoticnten  der  Variabcln  //j,  H3,  n,,  a^i  • • <3  ihre 

Wei-the  (10)  und  (7)  ein,  so  ergiebt  sich: 
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, dq  dr 
dt  ^ dt  ''dt  + 


du 


dr 


w»  — j J ji  « jt  ’ 

, dU^  ,lj)  ,ig 

“ fit  "dt  ^ dt 


wo  die,  durch  w,  bloss  angedeuteten  und  nicht  ausge- 

schriebenen Gliedersununen  nur  von  den  Variabein  (26)  selbst 
und  der  Zeit  t abhängen. 

Substituirt  man  hierin  für  die  Differentialquotienten  von 
“y'  Pj  9>  Werthe  aus  (24)  und  (25),  und  führt  die 

Abkürzungen  ein: 


(30) 


«11  — + cy’  -t-  bz^,  «g,  = o,,  = — nyz, 

«iS  ,1/  + «-*  + "31  — "is  — b^x, 

1 , 

as3  = + foj*  + rt.f/%  . — cxi/, 

~ + (le  nx)  hz  — (mx  — ly)  cy. 


— t / 


— ly)  cx  — (« y — mz)  az, 


^ + («y  — mz)  ay  — {Iz  — nx)  hx, 

so  erhält  man: 


( iCjc  --  a^^l{^  + a,j/<y  + «18-R,  + + •ffj, 

(3>j  Iwy  = «21 + «n^y  + «n^i  + 9y^"  + ^y' 

\w[  = Ojl-^x  + «Zi^y  + "ss^j  + 
wo  in  den  Zeichen  O,  di«  Summen  aller  der  Glieder  zu- 

sammengefasst  wurden,  die  frei  von  Reibung  und  Normalwider- 
staud  sind  und  nur  von  der  Zeit  und  den  Variabein  (26)  ab- 
bäugen. 

Setzt  man  diese  Werthe  nebst  den  Werthen  (15)  von  tc^, 
11'^.  IC,  selbst  in  die  Bedingungsgleichung  (29)  ein,  und  beachtet 
dass  man  nach  (30)  auch  schreiben  kann: 


(y-) 


p,,  = a,j/  -h  a,j  m -f  0,3», 
Py  ^ <Uil  -f-  rtjjWf  4-  «23 ’G 
a-ji'  + "ss”'  + "33«) 
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SO  erhält  man  die  gesuchte  Bedingungsgleichung  zwischen  R^ 
ifj,  N zunächst  in  der  Form: 

+ ?y-Ry  + + QQx  + »»Py  + + ^ = 0 

und  hierin  ist,  weil  die  in  >n',  n auftretenden  Differential- 
quotienten  der  Coordinaten  x,  y,  « des  Berührungspunktes  mit- 
telst der  Gleichungen  (20),  (10)  und  (7)  sich  gleichfalls  als 
blosse  Functionen  der  Zeit  und  der  Variabein  (26)  ausdrücken 
lassen,  auch: 

(33)  '9'  = + »M'ö’y  + W'®’,  + + »w^'®y  + n 

eine  blosse  Function  dieser  Variabein  und  der  Zeit  t ist. 

Setzt  man  weiter: 


, ^ l , m n 

(34j  Pi  = I ®x>  Py  — ' ®y’  ~ S 

und  bedenkt,  dass 

(35)  l*  + m*  + n*~l 

ist,  so  erhält  man: 

(36)  lQ^  + mQ^  + nQ^  = ^+la^  + ma^  + na^, 


und  wegen  der  Bedingungsgleichung  (23),  der  die  Reibungscom- 
ponenten  unterworfen  sind: 

9x^x  + Py®y  + Px-ßj  = + OffHy  + ffj-Rx- 

Nach  (30)  und  (34)  ist  überdies: 


(37j 

also: 


I = (h  — nx)  he  — (»la;  — ly)  cy, 

I Gy  (mx  — ly)  cx  — (ny  — me)  ae, 
I ö,  = (ny  — me)  ay  — (le  — nx)  hx. 


(38) ^ö_,,+  »»öj,  + w<jj=a(n.v— «x)*-j-c(nia;— /y)*='ß' 

Daher  können  wir  die  erhaltene  Bedingungsgleichung  zwischen 
R^,  Ry,  i?,,  N schliesslich  auch  so  schreiben: 

(39)  CzK  + «Ty-ßy  + + (^+Si)y+&=0.  - 

Bevor  ich  weiter  gehe,  schalte  ich  hier  eine  Bemerkung  ein, 
die  uns  erst  später  von  Nutzen  sein  wird.  Bezeichnet  man  durch 
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2 (l,  m,  n)  die  ganze  homogene  Function  zweiten  Grades  der 

Variabein  l,  m,  n: 

(40)  2ip(l, m,n)=a^^  ?*+  a^j  »«*+  «*+  2 a^j »«  n + 2 + 2 a,g / w, 

so  kann  man  die  Formeln  (32)  schreiben: 

(41)  = 

und  erhält  daher  aus  (34)  und  (38),  wenn  man  von  der  Bedin- 

gung  (35)  ganz  absieht,  also  1,  »i,  n als  ganz  willkürliche  Va- 
riable auffasst: 

(42)  2’4>(I,  m,  n) 

= ^(1*  + w*  + n^)  + a{ny  — msy-\-b(lz  -\-n  xY  c(mx  — lyy. 


Als  reciproke  Trägheitsmomente  sind  aber  die  Constanten  a,  b,  c 
stets  positiv,  die  Formel  lehrt  also,  dass  2 ■41(1,  m,  n)  eine  definit 
positive  Form  zweiten  Grades  ist.  — 

Solange  nun  die  relative  Geschwindigkeit: 

w ~ + «’f 

des  berührenden  Köiperpunktes  gegen  seine  Unterlage  >■  0 bleibt, 
haben  nach  Satz  IV  die  Reibungscomponenten  die  Werthe: 

(43)  -Rx  = — ~ 

worin  « = it  1 ist,  tiV>  0 sein  muss,  und: 


(44) 


w ’ 


die  Bichtuugscosiuus  der  Geschwindigkeit  «•  gegen  die  Sebwer- 
punktshauptaxen , nach  (15),  (20)  und  (20')  wiederum  blosse 
Functionen  von  t und  von  den  Variabein  (26)  sind. 

Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  der  Reibungscomponenten 
geht  die  Bedingungsgleichung  (3g)  über  in  die  Gleichung: 

(45)  j i + + «.-IJ  1 -V  + ^ = 0, 

die  nunmehr  den  normalen  Widerstand  N als  Function  der  Va- 
riabein (26),  der  Zeit  t und  des  Zeichens  r bestimmt.  Hat  man 
dies  Zeichen  selbst  aus  der  Forderung  «W  > 0 bestimmt,  so  liefert 
schliesslich  die  Substitution  des  erhaltenen  Werthes  von  jV  in 
die  Werthe  (43)  von  Jfy,  und  mit  diesen  in  die  Glei- 
chungen (24)  und  (25)  diejenigen  6 Differentialgleichungen,  welche 
zusammen  mit  den  12  Differentialgleichungen  (10)  und  (7)  die 

20* 
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Bewegung  unsres  Körpers  auf  der  starren  Fläche  bestimmen,  so- 
lange die  Geschwindigkeit  w > Ü bleibt,  oder  solange  der  Körper 
auf  der  Fläche  gleitet.  Nach  dem  Vorhergehenden  wird  aber 
diese  Bewegung  nicht  durch  die  vollständigen,  sondern  durch  die- 
jenigen Lösungen  der  1 8 Differentialgleichungen  dargestellt, 
welche  den  8 particulären  Integralen  (27),  (28)  und  (21)  ge- 
nügen. — 

Hierbei  ist  aber  eines  nicht  ausser  Acht  zu  lassen.  Das 
eben  Gesagte  ist  wesentlich  an  unsere  Veraussetzung  gebunden, 
dass  der  Körper  gezwungen  ist,  auf  der  starren  Fläche  zu  bleiben, 
es  muss  dagegen  modificirt  werden,  wenn  der  Körper  auf  der 
Fläche  nur  aufliegt  und  eventuell  dieselbe  also  auch  nach  iJirer 
äusseren  Seite  hin  eu  vadassen  vermag.  Dann  nämlich  muss  der 
Normalwiderstand  N der  starren  Fläche  beständig  im  Sinne  der 
innern  Normalen  der  Körperoberfläche  wirken,  hei  unsrer  Zeichen- 
festsetzuug  also  beständig  bleiben,  wenn  der  Körper  auf 

der  Fläche  bleiben  soll.  In  einem  Momente  dagegen,  wo  A* 
durch  Null  ins  Negative  übergeht,  trennt  sich  der  Körper  von 
der  Fläche  und  fängt  an,  sich  frei  im  Raume  zu  bewegen,  womit 
natürlich  zugleich  unsere  Differentialgleichungen  ihre  Gültigkeit 
verlieren. 

Will  man  diesen  Fall  behandeln,  der  ja  im  Grunde  viel 
natürlicher  ist,  als  der  von  uns  betrachtete,  so  muss  man  für  die 
Bewegung  des  Körpers  auf  der  Fläche  immer: 

(46)  A'  > ü und  damit  £ = -t-  1 

verlangen.  Allerdings  fällt  hierdmeh  eine  Schwierigkeit,  die  Be- 
stimmung des  Zeichens  £ von  vornherein  weg,  aber  dafür  w'erdeu 
auch  alle  Schlüsse  über  die  verschiedenen  möglichen  Be-wegungs- 
phasen  des  Körpers  auf  der  Fläche  hinfällig,  sooft  sich  in  dem 
betrefl’enden  Momente  ein  negativer  VVerth  von  Af  ergiebt,  und 
das  immer  hinzufügen  zu  müssen,  ei-schwert  es  erheblich,  die 
Resultate  kurz  und  doch  auch  gleichzeitig  vollständig  zu  formu- 
liren.  Die  Sätze  gestalten  sich  entschieden  weit  einfacher  und 
übersichtlicher  für  den  an  die  Fläche  gebundenen  Körper,  als  für 
den  nur  auf  dieselbe  gelegten,  und  das  ist  eben  auch  der  Grund, 
weshalb  ich  an  der  ersten  Voraussetzung  festhalte.  Man  braucht 
ja  überdies  im  zweiten  Falle  nur  immer  die  Bedingung  (4b)  ini 
Auge  zu  behalten,  um  sofort  zu  erkennen,  wie  die  Resultate  des 
ersten  Falles  zu  modificiren  sind. 
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§ 7- 

Brstimiuan^  des  ZeirhenK  e and  Ermittelung  aller  der  Körper, 
für  welche  der  Normalwider«<tand  der  Unterlage  nnabliän^i^  von  der 
Reibnuj;  wird. 

Damit  die  Forderung  t 0 das  Zeichen  t bestimme,  muss 
nach  (45): 

(47)  + + 

sein.  In  dieser  Ungleichung  treten  die  Richtungscosinus  k^,  k^ 
der  relativen  Geschwindigkeit  des  berührenden  Körperpunktes  tc 
gegen  die  bewegte  Fläche  nur  rechter  Hand  auf,  und  nach  (37) 
und  (38)  gehen  in  ihr  von  variabeln  Grössen  sonst  nur  noch 
die  Coordinaten  x,  y,  z dieses  Punktes  ein.  Nach  (44)  und  (28) 
aber  sind  A^,  A^,  A^  den  beiden  Bedingungen  unterworfen: 

|/A^+ »lA^  + «A,  - U, 

iA?+  kl+  Af-1. 

Setzt  man  daher: 

Fht cr^A^+  a^k^  + o.A^  — yOk^  + ‘ ^2 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Wertlio  von  A^,  A^,  A.,  welche 
bei  gegebener  Lage  des  Punktes  x,  y,  z die  Summe: 

(“) 

zu  einem  Maximum  oder  Minimum  macheu,  die  3 Gleichungen: 
F’k^^a^—yl  — vA_^  = 0, 

F'l^  = Gy  — g»»  — cAj,  =>  0, 

F'k,  = ö,  — yn  — vk^  = 0, 

die  ausser  A^.,  A^^,  A^  noch  die  beiden  neuen  Unbekannten  ft  und  v 
enthalten.  Diese  Gleichungen  ergeben  zunächst  in  Folge  der 
Bedingungsgleichungen  (48); 

W = ") 

?<j^  + wö,  + «ff,  = y, 

und  sodann  wegen  der  letzten  Gleichung  weiter: 

V*  = (ff^  — yfy  + (ffy  — ym)-  + (a^  — ft«)* 

= ffl  + ff*  + ff?  — Offx  + ”'ffy  + «ffj% 
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oder  wenn  man  die  3 ersten  Glieder  mit  «*  = 1 mul- 

tiplicirt: 

(y)  »'*  - («»»  - "'O*  + 0«.  - «O*  + 

üeberdies  ist: 

/•"AA  . F"X^X^  = 

und  alle  übrigen  zweiten  partiellen  Differentialquotienten  von  F 
nach  Aj.,  A^,  A_.  sind  Null.  Bei  gegebenem  ar,  y,  £ besitzt  somit 
die  Summe  (a)  nur  ein  Maximum  und  auch  nur  ein  Minimum, 
und  zwar  ist,  wenn  man  unter  v die  positive  Quadratwurzel 
aus  der  rechten  Seite  der  Formel  (y)  versteht,  das  Maximum 
= V und  das  Minimum  = — v.  Daher  ist  /"‘v*  der  grös.ste 
Werth,  den  die  rechte  Seite  der  Ungleichung  (47)  bei  gegebener 
Lage  des  Berührungspunktes  n zu  erreichen  vermag. 

Soll  daher  diese  Ungleichung  für  jede  Lage  des  Berührungs- 
punktes auf  der  Körperoberfläche  und  für  jede  mögliche  Rich- 
tung der  relativen  Geschwindigkeit  w erfüllt  sein,  so  muss  noth- 
wendig  der  Reibungscoefßcient  f kleiner  sein,  als  der  kleinste 
Werth,  den  der  positive  Bruch: 


(49) 


M 


-f  a 


>/(n. 


<y  — miTj)*  -j-  (la,  — nor)'  -f  (mcr  — lgy)‘ 


oder  nach  (18)  und  (37),  wenn  man  unter  0^,  0^,  0^,  ß diejenigen 
Ausdrücke  versteht,  die  aus  0^,  0^,  0,,  Sl  durch  Vertauschung 
von  /,  »I,  n mit  <p'x,  <p'y,  tp'n  entspringen,  den  der  Bruch: 

+ («p'y)’  -f  (qp'«)’]  + 

— ff, <p'p)*  -j-  — axff'zY  4-  (£xf'y  — äytp'xY 


in  Folge  der  Gleichung  ip(x,y,z)  — 0 der  Körperoberfläche  an- 
zunehmen vermag. 

Falls  also  nicht  etwa  der  Nenner  dieses  Bruches  vermöge 
dieser  Gleichung  identisch  verschwindet,  schreibt  immer  die 
Forderung,  dcTss  die  Bedingung  s2\T>0  das  Zeichen  £ bestimmen 
soll,  dem  Reibungscoeflicienten  f eine  obere  Grenze  vor,  die  der- 
selbe nicht  überschreiten  darf.  Solange  er  unter  dieser  Grenze 
bleibt,  kann  man  dem  berührenden  Körperpunkte  jede  beliebige 
Anfangslage  auf  der  Körperoberfläche  sowohl  als  auch  auf  der 
starren  Fläche  und  seiner  relativen  Geschwindigkeit  tc  jede  be- 
liebige tangentiale  .\nfangsrichtung  vorschreiben,  immer  wird 
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durch  den  gegebenen  Änfangszustand  das  Zeichen  t und  damit 
auch  die  Bewegung  des  Körpers  auf  der  Flache , solange  /r  > 0 
bleibt,  eindeutig  bestimmt.  Ist  dagegen  f grösser  als  jene  untere 
Grenze,  so  kann  man  den  Anfangszustand  des  Körpers  bald  so 
wählen , dass  die  Beding^g  0 das  Zeichen  t unbestimmt 

lässt  und  daher  dem  Körper  zwei  verschiedene  Gleitungs- 
bewegungen offen  stehen,  und  bald  wieder  auch  so,  dass  eN  <C.O 
bleibt  für  jedes  Zeichen  c und  damit  der  gewählte  Anfangs- 
zustand des  Körpers  selbst  sich  als  unmöglich  herausstellt. 

Ganz  anders  dagegen  verhält  sich  die  Sache  in  dem  vorhin 
ausgenommenen  besonderen  Falle,  indem  dann  der  Normalwider- 
stand N überhaupt  unabhängig  von  f und  also  auch  von  r wird. 

In  der  That,  soll  der  Nenner  des  Bruches  (4g)  verschwinden, 
so  muss: 

{50)  na^  — ma^  ==  — na^  ^ — la^  — 0 

werden.  Da  aber  nach  (38) 

-f  ma^  4-  w«,  ü 

ist,  so  verlangt  dies: 

(51)  <s^  = Sll,  a^  = Slm,  a^  = Sln, 

wobei  ich  einer  späteren  Anwendung  halber  gleich  hinzufügen 
will,  dass  man  diese  3 Gleichungen  auch  ersetzen  kann  durch 
die  folgenden: 

(51)  1 = ffip'/,  m = a^'m,  w = oip'w; 

denn  diese  ergeben  nach  (42)  und  (38) 

1 + 


und  fallen  daher  zusammen  mit  den  Gleichungen,  welche  sich 
nach  (34)  für  p^,  p,  oder  i/i'/,  t/i'»«,  1/1'n  aus  (51)  ergeben, 
üeberdies  unterliegen  der  Bedingung 

(28')  -f  miy  4-  nX^  — 0, 

also  ziehen  die  Bedingungen  (51)  die  Gleichung  nach  sich 


ln  Folge  dieser  aber  liefert  die  Gleichung  (45)  für  N den  von  ef 
freien  Werth: 


(52) 


.V== 


1 

3/ 


9 

4-  a 
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und  die  Forderung  £iV>0  bestimmt  also  (ausser,  wenn  etwj 
gerade  •S’  = 0 sein  sollte)  stets  das  Zeichen  e,  wie  gross  auch 
der  Reibungscoel'ficient  angenommen  werden  mag. 

Umgekehrt  führt  die  Forderung,  dass  die  Gleichung  (45)  .V 
stets  unabhängig  von  f ergehen  solle,  wrieder  zu  dem  Eesxdtate, 
dass  die  Gleichimgen  (51)  eine  blosse  Folge  der  Gleichung  (161 
der  Körperoherfläcbe  sein  müssen. 

Denn  in  jedem  gegebenen  einzelnen  Augenblicke,  den  mai 
ja  immer  als  den  Anfangsmoment  der  Gleitungsbewegung  des 
Körpers  betrachten  kann,  sind  die  Richtungscosinus  der  relativen 
Geschwindigkeit  w nur  den  beiden  Bedingungen  (48)  unterworfen 
und  von  diesen  kommt  die  zweite  nicht  in  Betracht,  sooft  es 
sich  um  das  Verschwunden  einer  linearen  homogenen  Fimction 
dieser  Richtungscosinus  handelt.  Soll  daher  die  Gleichung  (45)  in 
jedem  gegebenen  Momente  und  bei  jeder  zulässigen  Annahme 
über  den  augenblicklichen  Bewegungszustand  des  Körpers  den 
Normahvidei'stand  N frei  von  f ergeben,  so  muss  die  Summe  [a] 
für  alle  beliebigen  Werthe  von  verschwinden,  die  der 

Gleichung  (28')  genügen,  und  das  verlangt  eben  wrieder,  dass 
die  Gleichungen  (50)  und  damit  auch  die  Gleichungen  (51)  eine 
blosse  Folge  der  Gleichung  (16)  sein  müssen. 

Da  überdies  naeh  (23)  die  Reibungscomponenten  /f^,  B. 
an  dieselbe  Gleichung  (28')  gebunden  sind,  wie  die  Richtungs- 
cosinus iy,  Aj,  so  zeigt  die  allgemeine  Formel  (39),  dass, 

sooft  diese  Forderung  erfüllt  ist,  der  Normal  widerstand  A’  über- 
haupt immer  den  von  der  Reibung  unabhängigen  Werth  (52) 
annimmt,  gleichviel  welches  Gesetz  man  für  die  Reibung  zn 
Grunde  legen  mag. 

Setzen  wir  für  a^,  ihre  Werthe  (37)  ein,  so  hat  sich 

somit  ergeben: 

Damit  der  Normalwiderstand  stets  unabhängig  von  der 
Reibung  sei,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  3 Gleichungen: 

i{le  — nx)hz  — (mx -- hj)cij  = Ul, 

(53)  Umx  — ly)cx  —('«»/  — mz)az  = Um, 

l(n^  — mz)ay  — {Iz  — nx)bx  = Un, 

(Gleichungen,  die  man  auch  ersetzen  kann  durch  die  3 Glei- 
chungen (5 1 '))  eine  blosse  Folge  der  Gleichung  der  Körperober- 
Häche  werden.  Aus  diesen  Gleichungen  aber  folgt,  wenn  man 
sie  mit  x,  if,  z,  resp.  mit: 
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a(nij  — niz),  h(lz  — iix),  c{mx  — ly) 

multiplicirt  und  addirt: 

0 = Sl[lx  + my  + nz'),  und; 

0 = ü [atijny  — mz')  + bm(Jz  — nx)  + cn(mx  — ly) ) , 
sie  verlangen  daher  entweder: 

= 0, 

oder  aber  gleichzeitig: 

(Ix  + my  + nz  = 0, 

\al(ny  — mz)  + bm(lz  — nx)  + cniynx  — ly)  — 0. 

Nach  (38)  zerfällt  die  Gleichung  = 0 in  die  3 Gleichungen: 
(55)  ny  — mz  = 0^  Iz  — t?a;  = 0,  r»x  — ly  = 0, 

welche  die  Gleichungen  (53)  identisch  erfüllen,  und  von  denen 
zwei  schon  die  dritte  nach  sich  ziehen,  und  ebenso  ergeben  sich, 
wie  schon  unmittelbar  daraus  folgt,  dass  auch  die  ursprünglichen 
Gleichungen  (50)  sich  auf  zwei  Gleichungen  reduciren,  aus  den 
beiden  Gleichungen  (54)  umgekehrt  wieder  die  Gleichungen  (53). 

Ersetzt  man  nun  die  Gleichung  (16)  der  Köq^eroberflüche 
durch  ihre  Auflösung  z = z(x,  y),  so  werden  die  Richtungs- 
cosinus /,  «I,  n der  Nonnale  proportional  mit 
8z  dz  _ 

dx'  dy' 

Die  Forderungen  (55)  schreiben  also  dieser  Auflösung  die  beiden 
jrartiellen  Differentialgleichungen  vor: 

I rv  ^^1  n 

^Tx  + ^ = 0,  + 0, 

d.  h.  sie  verlangen,  dass  die  Gleichung  der  Körperoberfläche  die 
Form  besitze: 

+ !/*  + ^*  = const. 

Die  Axen  x,  y,  z aber  waren  die  Schworpunktshanptaxen  des 
Körpers.  Die  Forderung  eines  von  der  Reibung  unabhängigen 
Normalwiderstandes  wird  also  einmal  erfüllt,  sooft  der  Körper 
eine  solche  Kugel  ist,  deren  Schwerpunkt  im  Mittelpunkte  liegt. 

Sie  wird  ausserdem  aber  noch  erfüllt,  sooft  die  Gleichung 
der  Körperoberfläche  die  beiden  Gleichungen  (54)  nach  sich 
zieht,  ihre  Auflösung  z = z{x,y)  also  eine  gemeinsame  Lösung 
der  beiden  partiellen  Differentialgleichungen  ist: 
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(54') 

Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  ist  die  allgemeine  partielle 
DifiFerentialgleichung  der  Kegel,  deren  Spitze  mit  dem  Anfangs- 
punkte S der  Coordinaten  x,  y,  z,  also  mit  dem  Schwerpunkte 
der  Kegel  zusammenfBllt.  Ein  Kegel  aber,  dessen  Schwerpunkt 
zugleich  seine  Spitze  ist,  muss  nothwendig  ein  Doppelkegel  sein, 
und  kann  daher  gar  nicht  als  ein  einziger,  svirklich  starr 
zusammenhängender  Körper  gelten.  *)  Es  kann  somit  nur  noch 
die  Ausartung  des  Kegels  in  eine  durch  S gehende  Ebene,  d.  h. 
der  Fall  in  Betracht  kommen,  wo  der  Körper  sich  auf  eine 
Scheibe  reducirt.  Die  Scheibenebene  ist  überdies  immer  eine  der 
drei  Schwerpunktshauptebenen  der  Scheibe  und  kann  daher 
geradezu  etwa  zur  ari/'Ebene  des  Axensystems  Sxyz  genommen 
werden.  Hierdurch  erhält  die  Scheibenfläche  die  Gleichung  / = 0 
und  diese  befriedigt  ofienbar  gleichzeitig  die  beiden  partiellen 
Differentialgleichungen  (54').  Wir  sehen  demnach: 

Bei  der  Bcicegung  auf  starrer  Fläche  besitzen,  und  zwar  gleich- 
riel  ob  die  Fläche  ruht  oder  selbst  in  gegebener  Betvegung  begriffen 
ist,  unter  Voraussetzung  bloss  einpunktiger  Berührung  (von  Fläche 
auf  Fläche)  nur  diejenigen  Kugeln,  deren  Schwerpunkt  in  den  Mittel- 
punkt fällt,  und  (unter  Vernachlässigung  ihrer  Dicke)  die  Scheiben 
die  Eigenschaft,  dass  der  normale  Widerstand,  den  sie  von  der 
starren  Fläche  erfahren,  stets  unabhängig  ist  von  der  Beibung. 

Der  in  Parenthese  gemachte  Zusatz  „von  Fläche  auf  Fläche“; 
der  zunächst  nur  daran  erinnern  sollte,  dass  wir  eben  immer 
nur  Berührung  von  Fläche  mit  Fläche  in  Betracht  gezogen  haben, 

i)  Die  beiden  partiellen  Differentialgleichungen  (54')  können,  fall* 
nicht  a = & = c ist,  und  damit  die  zweite  Gleichung  eine  Identität 
wird,  nur  eine  T.iösung  mit  höchstens  einer  willkürlichen  Constante 
gemein  haben,  und  man  sieht  sofort,  dass  die  Annahme 

r’  = d,  X*  + d,  y’ 

beiden  Gleichungen  genügt,  sobald  man  ihre  beiden  willkürlichen 
Constanten  d,  und  d,  der  Bedingung  unterwirft 

(a  — 6)d,  d,  = (h  — c)d,  + (c  — a)d, . 

Die  beiden  Gleichungen  (54')  führen  also  auf  die  hierdurch  definirte 
Schaar  von  oc'  Kegel  zweiten  Grades. 


dz 

^rx^y 


dz 

dy 


1 1«  - = (6  - c)x^  + (c  - a)y|i  • 
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und  daher  nicht  ohne  Weiteres  berechtigt  sind,  unsre  Resultate 
auf  den  Fall  eines  Körpers  zu  übertragen,  der  mit  einer  Spitze 
oder  mit  einer  Kante  auf  starrer  Fläche  sich  fortbewegt,  kann 
aber  nachträglich  auch  ganz  weggelassen  werden.  Denn  man 
braucht  nur  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  anzusetzen 
z.  B für  einen  schweren  homogenen  Stab,  der  mit  einem  Ende, 
sowie  für  eine  ebensolche  Kreisscheibe,  die  mit  ihrem  Rande  auf 
einer  festen  Horizontalebene  gleitet,  um  sofort  zu  übersehen,  dass 
bei  solchem  Gleiten  der  normale  Widerstand  der  starren  Fläche 
niemals  für  jeden  gegebenen  Anfangszn.stand  des  Körpers  imab- 
hängig  von  der  Reibung  wird. 

Lässt  man  dagegen  die  Breite  der  Scheibe  mehr  und  mehr 
abnehmen,  bis  die  Scheibe  schliesslich  in  einen  Stab  degenerirt, 
so  erhellt,  dass  auch  für  einen  solchen,  solange  er  mit  seiner 
Längsrichtung  auf  der  starren  Fläche  gleitet,  der  normale  Wider- 
stand unabhängig  von  der  Reibung  sein  muss.  Desgleichen  kommt 
es  bei  einem  Körper,  dessen  Begrenzung  von  verschiedenen  Flächen 
gebildet  wird,  in  allem  Vorhergehenden  immer  nur  darauf  an,  mit 
welcher  von  diesen  Flächen  er  die  Unterlage  berührt.  In  unserem 
Satze  liegt  daher  unmittelbar  noch,  dass  ebenso  wie  für  diejenigen 
Vollkugeln,  die  ihren  Schwerpunkt  im  Mittelpunkt  haben,  auch 
für  jeden  Körper,  der  theilweise  von  einer  Kugelfläche  begrenzt 
wird,  und  dessen  Schwerpunkt  mit  dem  Mittelpunkte  dieser 
Kugel  zusammenfällt,  der  Normalwiderstand  unabhängig  von  der 
Reibung  bleibt,  solange  der  Körper  mit  der  Kugelfläche  auf  der 
Unterlage  gleitet.  — 

Unsere  Differentialgleichungen  lassen  sich  sofort  und  ohne 
jede  neue  Rechnung  ausdehnen  auf  die  gegenseitige  Bewegung 
zweier  Körper,  die  auf  einander  gleiten  und  sich  dabei  immer  nur 
einpunkiig  berühren.  Man  braucht  zu  dem  Ende  nur  die  Schwer- 
punktshauptaxen  des  zweiten  Körpers  zu  den  Axen  x,,a:,,a’3  zu 
nehmen.  Dann  bleiben  allerdings  die  Grössen  rr,r„r3,p„p„p, 
nicht  mehr  gegebene  Functionen  der  Zeit  t,  sondern  werden  jetzt 
vielmehr  neue  Unbekannte.  Zu  ihrer  Bestimmung  dient  aber 
dasjenige  System  von  6 Differentialgleichungen  erster  Ordnung, 
welches  für  den  zweiten  Körper  dieselbe  Rolle  spielt,  wie  die 
Gleichungen  (24)  und  (25)  für  den  ersten.  Fügt  man  ausserdem 
unsem  18  Differentialgleichungen  (7),  (10),  (24),  (25)  noch  hinzu  die 
3 Differentialgleichungen  (8)  und  die  g Differentialgleichungen  (2), 
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SO  erhält  man  im  ganzen  36  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
zur  gleichzeitigen  Bestimmung  der  18  alten  Unbekannten  (26) 
und  der  18  neuen: 

r D ^'^31  ^21  ^31  “1  yi  ^‘1  ) *^3'  ft  > ^2>  ^3  > 1 ^2)  J’S' 

und  zu  diesen  36  Gleichungen  treten  als  neue  vorgeschriebenc 
particuläre  Integrale  selbst  wieder  hinzu  die  6 Bedin^ngs- 
gleichungen  zwischen  den  y Eichtuugscosinus  a^,  ft,  y*.  Nach  dem 
Princip  der  Gleichheit  von  Actio  und  lleactio  sind  überdies  die 
Widerstandskräfte,  welche  die  beiden  Körper  im  Berührungspunkte 
auf  einander  ausüben,  gleich  und  entgegengesetzt.  In  den  6 
neuen  Gleichungen  (24)  und  (25)  treten  also  derselbe  Normal- 
widerstand  und  dieselbe  Reibungskraft  auf,  wie  in  den  alten, 
nur  in  entgegengesetzter  Richtung  und  in  ihren  Componenten 
nach  den  Schwerpunktshauptaxen  des  zweiten  Körpers. 

Fragt  man  sich  nun  aber  auch  in  diesem  Falle,  wann  der 
normale  Wideretand  der  beiden  Körper  gegen  einander  unabhängig 
von  der  Reibung  wird,  so  erhält  man  zwar  wiederum  3 den 
Gleichungen  (53)  analog  gebaute  Bedingungen,  und  diese  lassen  im 
Besonderen  sofort  erkennen,  dass  auch  bei  der  gegenseitigen  Be- 
wegung zweier  Kugeln  auf  einander,  so  oft  ihre  Schwerpunkte  mit 
den  Mittelpunkten  zusammenfallen,  und  ebenso  bei  der  Bew'egung 
einer  solchen  Kugel  und  einer  Scheibe  auf  einander,  der  gegen- 
seitige Normalwiderstand  stets  unabhängig  ist  von  der  Reibung. 
Aber  diese  Bedingungen  enthalten  ausser  den  Coordinaten  des 
Berährungspunktes  und  den  Richtungscosinus  der  Berührungs- 
normalen in  Bezug  auf  die  Schwerpunktshauptaxen  der  beiden 
Körper  auch  noch  die  Richtungscosinus  a»,  i»,,  c,  dieser  beiderlei 
Axen  gegen  einander,  und  daher  scheint  es  mir  sehr  fraglich,  ob 
man  aus  ihnen  überhaupt  allgemeine  Resultate  über  die  Formen 
der  beiden  Körper  wird  gewinnen  können.  — 

§ 8. 

Die  Reibung  in  Rahe  nnd  die  Differentialgleichungen  des  Rollens. 

Gehen  wir  nunmehr  aber  wieder  zurück  zum  allgemeinen 
Falle,  wo  also  der  Normalwiderstand  auch  abhängig  sein  kann 
von  der  Reibung,  und  fassen  jetzt  einen  solchen  Moment  / = 
ins  Auge,  in  wlrhcm  die  relative  Gesehwindigkeit  w des  gerade 
berührenden  Körperputtkics  gegen  die  starre  Fläche  Null  ist,  in 
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welchem  also  ir^,  ir^,  ir^  sämmtlich  verschwinden,  und  die  Be- 
dingongsgleichung  (29J  sich  auf: 

(29')  Itfx  mtrl  + nie',  = 0 

reducLrt. 

Sollen  dann  diese  Geschwindigkeitscomponenten  nicht  bloss 
augenblicklich  Null  sein,  sondern  auch  wenigstens  eine  Zeit  lang 
Null  bleiben,  soll  also  der  Körpir  im  Momente  t^  zu  rollen  be- 
ginnen, so  müssen  nothwendig  auch  ihre  ersten  Differential- 
quotienten icj,  K'y,  in  diesem  Momente  verschwinden.  Nach 
(Ji)  und  (23)  müssen  daher  die  augenblicklichen  Wertlie  /Go, 
/?yo,  Hxo  Md  N”o  der  Reibungscomponenten  ]{^,  H,  und  des 
Normalwiderstands  2^  den  4 linearen  Gleichungen  genügen: 

<*11-Ri0  + UiflifO  + + Pi-No  -f  ■ffx  = 0, 

“Sl^iO+  asS-KiO+  0, 

Ö31  llxu  + OuRyo  -|-  aiijR,o  + p,  A’o  + ^»  =•  0, 

l/Go"f"  ni  Hyu  -b  w /Gu  “ 0. 

Die  Determinante  dieser  Gleichungen: 

(57)  Do=  I Oll  an  «IS  px 

«si  «28  «23  Py 

«31  «32  «.33  Pi  ' 

l >11  11  0 j 

reducirt  sich  in  Folge  der  Fonuelii  (32)  auf: 


III 

1 o„ 

«12 

«15 

'»1 

— 

«11 

«12 

«13 

«21 

«22 

0 

1 «21 

«22 

«23  i 

«31 

«32 

0 

«31 

«32 

«33  ^ 

/ 

m 

u 

— 1 

und  wenn  man  für  die  Elemente  a,x  ihre  Werthe  (30)  einsetzt, 
findet  man  durch  Ausrechnung  der  Determinante  rechts: 

(57')  ^>0 ^ — ,i/{ + M f(''  + (<■  + «)r  + («  + 

•f  bcx^-\-  C(iy*-\-  abz*-\- ai  b-\-c)y-z--\-b{r-]-a}s-x^-\-c(n-\-b)x^y- ) . 

Da  die  Constanten  a,b,c  stets  positiv  sind,  so  kann  hiernach 
die  Determinante  niemals  veischwiiideu,  und  diu  Gleii  hungeii  (5b) 
bestimmen  folglich  stets  ihre  4 Unbekannten  /Go,  7*‘yo,  /^.-o,  A'o 
eindeutig  als  Functionen  der  Zeit  t und  der  18  Variabein  (26j. 
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Wenn  Reibungscomponenten  und  Normalwiderstand  vom 
Momente  tg  an  beständig  diese  Werthe  iJiO)  -RyOi  -Kao  >md  So 
beibehielten,  so  würden  die  Differentialquotienten  «v,  te',  und 
mit  ihnen,  da  sie  nach  Voraussetzung  in  diesem  Momente  Null 
sind,  auch  die  Geschwindigkeitscomponenten  ic^,  selbst  be- 
ständig Null  bleiben.  Es  würde  dann  also  vom  Momente  /g  an 
die  Bewegung  des  Körpers  auf  der  starren  Fläche  in  ein  reines 
Hollen  übergehen. 

Um  die  Differentialgleichungen  dieser  Rollbewegung  zu  er- 
halten, braucht  man  daher  nur  in  den  Gleichungen  (24)  und  (25) 

Hx  ~ Hxo , Hy  = HyQ , Hj  — HtOj  S = Ao 

zu  setzen.  In  Folge  der  Bestimmung  von  HxUi  HyOi  ^0  d"' 
halten  hierdurch  aber  unsre  18  Differentialgleichungen  die  3 
Integrale: 

= const , Wy  = const , ir^  = const 
und  nach  ( 1 5)  bestimmen  diese  3 Integrale  die  3 Variabein 


als  Functionen  der  Zeit  / und  der  15  Variabein: 

(58)  P,  q,  r,  (7,,  r/j,  c/s,  a^,  o,,  «3,  h,,  b^,  b,,  Cj,  c^,  Cs- 

Ueberdies  haben  in  der  Rollbewegung  die  Integrationsconstanten 
dieser  3 Integrale  den  gemeinsamen  Werth  Null.  Daraus  folgt 
unmittelhar,  dass  die  JPifferenüalgleidiungen  des  Rollens  sich  redu- 
ciren  auf  diejenigen  15  DifferenHcdgleichungen  erster  Ordnung 
mischen  den  Variabeln  (58)  und  der  Zeit  t,  die  man  erhält,  wenn 
man  aus  den  3 Gleichungen  (10),  sowie  aus  den  Auflösungen 
Hxo,  Hyo,  SfO,  Nu  der  Gleichungen  (56),  also  aus  den  Grössen 
Oy,  die  Variabein  ti^.,  durch  die  3 mittelst  der 

Formeln  (15)  gebildeten  Gleichungen 

- 0,  Wy  = 0,  = 0 

eliminirt,  mit  diesen  Wertheu  von  Hxo,  Nyo,  H^u,  iVg  die  3 
Differentialgleichungen  bildet: 


•59) 


d7  “ (i  ~ c) JVg  + 1/ -zRyy , 

S dt  = {7  - a)  . 

.7  S = (i  - 7)^3  + ^^.  + -yK.o, 
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und  endlich  noch  die  g Gleichungen  (7)  hinzufügt;  und  diese 
1 5 Differentialgleichungen  sind  dann  zu  integriren  unter  Berück- 
sichtigung der  vorgeschriebenen  7 particulären  Integrale  (21) 
und  (27).!) 

Ob  nun  aber  wirklich  Rollen  eintritt,  oder  nicht,  das  hängt 
von  dem  Vorzeichen  des  Werthes  ab,  den  die  Differenz: 

(60)  ^ -f  -f 

im  betrachteten  Momente  fg  besitzt.  Nach  Satz  III  kann  die 
absolute  Stärke  der  Reibung  nie  die  obere  Grenze  über- 

schreiten, imd  daher  Rollen  nur  im  Falle 

sich  einstellen.  Zugleich  tritt  es  nach  Satz  V sicher  im  Mo- 
mente tg  ein,  wenn  .z/q  < 0 ist.  Die  Variabein  (58)  genügen 
dann  von  diesem  Augenblicke  an  den  angegebenen  15  Differential- 
gleichungen, und  das  Rollen  hält  jedenfalls  solange  an,  als  für 
diejenigen  Lösungen  dieser  Gleichungen,  welche  den  bekannten 
Anfangswerthen  jener  Variabein  zur  Zeit  < = Iq  entsprechen, 
z/  < 0 bleibt. 

§ 9- 

Die  Reibung  bei  entstehender  Bewegung.  Der  Uanptfall  ^o>0- 

Wenn  dagegen  z/q  > 0 ist,  so  können  im  Momente  fg  Rei- 
bungscomponenten  und  Normalwiderstand  nicht  diejenigen  Werthe 

i)  Handelt  es  sich  ausschliesslich  um  das  Rollen,  nimmt  man  also 
von  vornherein  an,  dass  die  beiden  sich  berührenden  Flächen  voll- 
kommen rauh  sind,  so  ist  die  Einführung  des  normalen  Widerstandes  N 
unnöthig  und  bloss  ein  Umweg.  Man  kommt  dann  einfacher  zum  Ziele, 
wenn  man  überall  N,  _ 0 setzt  und  damit  zugleich  unter  Rj.^,  R^„,  R,„ 
die  Componenten  des  Gesammtwiderstandes  der  starren  Unterlage  gegen 
den  auf  ihr  rollenden  Körper  versteht.  Hierdurch  kommt  die  Bedingung 
(23)  ia  Wegfall  und  es  bleiben  zur  Bestimmung  von  R^„,  Ry„,  nur 
die  3 Gleichungen  übrig,  auf  die  sich  die  3 ersten  Gleichungen  (56) 
durch  die  Annahme  = 0 reduciren.  Nachträglich  kann  man  daun, 
wenn  dies  aus  irgend  welchem  Grunde  wünschenswerth  erscheint,  den 
normalen  Widerstand  N„  der  starren  Fläche  als  die  normale  Com- 
pouente  ihres  Gesammtwiderstandes  aus  der  Formel : 

N„  = lRjc„  -f  -f 

berechnen,  womit  man  in  den  Differenzen: 

RjCU  IVy  , Ryü  -Vj,  , R^o 

zugleich  auch  die  Componenten  der  Reibung  gefunden  bat. 
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^zui  ^yoi  ^to  ^0  besitzen,  die  sich  aus  der  Voraussetzung 
ergaben,  dass  in  diesem  Momente  mit  w zugleich  auch 

ii\  = j/iCx®  + «V®  + u? 

verschwinden  sollte,  es  muss  also  augenblicklich  nothwendig  ff  j > 0 
sein.  In  diesem  Falle  gehen  daher  im  Momente  die  Richtungs- 
cosinus Ay,  Aj  der  relativen  Geschwindigkeit  tv  des  berührenden 
Körperpunktes  über  in: 


w, 


tfy  ff. 


nach  Satz  IV  nehmen  folglich  gleichzeitig  die  Reibungscompo- 
nenten  die  Werthe  an; 

ff'  ff’  ff' 

E^  = -feN-,  = B = 

* ' ff,  ’ » ' ff , ’ ' ff , ’ 

wo  wieder  das  Zeichen  t = i 1 der  Bedingung  unterliegt, 

und  aus  (31)  und  (29')  erhält  man  zur  Bestimmung  der  augen- 
blicklichen Werthe  von  wi,  ify,  u'i,  N die  Gleichungen: 
fjN, 

ff. 


M’x  = 


(«n«V  + flis  «V  + f 


fs  N , 

— («Jl  + «as«'v  + «SS  "y)  + f 


«'*'  = — («31  «y  + «3s«v  + «33  «y)  + 

l ff  X + m ff  ^ + n u’j  — 0. 

Führt  man  an  Stelle  der  ursprünglichen  4 neue  Unbekannte 
ST,  äJx,  STy,  ST,  durch  die  Formeln  ein: 

(61)  ff,-  ANst,  AiV^?-6iy,  = 

sodass  in  Folge  der  Bedingungen  ff,  > 0 und  eN  > O nothwendig 
auch  S5  > 0 sein  muss,  so  vereinfachen  sich  diese  Gleichungen  zu: 

(CJ  + «,,)  ST,.  — «12 ®y  — fli3  hl,  + ==  0 , 

I “si  h»x  — (i3  + öTy  — «äs  Sr,  + Pyi\"  -f  = 0 , 

«31  ~ «32  — (Sr  -f-  «33)  ST,  + P,W  + = 0 , 

-f  fffSTy  + «ST,  = 0, 
und  wegen  der  Bedeutung  von  ff,  tritt  hierzu  noch  die  Gleichung: 


(62) 


^3) 


m -f  Si“  -f  Ci!  = 
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Die  Gleichungen  (62)  sind  linear  in  Bezug  auf  die  4 ünbekannten 
tSj,,  (7^,  X,  und  besitzen  die  Determinante: 

(64)  D(sj)=.-  ru -|- Ujj , «jg,  «13,  Qj  . 

®S1  J ^ “t"  1 ®8S  1 Pj, 

®S1  > ^32  5 ) ?t 

Im  n 0 

Nach  (57)  reducirt  sich  diese  für  oJ  =- 0 auf  — Dp,  nach  (57') 
ist  daher  D(0)  sicher  > 0.  Weiter  ist: 

=r  ?(2  S + Ojj  + Ojj)  WOgj  WOjj} 

+ Qy  { w(2  57  + «38  + »xi)  ~ ”«S2  — } 

+ 9,  { «(2  ffl  + «1,  + Ogg)  - Zo,8  — m«gj  } , 

Tind  dafür  kann  man  nach  (32)  schreiben: 

'^OQx  + CJ  + + «?,)(aii  + «22  + «33) 

-(?*+?:+?!)• 

Nach  (36)  und  (38)  ist  mm  auch: 

stets  positiv,  und  aus  (32)  folgt: 

QQx  + ”‘?j,  + »*?»)  («IX  + «JJ  + “ss)  ""  (9*  + 9y  + 9*) 

■ («22  «33  — «Is)  ("»*  + «*)  + («33  «XX  — «D  + («1 X «22  ~ «fs)  Q*  + »«*) 

U2ga^g)XHW-f~  Ug3fl[gj)rt/-(-  ^(rtggrtjg  Ugjrtgg)/?«. 

Setzt  man  aber  zur  Abkürzung: 

bcx^  cay^  -\-  abz*  — q, 
so  folgt  aus  den  Werthen  (30)  der 

«22  «SS  - «?3  = jr*  + i ! “ (•'*  + + (^  + c)  r» } + p r*, 

«33 «IX  — «L  ""  S"*  + ^ { ^(^*  + **)  + («^  + «).'/^ ) + 9:9*. 

«xx«22  — «?2  - jT«  + ll  f + ("  + + 9**' 

«1 1 «23  «X2  «13  "I"  9)  I 

«22  «3X  «23  «21  = (3/  + 9)  ) 

«33  «X2  «31  «32  "I"  9) 

Matb.-pbys.  CUsse  1901.  21 
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Unter  Beachtung  von  (35)  erhält  man  hiernach: 


{I (1^  + »I + u py)  («,j  + + flsj)  — (p*  + p*  + p*  ) 

-|-  I c(a:*+  )/*)  + («  + I (?*+»»*)  — 2 ai/zm n — 2bzxnl  — 2cxylm} 

-f  p { «*)  + '/*(,«*+?*)  + «*(?*+  »!*)  — 2yzmn  — 'Izxnl  — 2 Xi//«, 

+ (i)Cx~  + cai/^-l~aljz^)  { (fi  i/—  mz)^+(/z — na;)*+(»»ia;  — /y)* } . 


In  dem  Wert, he  des  Differentialquotienten  sind  also 

beide  Coef'ticienten  stets  > 0 und  damit  ist  auch  dieser  Diffe- 
reutialquotient  selbst  sicher  > 0 für  jedes  oI  > 0. 

Wegen  7)  (o j >•  0 bleibt  daher  die  Determinante  77  ( c3 ) eben- 
falls >■  0 für  jedes  solche  <3,  und  die  Gleichungen  (62)  be- 
stimmen, so  lange  C5  nicht  •<  0 wird,  stets  die  4 Unbekannten 
ur_j,  CTy,  ST,  und  y als  Functionen  von  c5;  und  zwar  ergeben  sie, 
da  von  den  ersten  partiellen  Differentialquotienten  ihrer  Determi- 
nante nur  die  nach  p^,  p^,,  p^  (und  /,  m,  //)  genommenen  quadra- 
tisch, die  übrigen  aber  linear  in  i3  sind,  für  diese  Unbekannte 
Werthe  von  der  Form: 


I 77{^(T>  j ' = fl,  (15  "h  ^ ' nty  = (3  “h  ? 

I 7^(<3  j * (3 , = O3  i3  “f-  ^^3  1 7t  e>  j A — 0 iu  " b üi  -j-  C. 

Die  Substitution  dieser  Auflösungen  der  Gleichungen  (Ö2j  in  die 
Gleichung  (63)  liefert  dann  schliesslich  für  die  letzte  Unbekannte  ö 
die  Gleichung  vierten  Grades: 

z(®)  / "(ü  <3* -h  b 5t  + c)‘  — (qj  in  -f-  b,)*  — (oj®  -j-  b*)® 

— (üj  c5  -j-  bj)^  ==  0. 

Nun  haben,  abgesehen  von  dem  neu  aufgetretenen  (3,  in  den 
Gleichungen  (62j  alle  Coefficienten  diesell)en  Werthe  wie  in  den 
Gleichungen  (56),  da  ja  beide  Systeme  sich  auf  denselben  Mo- 
ment in  welchem  tr^.  = = 0 ist,  und  auf  dieselben 

augenblicklichen  Werthe  der  Variabein  (58)  beziehen.  Die  Glei- 
chungen (62)  reduciren  sieh  aber  auf  die  Gleichungen  (56), 
wenn  man: 

sr  = 0 , (3^  = - c3^ 7f^„,  <3,  = - 


Digilized  by  Googit 


Gleitend«  Reibi'no. 


309 


setzt.  Aus  den  Auflösungen  (65)  der  Gleichungen  (62)  ergeben 
sich  daher  sofort  die  Formeln: 

= - 1>. , d(p)r^„  = - b3 

T){p)Is\  = c 

als  Auflösungen  der  Gleichungen  (56),  und  in  Folge  der  Voraus- 
setzung, dass  die  Differenz  (60)  im  Momente  einen  positiven 
Werth  besitzen  sollte,  ist  daher: 

— b*  - - h*  HE  z(o)  < 0. 

Hiernach  besitzt  die  Gleichung  (66)  jedenfalls  eine  positive  und 
eine  negative  Wurzel  t?.  Wegen  der  Bedingung.  (5  > 0 ist  die 
negative  Wurzel  von  vornherein  zu  verwerfen.  Nehmen  wir  da- 
gegen fttr  W die  positive  Wurzel,  so  liefert  die  letzte  Formel  (65) 
sicher  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  von  N.  Denn  dann 
wird  sicher  0;  nach  (66)  und  (65)  könnte  daher  N 

nur  gleichzeitig  mit  iS^,  TS.  verschwinden,  und  nach  (62) 
könnte  dies  wieder  nur  eintreten,  wenn  im  Momente 

gleichfalls  verschwänden.  Dann  aber  würden  die  Gleichungen  (56) 
noth wendig  auch: 

Ji.o  = Jiyo  = R,o  = = 0 

verlangen,  und  das  ist  unmöglich,  da  ja  augenblicklich: 

Rlo-^  R\o  + Rio-  f*Nl>  0 

sein  sollte.  Von  den  Werthen  von  iS^,  TS^,  T3.,  N,  welche  die 
Gleichungen  (65)  ergeben,  wenn  man  die  positive  Wurzel  cD  der 
Gleichung  (66)  nimmt,  ist  daher  in  der  That  der  letzte  und  zu- 
gleich auch  wenigstens  einer  von  den  drei  ersten  sicher  von  Null 
verschieden.  Das  Zeichen  £ bestimmt  sich  daher  eindeutig  aus 
der  Gleichung  cN  >■  0,  oder: 

(67)  £(a  c5*  -f  b c?  -f  c)  > 0 , 

und  damit  erhält  man  aus  (61)  auch  für  ii\,  wi,  tv!j,  wj  ein- 
deutig bestimmte  Werthe,  von  denen  der  erste  >•  0 und  min- 
destens einer  der  3 letzten  0 ist. 

In  einem  Momente  tg,  wo  w — 0 und  zf  > 0 ist,  wird  dem- 
nach H'j  1.  ~ keinesfalls  Null;  in  voller  Uebereinstimmung  mit 

dem  Gesetze  V tritt  also  sicher  Gleiten  ein,  und  die  Bewegung 
des  Körpers  gehorcht  von  t = t^  an  wieder  den  Gleichungen  (24) 
und  (25)  mit  dem  durch  (67)  eindeutig  bestimmten  Zeichen  e 

21* 
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und  den  nach  (45)  und  (43)  damit  zugleich  vollständig  be- 
stimmten Werthen  von  N,  R^,  R^,  R^. 

Im  Gegensatz  zu  der  in  § 5 betrachteten  ebenen  Bewegung, 
wo  in  diesem  Falle  das  Gleiten  stets  eindeutig  bestimmt  war,  er- 
hebt sich  nun  aber  hier  die  leidige  Frage,  ob  dfmn  unter  der  An- 
nahmc  ^ 0 die  Gleichung  (66)  auch  stets  nur  eine  einzige 
positive  Wurzel  is  besitzt?  Das  negative  Zeichen  von  ;|'(0)  sagt 
ja  an  sich  nichts  weiter  aus,  als  dass  diese  Gleichung  entweder 
nur  eine  oder  aber  3 positive  Wurzeln  zulassen  muss.  Existirten 
aber  3 verschiedene  positive  Wurzeln  so  würden  denselben  auch 
3 verschiedene  zulässige  Ant'angswerthsysteme  von  u\,  w'y,  irj 
zugehören,  dem*  Körper  also  vom  Momente  t^  an  3 verschiedene 
Gleitungsbewegungen  offen  stehen,  die  an  sich  alle  3 vollkommen 
gleichberechtigt  wären.  Es  ist  mir  nur  im  Falle  der  mit  ihrer 
Ebene  auf  der  starren  Fläche  gleitenden  Scheibe,  aber  bereits 
nicht  mehr  für  die  Kugel  mit  dem  Schwerpunkt  im  Centrum,  ge- 
lungen, die  Unmöglichkeit  von  mehr  als  einer  positiven  Wurzel 
festzu.stellen,  dagegen  habe  ich  allerdings  auch  noch  kein  Bei- 
spiel gefunden,  in  welchem  wirklich  3 positive  Wurzeln  vorhanden 
wären.  Ich  muss  es  daher  dahingestellt  sein  lassen,  oh  unter 
Umständen  hier  nicht  noch  eine  grössere  Vieldeutigkeit  auftreten 
könnte,  als  im  Falle  eines  von  der  Reibung  abhängigen  Normal- 
widerstandes bei  der  Frage  nach  derjenigen  Gleitungsbewegung, 
die,  bei  von  Null  verschiedener  Anfangsgeschwindigkeit  m-,  einem 
gegebenen  Anfangszustande  des  Körpers  entspricht.  Allerdings 
liesse  sich  diese  Möglichkeit  einer  Dreideutigkeit  durch  eine 
weitere  Ausbildung  des  Princips  VI  wieder  beseitigen.  Man 
könnte  nämlich  sagen:  Wenn  die  Reibung  wirklich  unter  allen 
Umständen  stets  das  Streben  hat,  den  Körperpunkt,  welcher 
gerade  die  starre  Fläche  berührt,  wenn  irgend  möglich  zu  rela- 
tiver Ruhe  zu  bringen,  so  wird  sie  eben  auch  im  vorliegenden 
Falle,  wo  er  nicht  in  Ruhe  bleiben  kann,  doch  dafür  sorgen,  dass 
er  die  momentane  relative  Ruhelage  wenigstens  nur  möglichst 

zögernd  verlässt,  dass  also  der  Anfangswerth  von  u\  mög- 


lichst klein  wird.  Hiernach  würde  man,  falls  wirklich  3 positive 
Wurzeln  existiren  sollten,  doch  immer  nur  diejenige  zu  nehmen 
haben,  für  welche 


IC. 


f 75  — / € - 


ao*  + 6n  -f  c 
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den  kleinsten  Werth  erhält.  Indessen  erscheint  mir  diese  Aus- 
dehnung des  Princips  VI  doch  etwas  gewagt,  und  ich  muss  es 
daher  dem  GefQhle  des  Lesers  überlassen,  ob  er  sie  acceptiren 
oder  verwerfen  wrill.  — 


§ IO. 

Fortsetznng.  Der  Grenzfall  = o.  Sehliessliche  Möglichkeit  eines 
Widerspruchs. 

Nachdem  in  den  letzten  §§  die  beiden  Hauptfälle  erledigt 
worden  sind,  wo  in  einem  Momente  in  welchem  die  relative 
Geschwindigkeit  ic  des  gerade  berührenden  Körperpunktes  Null 
ist,  die  DifiFerenz  (6o)  einen  negativen  oder  einen  positiven  Wert 
besass,  komme  ich  nunmehr  an  den  Grenzfall  0,  in 

welchem  eine  Wurzel  <5  der  Gleichung  (66)  = 0 wird. 

Auf  Grund  des  Gesetzes  V lässt  sich  über  diesen  zunächst 
genau  dasselbe  sagen,  was  schon  in  § 4 bei  Gelegenheit  der  ebenen 
Bewegung  vorgebracht  wurde. 

Mit  Hülfe  der  in  § 8 gewonnenen  Differentialgleichungen  des 
Rollens  kann  man  nach  einander  auch  den  i.,  2.,  . . . Differential- 
quotienten der  Differenz  J als  Function  der  Zeit  t und  der  Va- 
riabein (58),  und  damit  im  Besondem  die  Werthe  berechnen, 
welche  diese  Differentialquotienten  in  einem  solchen  Momente  F, 
annehmen,  in  welchem  mit  w zugleich  auch  J = 0 wird.  Je- 
nachdem  dann  der  erste  dieser  Werthe,  der  nicht  mehr  ver- 
schwindet, <0  oder  > 0 ist  , geht  J in  diesem  Momente  durch  Null 
ins  Negative  oder  ins  Positive  über,  tritt  also  Rollen  oder  Gleiten 
ein.  Falls  aber  im  letzten  Falle  die  Gleichung  (66)  noch  posi- 
tive Wurzeln  zulässt,  könnte  an  sich  dies  Gleiten  ebensowohl 

(l  w 

mit  einem  positiven  Anfangswerthe  von  if,  , als  auch  mit 

dem  Anfangswerte  «q  «=  0 beginnen.  Es  ist  erst  das  neue  Prin- 
cip  VI,  welches  die  den  positiven  Wurzeln  entsprechenden  Glei- 
tungsbewegungen ausschliesst  und  nur  diejenige  gestattet,  in  der 
iCj  den  Anfangswerth  Null,  also  7f^,  X die  Anfangs- 

werthe JR^  jVg  erhalten  und  daher  das  Zeichen  e un- 
mittelbar durch  die  Bedingung  e X^  > 0 bestimmt  ist. 

Dies  Kriterium  versagt  nur  in  dem  Ausnahmefalle,  wo  im 
Momente  1^  mit  tr  und  zf  zugleich  auch  alle  Differentialquotienten 
von  zf  für  die  berechnete  Rollbewegung  verschwinden,  d.  h.  wenn 
(wie  z.  B.  für  eine  schwere  homogene  Kugel  auf  fester  Ebene) 
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die  Gleichungen  (56)  in  Folge  der  Bedingungsgleichungen  (27) 
constante  Werthe  für 

Na  und  Ra  = + ^*o> 

also  auch  J selbst const.  ergeben,  und  zugleich  dem  Reibungs- 

coefficienten  geradezu  der  Werth: 


beigelegt  wird,  oder  allgemeiner,  wenn  zuffillig  die  Gleichung: 

Zf  = = 0 

eine  particuläre  Integralgleichung  der  Differentialgleichungen  des 
Rollens  ist.  Besitzt  dann  die  Gleichung  (66)  überhaupt  noch 
positive  Wurzeln,  so  ist  an  sich  ebensowohl  Rollen  als  auch  Gleiten 
möglich,  aber  das  Princip  AT  gestattet  nur  das  erstere. 

Nun  aber  erhebt  sich  noch  eine  letzte  iresevtUche  Frage,  die 
ich,  um  allzuviel  Wiederholungen  zu  vermeiden,  überhaupt  seit 
§ 2 nicht  wieder  berührt  habe. 

Wie  bereits  angeführt,  muss  nämlich  nach  dem  Gesetze  der 
Reibung  bei  entstehender  Bewegung  auch  von  einem  solchen 
Momente  an,  in  welchem  ic  verschwindet  und  zf  gerade  durch 
Null  ins  Positive  übergeht,  Gleiten  eintreten  und  somit  «•  > 0 
werden,  während  das  Princip  VI  aussagt,  dass  in  diesem  Momente 

mit  IV  zugleich  auch  ~ ^ verschwindet.  Fs  muss  dann  also 

nolhivendig  im  Momente  fj  der  erste  höhere  Diff'erentialguoümt  von 
w,  der  nieht  mehr  verschunndet,  einm  positiven  Werth  erhalten, 
und  es  bleibt  zu  untersuchen,  ob  das  auch  wirklich  stets  ekitritt. 

Zu  dem  Ende  hat  man  zu  allernächst  den  augenblicklichen 
Werth  von: 

d^  W /"  M«  j Trä  I ^ "'9 

di*  “ “'2  ~ +«<•»  + tu. 

zu  berechnen. 

Da  dem  genannten  Gesetz  zu  Folge  Gleiten  eintreten  muss, 
so  müssen  vom  Momente  fj,  an  die  Formeln  (31)  mit  den  Werthcn 
(43)  der  Rcibungscomponenten  gelten."  Setzt  man  für 
ihre  Werthe  aus  den  Relationen  (56),  sowie  für  Pj,,  p,  die 
Werthe  (32)  ein,  und  benutzt  die  Abkürzungen: 
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l^x  + ^xO  + ^*'0^ 

,68)  + + 

fl,  feNi,  + J{^+nvo, 

, *'0  — ^0  ' 

so  erhalten  diese  Formeln  die  einfache  Gestalt: 

1^11  “t"  ^iaf*x  ~ “’-ii 

(Ö9)  «J1  fix  + + «Mf*.  = — «V, 

"I"  “ssf*^  + ‘hil^s  “ **'•1 

und  zugleich  folgt  aus  den  Bedingungsgleichungen  (48),  denen 
die  Richtungscosinus  unterworfen  sind,  unter  Beachtung 

der  letzten  Relation  (56): 

(70)  4- «fi.  — Vo  = 0. 

Die  Uilferentiation  der  zweiten  Gleichung  (48)  endlich  giebt: 

AiAx  + + Iji,  = 0. 

DifFerentiirt  man  daher  die  Formeln  (68),  multiplicirt  sie  hierauf 
mit  1^,  A,  und  addirt,  so  erhält  man  nach  (48)  und  (68): 

(7>)  k^(fi^  — l'v^)  + Ay(p^  — m'vj  + l,{fi',  — ti'v^)  + ftvi 

Alle  diese  Gleichungen  und  Fomieln  gelten  überhaupt  für  jeden 
Moment  t des  Gleitens.  Wenden  wir  sie  nun  aber  im  Besonderen 
auf  den  Entstehungsmoment  des  Gleitens  au,  so  wird: 

U’x  = «y  = »,  = vü  = «‘j  = = U, 

und  damit  zugleich: 

^ ~ ^01  ^x  ~ -^xOl  -®y  “ -®yO'  ~ 

daher  ergeben  die  Gleichungen  (69),  deren  Detenninante  4 *1  ist, 
und  hierauf  die  Gleichung  (70): 

t^x  = 1*.-  ==  = 0. 

d.  h.  nach  (68)  übereinstimmend  mit  dem  aus  (43)  für  i — tg 
folgenden  Resultate: 

(72)  A — Nq,  feN^k^  = 7?^,  tf^gk^  = ~ -^jO> 

wobei  £^q  > 0 sein  muss. 
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A.  Mayi£b: 


Hiernach  erhält  man,  wenn  man  (68),  (69),  (70)  differen- 
tiirt,  sodann  die  erhaltenen  Gleichungen,  sowie  nach  Multiplieation 
mit  — Gleichung.  (7 1)  auf  den  Moment  anwendet, 
und  die  aus  (60)  folgende  Formel: 

dA 

— i 

berücksichtigt: 

, , N' 

Är  I"  “I"  ^*'o> 

f N'  , » 

fly  = /eAq^j,  + ByQ  -j-  »WVq, 

fl,  = /’f  + «»'01 

■i’o 

v'  :=  \r‘  _ V'. 

*'0  — ’ ’ 

tOjjp;  + a^^fly  + = — ir'x, 

(74)  "l"  ®22f*!/  4"  <*i3f*'x  =° 

lujlftx  “I"  “t“  ®SSf*x  ~ 

Ifl^  + nifly  + tlfl',  — v'  = 0, 

"t"  •^yOt*!'  “I"  ~ i ~dt’ 


und  dem  Gesetze  der  Reibung  bei  entstehender  Bewegung  zu 
Folge  müssen  also  diese  Gleichungen  im  Momente  nothwendig 
erfüllt  sein,  gleichviel  ob  augenblicklich  > 0 oder  = 0 ist. 

Ist  nun  im  Besondem  aber  > 0,  so  erhalten  in  diesem 
Momente  die  Richtungscosinus  A^,  A^  der  augenblicklich  gleich- 
zeitig mit  ihrem  ersten  Differentialquotienten  u\  verschwindenden 
relativen  Geschwindigkeit  iv  die  Grenzwerthe: 


und  nach  (72)  wird  daher: 


(76)  »/V  «’»  ^»ofeNy' 


— 7?  3_. 


Versteht  man  nun  unter: 


2 0(A,  ft,  v) 


die  reciproke  Function  der  in  den  Variabein  1,  m,  n definit  po- 
sitiven Form  zweiten  Grades: 


Digitized  by  Google 


Qi.f.itenue  Reibung. 


315 


''  ' + «33«“  + 2a23?HH  + 2a^,nl  + 2a,j/»i, 

also  diejenige  ganze  homogene  Function  zweiten  Grades  der 
Variabein  A,  fi,  v,  die  man  erhält,  wenn  man  die  3 linearen 
Gleichungen : 

(77)  = A,  Tp'm  = fl,  ifi'ti  = V 


nach  /,  m,  n auflöst  imd  die  Auflösungen  in  die  Formel: 

(78)  2 Ö(A,  fi,v)  = Ik  mfi  -j-  nv  — 2if<(A,  g,  v) 

einsetzt,  so  ergeben  nach  Substitution  der  Werthe  (76)  die 
Gleichungen  (74) 


und  wenn  man  diese  Auflösungen  in  die  aus  (73)  durch  Elimi- 
nation von  folgende  Gleichung: 

rf 


+ mfi'y  + «fl.:)  = 


einführt,  erhält  man  auf  Grund  der  bekannten  Eigenschaften  der 
ganzen  homogenen  Functionen  zweiten  Grades  sofort: 


(79) 


V 

V 


_ü'i  1 '7 

f(N„  ä dt  ' 

- 2 U^,  0'/  + 7.'^ 0 m + Jf..„  0'«). 


In  diesem  Werthe  von  \J  ist,  als  reciproke  Function  einer  definit 
positiven  Form  zweiten  Grades,  das  erste  Glied  2 0(7?^,  R^ 
ebenfalls  definit  positiv.  Bei  hinreichend  kleinem  f ist  daher 
auch  \J  selbst  sicher  positiv.  Dasselbe  gilt,  sooft  vermöge  der 
Gleichung  (16)  der  Körperoberfläche: 


0'/  = ö7,  0'w  = am,  &'n  = an 


wird.  Denn  wegen  der  letzten  Relation  (56)  redncirt  sich  dann 
geradezu  auf  sein  erstes  Glied.  Diese  3 Gleichungen  aber 
sind  äquivalent  den  früheren: 

(5*)  7 = oip'l,  m — aif)'m,  n = aif/'n. 


und  die  Forderung,  dass  sie  eine  Folge  der  Gleichung  (16)  sein 
sollen,  ist  somit  nichts  anderes  als  die  Bedingung,  unter  der  der 
Normal  widerstand  unabhängig  wird  von  der  Reibung.  In  diesem 
Falle  ist  also  auch  unabhängig  von  f und  stets  > 0. 
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A.  Mavkr: 


Ist  dagegen  der  Normal  widerstand  abhängig  von  der  Reibung, 
so  kann  bei  hinlänglich  grossem  Werthe  des  Reibungscoefficienten 
»inter  Umständen  ^ auch  <[  0 werden.  Doch  wird  dies  Negativ- 
werden nicht  schon  von  selbst  durch  ein  hinreichend  grosses  /' 
herbeigeführt;  es  tritt  vielmehr  nur  dann  ein,  wenn  überdies 
auch  noch 

> 0 ist-  — 

Dies  vorausgeschickt  sei  nun  V ^ tl. 

Da  /'fA’ß  > 0 ist  und  bei  unsem  Voraussetzungen  nur 

>0  sein  kann,  so  lehrt  die  Formel  (79),  dass  /Cj  stets  gleich- 
d d 

zeitig  mit  >0  ist,  und  nur  dann  verschwindet,  wenn  auch 

verschwindet.  Nur  im  letzteren  Falle  verschwinden  also  im 
at 

Momente  mit  tc^,  Wj,,  und  ici,  «-,,  «oj  zugleich  auch 
Wy  , w'i",  und  daher  ist  nur  in  diesem  Falle  die  Untersuchung 
noch  nicht  zu  Ende.  Auch  ihre  Weiterführung  aber  bietet 
keinerlei  Schwierigkeiten  dar. 

Zunächst  nämlich  ziehen  die  Gleichungen: 

u'r  0,  iVy  — 0,  tri'  = 0 

nach  (74)  und  (75)  die  Gleichungen  nach  sich: 

(80)  = 0,  fty  = 0,  fli  = 0,  Vß  = 0, 

Gleichungen,  die,  da  es  sich  eben  nur  um  den  Fall  = 0 

handelt,  die  zweite  Gleichung  (75)  von  selbst  erfüllen.  Der 
Werth,  den 


d‘w 


IW  i / 2 I "i  I 

jfB  = «3 =y«’x*  + wv  + 


W,  ■ 


im  Momente  fg  annimmt,  berechnet  sich  hierauf  ganz  analog  wie 
vorhin  «•, , und  dabei  ergiebt  sich  auch  die  der  Formel  ( 79) 
ganz  analoge  Formel: 

(81)  V7—’-  = i-— 

^ «dt*’ 

d*J 

sodass  «-J  immer  zugleich  mit  >•  0 oder  =0  ist;  u.  s.  w. 

Solange  also  V ^ ® findet  völlige  Uebereinstimnmng  mit 
dem  Gesetze  der  Reibimg  bei  entstehender  Bewegung  statt. 

Ganz  anders  dagegen  gestalten  sich  die  Verhältnisse,  wenn 
^7  < 0 ist.  Da  nämlich  Mj  nur  > 0 sein  kann,  so  verlangt 


Digilized  by  Google 


Gleitknde  Reibusg. 


317 


dann  die  Formel  (/Q),  schon  wenn  augenblicklich  — > 0 ist, 

nothwendig  ir^  = 0 und  damit  auch  = w'J  = iv','  = 0,  d.  h. 

wieder  das  Bestehen  der  Gleichungen  (8o).  Sooft  aber  + 0 

ist,  widersprechen  jetzt  diese  Gleichungen  der  zweiten  Gleichung 
(75)1  es  tritt  also  der  Conflict  ein:  Im  Momente  muss  einer- 
seits ?<>2  verschwinden,  und  andrerseits  ist  dieses  Verschwinden 
doch  selbst  wieder  unmöglich. 

Indessen  ist  hier  zweierlei  zu  bedenken.  Einmal  nämlich 
kann,  wie  schon  bemerkt,  V nur  in  dem  Falle,  wo  der  Normal- 
widerstand von  der  Reibung  abhängig  ist,  bei  hinreichend  grossem  f 
möglicher  Weise  < 0 sein,  braucht  es  aber  durchaus  nicht  noth- 
wendig zu  sein.  Weiter  aber,  wenn  in  dem  betrachteten  Mo- 
mente /q,  wo  w verschwindet  und  ^ durch  Null  ins  Positive 
übergeht,  die  Gleichung  (66)  noch  eine  positive  Wurzel  besitzen 
sollte,  so  würde  der  Fall  V t)  überhaupt  gar  keinen  wirklichen 
Widerspruch  anzeigen,  sondern  nur  lehren,  dass  dann  das  Prin- 
cip  VI  nicht  mehr  anwendbar  ist,  dass  vielmehr  der  Körper  im 
Momente  nicht  mit  dem  Werthe  Null,  sondern  mit  dem,  jener 
positiven  Wurzel  entsprechenden  Werthe  von  «’j  zu  gleiten  be- 
ginnen muss. 

Unsre  Betrachtungen  constatiren  also  durchaus  nicht  etwa 
das  Auftreten  eines  thatsächlichen  Widerspruches,  sie  lassen  viel- 
mehr nur,  und  zwar  ausschliesslich  auch  nur  in  denselben  Fällen, 
in  denen  das  Gesetz  der  Reibung  während  der  Bewegung  entweder 
die  letztere  nicht  eindeutig  bestinunt  oder  aber  die  gegebenen 
Anfangsgeschwindigkeiten  selbst  für  unmöglich  erklären  muss*!, 


i)  Dies  ist  nicht  ganz  correct  ansgedrückt.  Erfüllt  man  nämlich 
die  Gleichung  J = 0 durch  die  Substitutionen 

Rio  = /"A'o  Io , Ryo  = % , RjO  = , 

was  wegen  der  Bedingung  (23) 

+ »)o  + ^ + "‘»Io  + = 0 

verlangt,  so  wird  nach  (79) 

^ 7),,  £„)  — + 6,0'n), 

J -^0 

und  daher  muss 

2 «(i. , % , £,)<  /•[(So  + Io  + So »'«)] 
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die  Möglichkeit  eines  solchen  Widerspruchs  offen;  es  wird  aber 
abzuwarten  sein,  ob  man  ein  Beispiel  finden  kann,  in  welchem 
derselbe  wirklich  nachweisbar  wäre. 

Bein,  wenn  der  Fall  v < ü überhaupt  soll  eintreten  können.  Bei  der 
ebenen  Bewegung  (vgl.  § 4 (22))  fällt  nun  allerdings  die  entsprechende 
Forderung  unmittelbar  mit  der  zusammen,  dass  die  Bedingung  fA'^0 
nicht  mehr  das  Zeichen  t bestimmen  soll.  Im  Raume  dagegen  vermag 
ich  nicht  einzusehen,  dass  diese  beiden  Forderungen  in  demselben 
Zusammenhänge  stünden;  es  scheint  mir  vielmehr,  als  oh  die  eine  dem 
Reibungscoefficienten  recht  wohl  eine  andere  untere  Grenze  vorschreiben 
könnte,  als  die  andere. 


Nachträgliche  Berichtigung. 

Trotz  aller  auf  die  Arbeit  verwandten  Sorgfalt  bemerke  ich  doch  erst 
nachträglich,  dass  im  Vorhergehenden  ein.  noch  dazu  wohlbekannter*) 
Punkt  ausser  Acht  gelassen  wurde,  den  ich  daher  nur  noch  am  Schlüsse 
nachholen  kann  Er  ist  immer  da  zu  beachten,  wo  bei  von  Null  ver- 
schiedener relativer  Geschwindigkeit  des  Punktes,  der  Reibung  erfahrt, 
das  Zeichen  t aus  der  Forderung  > 0 bestimmt  wurde,  und  wäre 
am  Zweckmäasigsten  wohl  am  Ende  des  § 6 einzuschalten  gewesen. 
An  diese  Stelle  möge  denn  auch  die  Berichtigung  anknüpfen. 

Es  ist  dort  hervorgehoben  worden,  welche  Bedeutung  das  Zeichen 
von  X in  dem  Falle  besitzt,  wo  der  Körper  auf  der  starren  Fläche 
nur  aufliegt.  Aber  auch  im  Falle  des  an  die  Fläche  gebundenen 
Köqjers  darf  ein  Zeichenwechsel  von  N durchaus  nicht  übersehen 
werden.  Denn  die  Bedingung  tJV^  > 0 muss  während  des  ganzen 
Gleitens  beständig  erfüllt  bleiben,  und  sie  lehrt  unmittelbar,  dass  in 
einem  Momente  t,  wo  N sein  Zeichen  wechselt,  auch  das  Zeichen  t in 
das  entgegengesetzte  zu  verw'andeln  ist.  Hiernach  ist  also  z.  B.  dem 
ersten,  p.  294  cursiv  gedruckten  Satze  noch  hinzuzufügen: 

„und  solange  überdies  N sein  Zeichen  nicht  leechself“, 
und  Entsprechendes  gilt  für  den  p.  261  auf  die  Ungleichung  (16)  fol- 
genden Satz,  sowie  für  den  Satz,  der  p.  272  sich  an  die  Gleichung  (21) 
anschliesst. 


i)  Vgl.  z.  B.  .\ppEi,L,  Traite  de  mdcanique  rationelle  H p.  160, 
Rourn,  Die  Dynamik  der  Systeme  starrer  Körper  I § 159. 


Druckfertig  erklärt  9.  VH.  190J.] 
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SITZUNG  VOM  1.  JULI  1901. 

Vorträge  hielten: 

Herr  C.  Neumann,  o.  M.  ; Ceber  eine  neue  Methode  znm  Beweise  der 
sogenannten  Schliessungstheoreme. 

Herr  Fe.  Enoel,  o.  M.:  Vorlegung  einer  Abhandlung  des  Herrn 
G.  Kowalewski:  Eine  Eigenschaft  der  Fusspunlrtcurven  von  Civalen 
mit  Mittelpunkt. 

Derselbe:  Vorlegung  einer  Abhandlung  des  Herrn  E.  SriDv-Greifswald: 
Die  Elemente  zweiter  Ordnung  in  der  ebenen  projectiven  Geometrie. 
Derselbe:  Ankündigung  einer  Abhandlung  zur  Flilchentheorie. 

Herr  W.  His,  o.  M,,  kündigte  sehrifllich  eine  Abhandlung  über  wissen- 
schaftliche Centralanstalten  und  speciell  über  Centralanstalten  zur 
Förderung  der  Gehimkenntniss  für  die  Berichte  an. 

C.  Neomann:  lieber  eine  neue  Methode  zum  Beirrize  der 
sogenannten  Schliessungstheoreme. 

Als  Entdecker  der  Schliessungstheoreme  für  Kreise  und 
Kegelschnitte  dürften  Poncelet  und  Darboux  zu  nennen  sein. 
Im  Folgenden  beabsichtige  ich  nun  für  diese  Theoreme  einen 
neuen  Beweis  zu  geben,  der  von  den  Beweisen  der  genannten 
und  anderer  Autoren  sich  wesentlich  dadurch  unterscheidet,  dass 
die  betretfenden  Figuren  von  mir  nicht  im  Zustande  der  Jtuhe, 
sondern  vielmehr  im  Zustande  einer  langsam  fortschreitenden 
Bewegung  betrachtet  werden. 

Auf  den  Fall  von  Kreisen  habe  ich  diese  neue  Beweis- 
methode  schon  vor  langer  Zeit  (in  einer  Vorlesung  über  Func- 
tionentheorie, im  Sommer- Semester  1882)  angewendet.  Später 
habe  ich  sodann  (in  einer  Vorlesung,  im  Wintersemester  1 900/1  Qoi) 
diese  Methode  auch  auf  cmfocule  Ellipsen  ausgedehnt;  wobei  aber 
der  von  mir  eingeschlagene  Weg  in  Bezug  auf  Einfachheit  Man- 
ches zu  wünschen  übrig  Hess.  Erst  in  letzter  Zeit  ist  es  mir 
gelungen,  meine  neue  Methode  bei  ganz  belielngen  Kegelschnitten 
zur  Durchführung  zu  bringen,  und  dabei  zugleich  auch  denjenigen 
Math.-phys.  CUbsc  1901.  22 
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überaus  einfachen  und  elementaren  Weg  zu  entdecken,  der  in  des 
folgenden  Paragraphen  angegeben  werden  soll. 

So  einfach  und  elementar  der  hier  mitzutheilende  Weg  in 
seinen  eigentlichen  Grundzügen  aber  auch  sein  mag,  so  werden 
schliesslich,  um  denselben  vollständig  einwandfrei  zu  machen,  doch 
noch  gewisse  Schwierigkeiten  zu  überwinden  sein,  die  der  AtiulysLf 
Situs  angehören,  und  von  denen  in  den  beiden  letzten  Paragraphen 
die  Rede  sein  wird. 


§ I- 

Ueber  die  einem  Kegelschnitt  nmbesehriebenen  Polygone. 

Irgend  drei  Tangenten  eines  Kreises  bilden  zusammengenom- 
men ein  dem  Kreise  umbeschriebenes  Dreieck;  wobei  zu  beachten 
ist,  dass  die  Fläche  dieses  Dreiecks,  je  nach  Auswahl  jener  Tan- 
genten, bald  innerhalb,  bald  ausserhalb  des  Kreises  liegen  wird, 
— Wir  bezeichnen  die  Ecken  des  Dreiecks  mit  A,  B,  C,  und 
seine  Seiten  mit 

(i)  AxB,  ByC,  CeA, 

wo  X,  y,  z die  Berührungspuncte  vorstellen  sollen.  Dabei  wird 
übrigens  der  Punct  x auf  der  Tangente  AB,  je  nach  Umständen, 
bald  innerhalb,  bald  ausserhalb  der  Strecke  AB  liegen;  er  mag 
im  ersten  Fall  als  interner,  im  letzten  Fall  als  externer  Berüh- 
rungspunct  bezeichnet  werden.  Gleiches  ist  von  y mit  Bezug  auf 
BC,  und  von  z mit  Bezug  auf  GA  zu  sagen. 

Liegt  die  Fläche  des  Kreises  innerhalb  des  Dreiecks  ABC. 
so  sind  die  Puncte  x,  y,  z alle  drei  interner  Natur;  wie  solches 
unmittelbar  aus  der  geometrischen  Anschauung  sich  ergiebt.  Liegt 
andererseits  die  Fläche  des  Kreises  atisserhalb  des  Dreiecks  ABC, 
so  sind,  wie  man  ebenfalls  leicht  erkennt,  stets  zwei  von  den 
Puncten  x,  y,  z externer  Natur,  während  der  dritte  interner 
Natur  sein  wird.  Für  ein  dem  Kreise  umbeschriebenes  Dreieck 
ist  also  die  Anzahl  der  externen  Berührungspuncte  unter  allen 
Umständen  eine  gerade  Zahl,  nämlich  etntweder  = 0 oder  — i. 

Dieser  Satz  gilt,  wie  weiterhin  gezeigt  werden  soll,  nicht 
nur  für  Kreise,  sondern  auch  für  Kegelschnitte,  und  nicht  allein 
für  Dreiecke,  sondern  auch  für  beliebige  Polygone.  Er  lautet  in 
seiner  allgemeinsten  Gestalt  folgendermassen: 

Ist  einem  Kegelschnitt  irgend  ein  Polygon  umbeschrieben,  so 
.sind  im  Ganzen  ebensoviele  Berührungspuncte  rorhanden,  als  das 
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Polygon  Seiten  besitzt.  Diese  Berührungspuncte  sind  im  Allgemeinen 
theils  interner,  theils  externer  Natur.  Dabei  aber  wird  die  An- 
zahl der  externen  Berührungspuncte  unter  allen  Umständen  eine 
gerade  Zahl  sein. 

Wir  werden,  wie  schon  gesagt,  diesen  allgemeinen  Satz  erst 
spater  beweisen,  und  vorläufig  auch  keinen  Gebrauch  von  dem- 
selben machen.  — Was  nun  unsere  augenblicklichen  Vorstellungen 
(i)  anbetriflft,  so  sind  offenbar  die  beiden  Tangenten  (.4a:)  und 
(Az')  von  gleicher  Länge.  Es  ist  also  (Ax)  = (Az\  und  ebenso 
(By)  = (Bx),  und  (Cz)  = (Cy),  oder  ein  wenig  anders  ge- 
schrieben*): 

(xA)  = (zA),  (yB)  = (xB),  (z(f)  = (yC)-, 

woraus  durch  Multiplication  sich  ergiebt: 

(’)  (xA)(yB)(zC)  = (xB)(yC)(zA). 

Projiciren  wir  die  betrachtete  Figur,  von  irgend  welchem 
Raumpuncte  aus,  auf  irgend  welche  andere  Ebene,  so  erhalten 
wir  einen  Kegelschnitt  und  ein  demselben  umbeschriebenes  Drei- 
eck. Und  die  schöne  anschauliche  und  einfache  Methode  von 
P0NCE1.ET  lässt  sofort  erkennen,  dass  für  die  so  entstandene  neue 
Figur  die  Formel  (2)  ebenfalls  noch  gelten  wird;  sodass  wir  also 
zu  folgendem  bekannten  und  für  unsere  weiteren  Untersuchungen 
wichtigen  Satze  gelangen: 

An  einen  gegebenen  Kegelschnitt  mögen  irgend  drei  Tan- 
genten gelegt  werden;  sodass  in  solcher  Weise  ein  dem  Kegelschnitt 
umbeschriebenes  Dreieck  entsteht.  Man  bezeichne  nun  die  Ecken 
dieses  Dreiecks  mit  A,  B,  C,  und  seine  Seiten  mit: 

(3)  AxB,  ByC,  CzA, 

wo  X,  y,  z die  Berühr imgspitncte  sein  sollen.  Alsdann  wird  stets 
die  Formel  gelten: 

(4)  (x  A)(yB)  (z  C)  = (x  B)  (y  C)  (z  A). 

Dabei  ist  im  Auge  zu  behalten,  dass  die  Schrdbteeise  (3) 
nicht  unter  allen  Umständen  der  Wirklichkeit  entspricht  Denn  es 
braucht  z.  B.  der  Punct  x,  wie  schon  bei  (i)  bemerkt  ivurde,  nicht 
riothwendig  zwischen  A und  B zu  liegen;  vielmehr  kann  er  unter 
Umständeri  auf  der  betreffenden  Tangente  auch  ausserhalb  der 
Strecke  AB  gelegen  sein.  U.  s.  w. 


*)  Unter  dem  Symbol  (MN)  soll  stets  die  absolute  Länge  der 
Linie  MN  verstanden  werden. 


22* 
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Dass  eine  der  Formel  (^4)  analoge  Formel  auch  für  ein 
dem  Kegelschnitt  umheschriebenes  Polygon  von  beliebiger  Seiten- 
Anzahl  gelten,  und  in  ganz  analoger  Art  zu  beweisen  sein  wird; 
— bedarf  wohl  kaum  noch  der  Erwähnung. 


§ 2. 

Das  Sehliessnngstheorem  für  zwei  Kegelschnitte,  von  denen  einer 
ein  Kreis  ist. 

In  der  Ebene  seien  gegeben  ein  Kreis  S und  irgend  ein 
Kegelschnitt  s.  Wir  markiren  auf  der  Kreislinie  S irgend  einen 
Punct  A,  und  legen  von  A aus  eine  Tangente  an  den  Kegel- 
schnitt s;  diese  Tangente  mag  die  Kreislinie  S zum  zweiten  Mal 
in  B schneiden.  Sodann  legen  wir,  von  B aus,  eine  neue  (d.  li. 
nicht  mit  BA  zusanunenfallende)  Tangente  an  den  Kegelschnitt 
,s,  welche  den  Kreis  S zum  zweiten  Male  in  C schneiden  mag. 
Endlich  legen  wir,  von  C aus,  eine  neue  Tangente  an  $,  welche 
den  Kreis  S zum  zweiten  Mal  in  D schneiden  mag. 

Nun  denken  wir  uns  die  Curven  S und  s völUij  fest  uml 
unveränderlich,  hingegen  den  Punct  A längs  der  Ki-eislinie  S ver- 
schiebbar. Alsdann  werden  wür,  während  der  Punkt  A längs  der 
Kreislinie  6'  fortwandert,  die  soeben  ausgeführten  Constructionen 
AB,  BC,  CI)  in  jedem  Augenblick  von  Neuem  w'iederholen 
können.  Mit  andern  Worten:  Wir  werden  die  Linien  AB,  BC, 
CD,  jener  Bewegung  des  Punctes  A entsprechend,  ebenfalls  in 
Bewegung  begriffen  uns  denken  können.  Während  dieser  Bewe- 
gung werden  alsdann  z.  B.  die  Puncte  A und  D im  Allgemeinen 
sich  einander  nähern  oder  sich  von  einander  entfernen. 

Wir  beschränken  uns  auf  die  Betrachtung  einer  unendtidi 
Meinen  Bewegung  und  bezeichnen  die  in  Rede  stehenden  drei  ge- 
raden Linien  zu  Anfang  und  zu  Knde  dieser  unendlich  kleineu 
Bewegung  respective  mit  AB,  BC,  CD  und  mit  A^B^,  B^C^, 
CyDi-  Alsdann  ist  z.  B.  AA^  ein  unendlich  kleines  Element  der 
Kreislinie  S.  Wir  bezeichnen  dasselbe  kurzweg  mit  da,  und  be- 
dienen uns  in  ähnlicher  Weise  der  Bezeichnungen  dß,  dy  und  dd. 
Also: 

(5)  da  = (AAf),  dß  = (BB,),  dy  = (CC,),  d6  = (DD,). 

Die  Linie  AB  berührt  die  Ellipse  s in  einem  gewissen 
Puncte,  der  x heissen  mag.  Und  während  der  in  Rede  stehenden 
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unendlich  kleinen  Bewegung  wird  die  Linie  AB  um  diesen 
Ponct  X,  um  einen  unendlich  kleinen  Winkel  sich  drehen.  Was 
nun  die  Lagen  dieser  Linie  vor  und  nach  der  kleinen  Drehung, 
d.  i.  die  Lagen  AxB  und  A^xB^  betrifft,  so  wird  oflFenbar,  zu 
Folge  des  Sehnen-Sehnen-  respective  des  Secanten-Secanten-Satzes, 
die  Formel  stattfinden:  {xÄ){xB)  = Folglich  sind 

die  beiden  Dreiecke  xAA^  und  xB^B  einander  ähnlich.  Folglich 
ist  z.  B.: 

{AA,):(B,B)^(xA):[xB,y, 

wofür  man,  weil  {xB^  nur  unendlich  wenig  von  (xBi)  verschieden 
ist,  auch  schreiben  kann; 

{AA,)  : {BB^)  - (x^)  : {xB). 

Bedient  man  sieb  also  der  in  (5)  eingeführten  Bezeichnungs- 
weise, so  ist: 

(6)  du  : (f/J  = (j-^  I : (xB). 


Analoges  wird  offenbar  für  die  Linien  B€,  CD  und  deren 
Berührung.spunefe  y,z  gelten;  so  dass  man  zu  folgenden  Formeln 
gelangt: 


(7) 


da  (x-'f)  d(J  (yfi)  dy  {zC) 

dß  (xB)'  dy  (yCV  di  (z  D)' 


woraus  durch  Multiplication  sich  ergiebt: 


(8) 


du  (xA)(yB){zC) 

dd^  (xB)(tfC)(z D) 


Im  Allgemeinen  sind  auf  der  Kreislinie  S die  Puncte  A 
und  D durch  irgend  welche  Bogenlänge  von  einander  getrennt. 
Nehmen  wir  nun  an,  dass  zufälliger  iretsr  diese  Bogenlänge  = 0 
sei,  dass  also  A und  D miteinander  coincidiren;  — alsdann  wird 
in  der  Formel  (8)  der  Buchstabe  I)  durch  A,  mithin  i.zD)  durch 
(rA)  ersetzbar  sein,  die  F’onnel  also  übergehen  in: 

dä-{xB)(^C){z~Ä)' 

woraus,  unter  Anwendung  des  Hülfssatzes  (4),  sich  ergiebt: 

(10)  = 


Wir  gelangen  somit  zu  dem  Resultat,  dass  die  beiden 
Puncte  A und  J),  falls  sie  zu  Anfang  der  betrachteten  unendlich 
kleinen  Bewegung  mit  einander  coincidiren,  während  dieser  Be- 
wegung zwei  Wegelemente  da  und  dd  durchlaufen  werden,  die 
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von  gleicher  Länge  sind.  Mit  andern  Worten:  Wir  gelangen  zu 
der  Einsicht,  dass,  wenn  A und  D zu  Anfang  der  betrachteten 
unendlich  kleinen  Bewegung  mit  einander  coincidiren,  eine  solche 
Coincidenz  auch  noch  vorhanden  sein  wird  zu  Ende  dieser  un- 
endlich kleinen  Bewegung. 

Hiermit  ist  das  Schliessungstheorem  bewiesen  für  die  hier 
betrachteten  Curven  s,  S d.  i.  für  zwei  Kegelschnitte,  von  denen 
der  eine  ein  Kreis  ist;  — allerdings  nur  für  Dreiecke.  Dass 
man  indessen  in  genau  derselben  Art  das  Theorem  für  jene 
Curven  s,  S auch  mit  Bezug  auf  beliebige  Polygone  beweisen  kann, 
übersieht  man  sofort. 

§ 3. 

Das  Schliessungstheorem  für  zwei  ganz  beliebige  Kegelschnitte. 

In  der  Ebene  seien  gegeben  zwei  beliebige  und  beliebig  zu 
einander  gelegene  Kegelschnitte  E und  <s.  Alsdann  wird  man 
durch  Projection  den  Kegelschnitt  S in  eine  Kreislinie  S,  und 
zugleich  den  Kegelschnitt  a in  einen  neuen  Kegelschnitt  s ver- 
wandeln können.  Für  diese  neuen  Curven  S,  s ist  mm  aber  das 
Schliessungstheorem  bereits  im  vorhergehenden  Paragraph  be- 
wiesen worden.  Folglich  gUt  dasselbe  auch  für  die  ursprüng- 
lichen Curven  S,  a. 

Nachdem  in  solcher  Art  das  Schliessungstheorem  für  zwei 
ganz  beliebige  Kegelschnitte  E,  a bewiesen  ist;  — ergiebt  sich 
nun,  beiläufig  bemerkt,  dass  dasselbe  auch  gelten  muss  auf  der 
Kugelfläche  für  zwei  ganz  beliebige  sphärische  Ellipsen;  voraus- 
gesetzt, dass  man  Polygone  an  wendet,  die  aus  lauter  grössten 
Kreisbogen  zusammengesetzt  sind.  Denn,  durch  Projection  vom 
Kugelmittelpunct  aus,  wird  man  jene  sphärischen  Ellipsen 
stets,  in  Gestalt  von  Kegelschnitten,  auf  eine  Ebene  werfen 
köimen;  u.  s.  w. 

Ein  Mangel  in  dem  gegebenen  Beweise.  — Die  Betrach- 
tungen dieses  und  des  vorigen  Paragraphs  sind  allerdings  zum 
Beweise  des  Schliessungstheorem?  in  vielen  Fällen  bereits  voll- 
kommen ausreichend,  so  z.  B.  wenn  die  beiden  Kegelschnitte  a und 
E zwei  Ellipsen  sind,  von  denen  die  eine  vollständig  innerhalb 
der  andern  liegt.  Im  Allgemeinen  aber  sind  sie,  wie  man  wohl 
schon  bemerkt  haben  wird,  noch  mit  einer  gewissen  Lücke  be- 
haftet. — Es  ist  nämlich  im  vorigen  Paragraph  nur  die  gleiche 
Länge  der  beiden  Verschiebungen  da  und  dd,  nicht  aber  ihre 
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gleiche  Richttmg  bewiesen  worden;  was  doch  nothwendig  sein 
wird,  um  darzuthun,  dass  die  zu  Anfang  der  unendlich  kleinen 
Bewegung  vorausgesetzte  Coincidenz  der  beiden  Puncte  A und  D 
auch  noch  vorhanden  sei  zu  Ende  jener  kleinen  Bewegung. 

Es  ist  nicht  ganz  leicht,  diesem  Mangel  abzuhelfen.  Es 
bedarf  dazu  einiger  Betrachtungen  aus  der  Analysis  Situs,  von 
denen  in  den  folgenden  Paragraphen  die  Rede  sein  vrird,  und 
die  vielleicht  auch  an  und  für  sich  ein  gewisses  Interesse  in 
Anspruch  zu  nehmen  geeignet  sein  dürften. 


§ 4. 

Einige  Sätze,  die  der  Analysis  Sitns  angehiiren. 

Es  handelt  sich  hier  im  Wesentlichen  um  die  Begründung 
jenes  schon  im  ersten  Paragraph  ausgesprochenen  Satzes  über 
die  Anzahl  der  externen  Berührungspuncte.  Dabei  bedarf  es 
zunächst  gewisser  Vorbereitungen.  — 

Durch  einen  Kegelschnitt  zerfällt  die  ganze  imendliche  Ebene 
in  zwei  Gebiete,  in  ein  inneres,  und  ein  äusseres  Gebiet.  Letz- 
teres kann,  falls  es  beliebt,  als  dasjenige  definirt  werden,  in 
welchem  sämmtliche  Tangenten  des  Kegelschnittes  liegen.  Jed- 
weder Punct  dieses  äusseren  Gebietes  wird  kiu^weg  als  ein 
äusserer  Punct  zu  bezeichnen  sein,  oder  auch  als  ein  Punct,  der 
ausserhalb  des  Kegelschnittes  liegt.  Ebenso  ist  andererseits 
jedweder  Punct  des  inneren  Gebietes  kurzweg  ein  innerer  Punct 
zu  nennen;  u.  s.  w.  — Speciell  bei  der  Hyperbel  wird  man  viel- 
leicht das  innere  Gebiet  als  aus  zwei  Theilen  bestehend  bezeichnen 
können;  worauf  es  aber  hier  nicht  weiter  ankoimnt. 

Unter  der  positiven  Curven-  oder  Umlaufs- Richtung  des 
Kegelschnittes  mag  diejenige  verstanden  werden,  in  welcher  man 
längs  des  Kegelschnitts  fortwandern  muss,  falls  man  während 
dieser  Wanderung  das  (dem  Wege  angrenzende)  innere  Gebiet 
stets  zur  Linken  haben  will.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass 
diese  Definition  nur  dann  einen  bestimmten  Sinn  hat,  wenn  zuvor 
eine  bestimmte  Seite  der  Ebene  als  die  obere  Seite  festgesetzt 
ist,  auf  welcher  man  (wie  auf  einem  festen  Boden)  fortwandert. 

Die  Definition  der  positiven  Curven-Richtung  überträgt  sich 
unmittelbar  auf  die  Tangenten  der  Curve.  Und  es  werden  also 
z.  B.  bei  der  Ellipse  je  zwei  zu  einander  jiarallele  Tangenten, 
hinsichtlich  ihrer  positiven  Richtungen,  zu  einander  entgegen- 
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gesetzt  sein.  Genau  dasselbe  aber  gilt,  wie  man  leicht  übersieht, 
auch  von  der  Ilyperhd.  Construirt  man  ■/..  B.  bei  der  Hyperbel 
diejenigen  beiden  Tangenten,  die  senkrecht  sind  zur  Verbindungs- 
linie der  beiden  Brennpuncte,  so  werden  die  positiven  Rich- 
tungen dieser  beiden  Tangenten  zu  einander  entgegengesetzt  sein. 
Zugleich  erkennt  man,  dass  die  positive  Richtung  einer  Asymptote 
zweideutig  ist,  nämlich  diese  oder  jene  Orientirung  besitzen 
wird,  je  nachdem  sie  als  Tangente  des  einen  oder  des  andern 
Hyperbelzweiges  angesehen  wird.  Es  gilt  nun  folgender  Satz: 

Erster  Satz.  — Von  irgend  einem  ämsern  Punetc  Ä am 
mögen  an  den  gegebenen  Kegelschnitt  die  beiden  Tangenten  Au 
und  Av  gelegt  sein,  wo  u und  v die  Berührungspuncte  vorstdien 
sollen.  Ferner  mögen  unter  AuU  und  AvV  ebendieselben  Tan- 
genten verstanden  werden,  die  eine  über  u,  die  andere  über  e 
hinaus  beliebig  verlängert  gedacht. 

Geht  man  nun  von  U über  u nach  A,  und  sodann  von  A 
über  V nach  F,  so  wird  man  bei  dieser  Wanderung  üu  AvV  die 
Puncte  u und  v stets,  entweder  beide  in  ihren  positiven,  oder 
aber  beide  in  ihren  negativen  Curvenrkhtungen  passiren. 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  erkennt  man  sofort  für  Ellipse 
und  Parabel.  Leicht  aber  überzeugt  man  sich  davon,  dass  dieser 
Satz  auch  für  die  Hyperbel  gilt,  und  zwar  ganz  allgemein, 
einerlei  ob  die  Puncte  u und  v demselben  Hyperbelzweige  oder 
verschiedenen  Hyperbelzweigen  angehören.  — Es  handelt  sich 
nun  zunächst  um  eine  möglichst  bequeme  Ausdrucksweise  dieses 
Satzes  durch  eine  passende  Formel,  um  den  Satz  in  solcher 
Weise  für  die  Anwendung  geschickter  zu  machen. 

Sind  irgend  zwei  Richtungen  p und  g entweder  unter 
einander  identisch  oder  aber  unter  einander  entgegengesetit , so 
wird  man  solches  in  üblicher  Weise  andeuten  können  durch  die 

Formel:  p = i r/;  sodass  also  der  Quotient  im  ersteren  Falle 

= + 1,  im  letztem  = — 1 ist.  Ist  ferner  von  irgend  zwei 
Puncten  M und  N die  Rede,  so  mag  die  von  AI  nach  N gehende 
Richtung  mit  bezeichnet  werden,  so  dass  also  z.  B. 

f J/VJ  = — ist.  Ueherdies  mag  noch  ein  weiteres  Symbol; 

[Af  J zur  Anwendung  kommen,  falls  der  Punct  Ad  auf  der  gegebenen 
Curve  liegt.  Es  soll  nämlich  in  diesem  Fall  unter  [AI]  die  positire 
Richtung  der  Curve  im  Puncte  AI  verstanden  werden.  — Solches 
festgesetzt,  können  wir  nun  jenen  Satz  folgendermassen  aussprechen: 
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Derselbe  Satz  in  etwas  anderer  Gestalt.  — Von  einem 
äussern  Puncte  A aus  mögen  die  heulen  Tangenten  Au  und  Av 
an  den  gegebenen  Kegelschnitt  gelegt  sein,  iro  u und  v die  Bc- 
rührungspuncte  rorstellen  sollen.  Alsdann  gilt  stets  die  Formel: 


(0 


K4]_  [.4r] 

['*r  W’ 


der  Art,  dass  diese  Quotienten,  je  nach  Umständen,  entweder  beide 
= 1 , oder  aber  beide  — — 1 sind.  — Uebrigens  kann  man 

dieser  Formel  (i)  offenbar  auch  folgende  mehr  symmetrische  Gestalt 


geben: 

(2) 


[Au]  \Äv] 
[u]  \v] 


denn  es  ist  [m.4]  = — \Au\. 

Dies  vorangeschickt,  legen  wir  jetzt  an  den  gegebenen 
Kegelschnitt  n Tangenten,  oder  (der  grösseren  Bequemlichkeit 
willen)  etwa  nur  4 Tangenten,  und  bezeichnen  dieselben  in  irgend 
welcher  Tteihenfolgc  mit  2^,  £3,  £4.  Ueberdies  bezeichnen  wir 
den  Sehnittpunct  je  zweier  solcher  Tangenten  £*  und  £;  mit 
Akj.  Im  Ganzen  existiren  offenbar  6 solche  Puncte  A^j.  Von 
diesen  aber  markiren  wir  nur  allein  die  4 Puncte: 


-^1*1  -^iS) 


und  erhalten  in  solcher  Weise  ein  dem  Kegelschnitt  umbeschriebenes 
Viereck,  welches  die  Tangenten  £j,£j,£j,£4  zu  Seiten,  und  die 
soebeTi  genannten  Puncte  .4,j,  /Ijj,  ./I34,  .44,  zu  Ecken  hat.  Die 
Berührungspuncte  jener  Tangenten  £j,£3,£3,£,  mögen  respec- 
tive  mit  Xj , r j , x, , ^4  benannt  werden.  Dieselben  sind  im  All- 
gemeinen theils  interner,  theils  externer  Natur.  So  z.  B.  wird 
der  Punct  x,  ein  interner,  oder  ein  externer  Berührungspunct 
sein,  jenachdem  er  auf  der  Tangente  £,  innerhalb  der  Strecke 
oder  aber  ausserhalb  dieser  Strecke  gelegen  ist.  Ana- 
loges ist  von  Xj,  X4  und  Xj  zu  sagen.  Fs  handelt  sich  nun  um 
die  Frage  nach  der  Anzahl  der  externen  Berührungsjmncle, 
nämlich  um  die  Begründung  jenes  schon  früher  im  ersten  Para- 
graph ausgesprochenen  Satzes. 

Zu  diesem  Zweck  mag  jedem  Berührungspunct  x*  eine  be- 
stimmte Zahl  f{x/,),  gewissermassen  als  Signatur,  beigelegt  werden ; 
und  zwar  soll  diese  Zahl  /’(x*)  = -j-  1 oder  = — 1 sein,  jenach- 
dem der  Punct  Xj,  ein  interner  oder  ein  extermr  Berührungs- 
punct ist. 
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Wir  betrachten  jetzt  folgenden  aus  lauter  geradlinigen 
Strecken  etc.  etc.  zusammengesetzten  Weg; 

(4)  *^1 -^12  ^2 -^23  *^3-^34  ^4 -^41  ^1-^12  ^2 

Im  Allgemeinen  wird  dieser  Weg  mit  der  in  sich  zurücklaufenden 
Linie  -dj, ^^3^54^4,  .<4,j  keineswegs  in  voller  Uebereinstimmung 
sein,  sondern  von  dei-selben  durch  gewisse  Amläufrr  sich  unter- 
scheiden, und  mit  gewissen  diesen  Ausläufern  entsprechenden 
Eückkehrpuncten  behaftet  sein. 

Um  näher  hierauf  einzugehen,  richten  wir  unsere  Aufmerk- 
samkeit auf  den  der  Tangente  2,  entsprechenden  Theil  A-^^x^A^ 
des  Weges  (4).  Ist  x^  ein  interner  Berührungspunkt,  also  gelegen 
zieischen  A^^  und  A^^: 

Ajj  . ...  x^  ...  . .4j3, 

so  wird  man  bei  Durchlaufung  jenes  Weges  (4)  in  constanter 
Richtung  von  Ajj  über  Xj  nach  A^^  gelangen.  Ist  hingegen  x^ 
ein  externer  Berührungspunct,  also  auf  der  Tangente  £j  ausser- 
halb der  Strecke  gelegen: 

Alf  ....  Aff  ....  Xf, 

so  wird  man  bei  Durchlaufung  jenes  Weges  (4)  zuerst  in  con- 
stanter Richtung  von  Ajj  nach  x^,  sodann  aber  in  der  entgegen- 
gesetzten Richtung  von  Xf  nach  zu  gehen  haben;  sodass  also 
in  diesem  Fall  der  Punct  als  ein  Rückkehrpunct  jenes  Weges 
(4)  zu  bezeichnen  ist,  als  ein  Punct,  in  welchem  die  Richtung 
jenes  Weges  plötzlich  wechselt,  plötzlich  in  die  entgegengesetzte 
Richtung  übergeht. 

Um  die  Hauptsache  hervorzuheben:  Bei  Verfolgimg  des 
Weges  (4)  hat  man  von  Xj  nach  Aj,,  von  Ajj  nach  Xj,  von  ij 
nach  Aj3  zu  gehen,  u.  s.  w.  ilan  hat  also  successive  die  Rich- 
tungen XjA,3,  AifXf,  XjAjj,  etc.  etc.  einzuschlagen.  Und  die  hier 
in  zweiter  und  dritter  Stelle  aufgeführten  Richtungen 

.A43X3  und  XfXiff 

werden  unter  einander  identisch  sein,  falls  Xj  ein  interner  Berüh- 
rungspunct ist;  sie  werden  aber  einander  entgegengesetzt  sein, 
wenn  der  Punct  Xj  ein  externer  Berührungspunct  ist.  Nach 
unserer  Bezeichnungs weise  ist  somit: 

[AisXj]  = d:  [ä'2-423]) 
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oder  genauer  ausgedrückt: 

(5)  [-^12^2]  ~ ■ [^2-^23]» 

denn  der  Factor  f(Xf)  ist  zufolge  der  vorhin  [zwischen  (3)  und 
(4)]  gegebenen  Definition  =4-1  oder  = — 1 , jenachdem 
einen  internen  oder  einen  externen  Berührungspunct  vorstellt. 

Andererseits  können  wir  nun  auf  den  Weg  (4)  ohne  Weiteres 
auch  den  allgemeinen  Satz  (i)  in  Anwendung  bringen,  und  ge- 
langen so  z.  B.  zu  folgender  Formel: 

/A\  [x,  A,,] [A,,x,] 

^ Kf  ~ ^ [*.]  ■ 

Substituirt  man  hier  rechter  Hand  für  [AjjS,]  den  Werth  (5), 
so  erhält  man  sofort  die  erste  Formel  folgenden  Systems; 

[X.]  . 

[x,  A„]  , [x,  ^,4] 

r>.]  “ * K]  ’ 

[x,r  [xj  ’ 

[X4  ^4,]  \ I3 

[xj  > 

dessen  übrige  Formeln  in  analoger  Weise  sich  ergehen.  Multi- 
plicirt  man  aber  diese  vier  Formeln  (7)  miteinander,  so  erhält 
man  sofort; 

(8)  1 = f{Xi)  ■ /■(Xj)  • /•(X3)  • fix^). 

Die  f{x^  sind  nach  ihrer  Definition  alle  = ± 1,  also  im 
Allgemeinen  theils  positiv,  theils  negativ.  Und  die  vorstehende 
Formel  (8)  zeigt,  dass  die  Anzahl  der  neffativen  f(X/)  stets  eine 
gerade  Zahl  sein  muss.  Mit  anderen  Worten:  Sie  zeigt  dass  die 
Anzahl  der  externen  Berührungspuncte  stets  eine  gerade  Zahl 
sein  wird.  — Q.  e.  d. 

Dass  der  in  solcher  Art  für  das  Viereck  bewiesene  Satz  in 
genau  derselben  Art  für  jedes  beliebige  Polygon  bewiesen  werden 
kann,  bedarf  keiner  weiteren  Erläuterung.  Man  wird  also  sagen 
können: 

Zweiter  Satz.  — Einem  Kegelschnitt  sei  irgend  ein  Polygon 
umbeschrieben.  Und  der  Berührungspunct  einer  jeden  Polygon- 
seite mag  intern  oder  extern  heissen,  je  nachdem  er  zwischen 
den  beiden  Ecken  der  Polygonseite,  oder  aber  ausserhalb  der  von 
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diesen  beiden  Ecken  begrenzten  Strecke  gelegen  ist.  — Alsdann 
tvird  die  Anzahl  der  im  ganzen  Polggon  vorhandenen  externen 
Berilhrungspunete  unter  allen  Umständen  eine  gerade  Zahl  sein. 

Ist  das  betrachtete  Polygon  ein  »-Eck,  und  werden  seine 
w Berührungspuncte  mit  x^,  Xg,  ...  bezeichnet,  so  wird 
dieser  allgemeine  Satz  durch  folgende  [mit  (8)  analoge]  Formel 
ausdrückbar  sein: 

(8  a)  1 ==  f{Xi)  f(Xg)  f(Xg)  . . . /•(x,). 


§ 5- 

Weitere  Sätze  aus  der  Analysis  Situs. 


Auf  Grund  der  zu  Anfang  des  vorigen  Paragraphs  gegebenen 
Definitionen  ergeben  sich,  und  zwar  unmittelbar  aus  der  geome- 
trischen Anschauung,  folgende  Sätze: 

Dritter  Satz.  — Irgend  eine  Secante  £ des  gegebenen  Kegel- 
sehnitts  besitze  die  beiden  Schnittpuncle  A und  B.  Murkirt  man 
nun  auf  fl  zicisehen  A und  B irgend  einen  Bund  x,  und  lässt 
man  sodann  die  Secante  fl  um  diesen  Bund  x sich  drehen,  so 
werden  die  Buncte  A und  B in  gleiehcm  Sinne  längs  des  Kegel- 
schnitts fortschreiten  (nämlich  entweder  beide  in  der  positiven,  oder 
aber  beide  in  der  negatiren  Umlaufsrichtung).  — Sind  da  und 
dß  die  gleichzeitigen  Verschiebungen  der  Puncte  A und  B,  so 
wird  man  also,  unter  Anwendung  der  schon  früher  [in  (i),  (2)] 
benutzten  Bezeichnungsweise , sagen  können,  es  sei 


(9) 


fda]  _ [dßj  . 
\Ä]  [BJ  ' 


WO  alsdann  [rfa]  und  [djj]  die  Richtungen  jener  Verschiebungen 
vorstellen,  während  (A]  und  [BJ  die  positiven  Umlaufsrichtungon 
des  Kegelschnitts  respective  in  den  Puncten  A und  B repräsentiren. 

Vierter  Satz.  — Markirt  man  auf  der  Sccuide  fl  irgend 
einen  aussfrhulb  der  Strecke  AB  gelegenen  Bund  x,  und  lässt 
man  sodann  die  Secante  fl  wiederum  um  x sieh  drehen,  so  werdeti 
die  Bunete  A und  B in  entgegengesetztem  Sinne  längs  des 
Kegelschnitts  fortschreiten  (nämlieh  einer  in  der  positiven,  der  an- 
dere in  der  negativm  Umlaufsriehtung  des  Kegelschnitts.)  — Solches 
kann  angedeutet  werden  durch  die  Formel: 


(IO) 


|d«l  _ _ [d^] 

[AJ  [R]  ■ 


I 

I 


! 
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Es  seien  nun  in  der  Ebene  irgend  zwei  Kegelschnitte  s und 
S gegeben,  einerlei,  ob  dieselben  einander  schneiden  oder  nicht. 
Auf  der  Curve  S sei  irgend  ein  Punct  A markirt,  und  von  A 
aus  eine  Tangente  an  s gelegt,  welche  die  Curve  S zum  zweiten 
Mal  in  B schneiden  mag.  Sodann  sei  von  B aus  eine  neue 
Tangente  an  s gelegt,  welche  die  Curve  S zum  zweiten  Mal  in 
C schneidet.  Endlich  sei  von  C aus  eine  nci/c  Tangente  an  s 
gelegt,  welche  die  Curve  S zum  zweiten  Mal  in  I)  schneidet. 

Die  Curven  s und  S seien  rölliff  fest,  hingegen  der  Punct  A 
längs  der  Curve  S nrsehiehhar.  Während  nun  A längs  S fort- 
wandert, werden  offenbar  gleichzeitig  auch  B,  C und  1>  längs 
dieser  Curve  S fortschreiten.  Die  augenblicklichen  Herührungs- 
puncte  der  Linien  AB,  BC,  CD  mit  der  Curve  .«  bezeichnen 
wir  mit  x,  y,  Z,  .sodass  wir  also  folgendes  Bild  vor  Augen  haben: 

(ii)  AxB,  ByC,  CzD. 


Wir  beschränken  uns  auf  ein  unendlich  kleines  Zeitelenient 
der  in  Rede  stehenden  Bewegung,  und  bezeichnen  die  diesem 
unendlich  kleinen  Zeitelement  entsprechenden  Verschiebungen  der 
Puncto  A,  B,  C,  D respective  mit  du,  dß,  dy,  dd.  Nach  den 
Sätzen  (9),  (10)  ist  alsdann  z.  B. 


(12) 


r<i«]  _ , [d^j , 
[AJ  [21]  ’ 


und  zwar  wird  hier  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  anzu- 
wenden sein,  jenachdem  der  Punct  x auf  der  Linie  AB  zwischen 
A und  B,  oder  aber  ausserhalb  der  Strecke  AB  sich  befindet, 
d.  h.  jenachdem  dieser  Punct  x einen  internm,  oder  aber  einen 
externen  Bertthrungspunct  repräsentirt.  Unter  Anwendung  der 
früher  [zwischen  (3)  und  (4)]  eingeführten  Signatur  f(x),  wird 
daher  die  Formel  (i2)  folgenderma.s.sen  zu  schreiben  sein; 


(13) 


fd«] 

fA] 


= fix) 


[dß] 
[Bl  ■ 


Analoges  gilt  offenbar  für  B und  C,  und  auch  für  C und  D; 
sodass  man  zu  folgendem  Formelsystem  gelangt; 


(14) 


[da] 

[A] 


[d^] 

[Bj 


[dy] 

[0] 


[dy] 

[(^\ 


= fiz) 


[dS\. 
[DJ  ’ 


woraus  durch  Multiplication  sich  ergiebt: 

^ / ■ [DJ  ■ 
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Zufolge  des  vorhin  aufgestellten  allgemeinen  Satzes  [vgl. 
(8a)],  wird  nun  aber  das  Product  1 sein,  falls 

zufäUiger  Weise  A und  D zu  Anfang  des  hier  betrachteten  un- 
endlich kleinen  Zeitelementes  miteinander  anmidircn.  In  diesem 
besonderen  Fall  wird  also  die  Formel  (15)  übergehen  in 


(16) 


[da]  _ [dJ] 

[A]  - [D]  ’ 


wo  in  Folge  der  genaimten  Coincidenz,  das  [D]  durch  [.4]  ersetz- 
bar ist.  In  dem  in  Rede  stehenden  besonderen  Fall  wird  daher 
[da]  = d.  h.  die  Richtung  der  beiden  Verschiebungen  da 

und  dS  ein  und  dieselbe  sein. 

Hiermit  ist  jener  Mangel,  von  welchem  im  dritten  Paragraph 
die  Rede  war,  nicht  nur  für  das  Dreieck,  sondern  ganz  allgemein 
für  jedes  beliebige  Polygon  beseitigt.  Denn  die  hier  angewendete 
Methode  ist  offenbar  der  Art,  dass  sie  nicht  nur  beim  Dreieck, 
sondern  in  genau  derselben  Weise  bei  jedem  beliebigen  Polygon 
sich  benutzen  lässt. 


Druokfertig  erklärt  3.  VlU.  1901.1 
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Gerhard  Kowalewski:  Veher  Fusspunlicurren  von  Ovalm 
mit  Mittelpunkt. 

In  einer  Nununer')  des  „Intermrdiaire^'  wird  die  Aufgabe 
gestellt,  den  Flttcheninhalt  des  Gebietes  zu  berechnen,  welches  die 
Fusspunktcurve  einer  Ellipse  (inbezug  auf  irgend  einen  Punkt) 
umgrenzt.  Dabei  soll  aber  unter  Fusspunktcurve  der  Ort  der 
Fusspunkte  aller  Lote  verstanden  werden,  die  nicht  auf  die  Tan- 
genten, sondern  auf  gewisse  andere  Geraden  gefällt  sind.  Diese 
Geraden  erhält  man,  wenn  man  jede  Tangente  um  ihren  Be- 
rührungspunkt in  positivem  Sinne  eine  Drehung  e ausführen  lässt, 
wobei  £ für  alle  Tangenten  denselben  Werth  hat.*)  Für  £ = 0 
hat  man  den  gewöhnlichen  Fall. 

Die  genannte  Aufgabe  lässt  sich,  wie  wir  sehen  werden,  mit 
ganz  geringem  Aufwand  an  Rechnung  lösen,  und  es  ist  bemerkens- 
werth,  dass  man  sie  auch  für  ein  beliebiges  Oval  mit  Mittelpunkt 
bis  zu  einem  gewissen  Grade  erledigen  kann.  Die  Methode, 
welche  ich  im  folgenden  anwende,  habe  ich  von  Herrn  E.  Cesaro*) 
gelernt. 

Wir  beziehen  alles  auf  das  bewegliche  Axensystem,  welches 
die  Tangente  imd  die  Normale  in  irgend  einem  Punkte  der  Rand- 
curve  unseres  Ovals  bilden.  Die  positive  Richtung  der  Tangente, 
die  wir  als  x-Axe  wählen,  soll  dem  positiven  Umfahrungssinn ^) 
entsprechen.  Bei  der  y-Axe  sei  diejenige  Richtung  die  positive, 
welche  in  das  Innere  des  Ovals  weist.  Um  die  Lage  eines 

1)  April,  igoi. 

2)  Die  Aufgabe  wird  noch  etwas  allgemeiner  gestellt.  Anstatt  der 
Lote  werden  Geraden  gewählt,  die  mit  jenen  einen  constanten  Winkel 
K bilden.  Dann  tritt  aber,  wie  man  leicht  erkennt,  zu  dem  Flächen- 
inhalt nur  der  Factor  cos“*a  hinzu. 

3)  Vgl.  dessen  Buch  „Lezioni  di  geometria  intrinseca“. 

4)  Bei  positiver  Umkreisung  des  Ovals  liege  das  Innere  zur  linken 
Hand. 
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Gkrhako  Kowalewäki: 


solchen  Axensystenis  zu  fixiren,  genüget  cs,  den  Winkel 
anzugeben,  um  welchen  sich  die  x-Axe  dreht,  wenn  man  das 

System  längs  der  Randcurve 
aus  einer  (willkürlich  gewähl- 
ten) Anfangslage  in  die  neue 
Lage  überfuhrt  und  dabei 
den  Anfangspunkt  0 den  posi- 
tiven Umfahrungssinn  verfol- 
gen lässt. 

Die  Coordinaten  x,  y eines 
in  der  Ebene  festen  Punktes  P 
sind  Functionen  von  tp,  die 
den  leicht  abzuleitenden  Differentialgleichungen 
dx  dy  


(0 


d(p 


y — Q, 


dtp 


genügen,  wo  p der  Krümmungsradius  der  Randcurve  an  der  durch 
<p  eharakterisirten  Stelle  ist.*)  Ist  (r^,  y„)  der  Mittelpunkt  des 
Ovals,  so  wird  auch  für  ihn 


(>') 


dx„ 

d tp 


Vt)  ? ) 


dtp 


sein,  und  man  hat  also 
d{x  — x„) 

—dtT^=y-yot 


d(y  — y«) 

dtp 


(a;  — Xo), 


woraus  sofort  folgt 

(2)  X = + c sin  (<p  + y) , y = y^  + c cos  (9  -f  y)  ■ 


Hier  bedeutet  die  Constante  c,  welche  wir  als  positiv  voraussetzen 
dürfen,  die  Entfernung  des  Punktes  (x,  y)  vom  Mittelpunkt. 

Durch  den  Anfangspunkt  0 (vgl.  die  Figur)  sei  nun  unter 
dem  constanten  Winkel  e gegen  die  x-Axe  eine  Gerade  gezogen. 
Ihre  Gleichung  lautet 
(3)  V cos  e — I sin  f = 0 


wenn  tj  die  laufenden  Coordinaten  bedeuten.*)  Der  Fusspunkt 
I’  des  von  P auf  die  Gerade  (3)  gefällten  Lotes  beschreibt,  wenn 


1)  Vgl.  das  zweite  Capitel  des  oben  citirten  CKsÄKo’schen  Buches 
oder  Seite  21  der  von  mir  herausgegebenen  deutschen  Übersetzung 
(Leipzig,  Teubner). 

2)  Diese  Gerade  ist  mit  dem  beweglichen  Axensystem  starr  ver- 
bunden. 
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<p  von  0 bis  2jr  zuniinmt,  eine  Fusspunktcurve  im  oben  ange- 
gebenen allgemeineren  Sinne.  Ist  F'  die  Lage  von  F,  welche 
dem  Werte  tp  dq>  entspricht,  so  schliessen  PF  und  PF'  augen- 
scheinlich einen  Winkel  ein,  der  gleich  dtp  ist,  und  der  Inhalt 
des  elementaren  Dreiecks  PFF'  wird  also  ausgedrückt  sein 
durch 

dJ  = \PI'^  ■ dtp  . 


Nun  ist  aber  abgesehen  vom  Vorzeichen 


PF  = y cos  e — a;  sin  £ , 

mithin 

(4)  d/ = cos  £ — xsin  £)*d4) . 


Wenn  wir  annehmen,  dass  niemals  die  Gerade  (3) 
P triflFt,  so  ist  der  Inhalt  J des  von  der  Curve  (F')^') 
Gebietes 


(40 


cos  £ — a;  sin  cydg> . 


den  Punkt 
umgrenzten 


Kommt  es  vor,  dass  1‘  von  der  Geraden  (3)  getrofifon  wird,  so 
ist  die  Formel  (4'j  nicht  ohne  weiteres  anwendbar.  Im  all- 
gemeinen würde  man  den  Flächeninhalt  von  (F)  erst  definiren  « 
müssen.  Liegt  P im  Innern  des  Ovals,  so  gilt  (4O  jedenfalls 
für  genügend  kleine  Werte  von  e. 

Benutzen  wir  jetzt  die  Formeln  (2)  und  setzen  zur  Ab- 
kürzung y'  — y i und 


in 


so  kommt 


in  in 

J=J^-\-c J (y^cosc—x^sinc)  cos  (tp-}-y')dtp  + \c^J'cos^((p  + y')dq). 


Die  Coordinaten  (a"o,  i/q)  des  Mittelpunktes  sind  nun  aber  Func- 
tionen von  tp  mit  der  Periode  it,  während  cos(ip  -|-  y')  bei  Ver- 
mehrung von  tp  um  n sein  Vorzeichen  ändert.  Daraus  folgt 


I)  Die  vou  einem  Punkt  beschriebene  Curve  bezeichne  ich  mit 
Herrn  E.  Cesaro  durch  den  Punkt  in  Klammern. 

Math.-phys.  Classe  1901.  23 
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irt 


(y„  cos  £ — ^0  sin  t)  cos  (qp  + y'jd<p  — 0 . 
Ferner  hat  man 


so  dass  also 

(4*)  J = /„+>7rc* 

wird.  Aus  dieser  Formel  erkennen  wir,  dass  J bei  gegebmem  i 
nur  irm  der  Entfernung  e abhängt,  tcelehe  der  Punkt  P (von 
dem  aus  die  Fusspunktcurve  gebildet  ist)  rom  Mittelpunkte  des 
Ovals  hat. 

Um  Jq  zu  berechnen,  bemerken  wir,  dass 

Hn  Sn 

Jq  = -l(^cos^  ej yldip — 2 cos  £ mn  £ j <p  + sin^ s J xldtp^ 

0 0 u 

ist.  Nach  (i')  ist  aber 

2n  2rt 

f royo<^<P  = —J  Ho'^Ho  = — I W*”  0, 

0 0 

ferner  können  wir  auf  Grund  von  ( 1 ')  sclireiben  *) 

Sn  2n  2n  in 

f r*r/qp  = —J  x„dg„  l/odr^  = j yoCVo  ~ 


2n  in 

=y*'/§(^<p  —J  yof^s, 


0 0 

wobei  wir  mit  ds  das  Bogenelement  der  Randcurve  bezeichnen. 
Das  letzte  Integral  stellt  2A,  den  doppelten  Flächeninhalt  des  Ovals, 
dar.  Wir  setzen  noch 

in 


u 

2n 

Hierbei  ist  benutzt  j d{x,,gf)  = 0. 
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und  bemerken,  dass  B der  Flächeninhalt  des  Gebietes  ist,  welches 
die  vom  Mittelpunkt  des  Ovals  aus  in  der  gewöhnlichen  Weise 
(t  = O)  gebildete  Fusspunktcurve  umgrenzt.  Dann  können  wir, 
da  = B — ^sin*£  ist,  die  Formel  (4*)  definitiv  so  schreiben: 

(4)  J = B — jdsm*£  + 2 . 

Es  ist  ein  bemerkenswerthes  Resultat,  dass  J nur  von  Ä 
und  von  B abhängt  und  die  Differenz  J — B sogar  nw  von  dem 
B'lächeninhcdt  des  Orals,  wenn  £ und  c gegeben  sind. 

Wir  erledigen  jetzt  noch  kurz  den  Fall  der  Ellipse,  auf  den 
sich  die  Aufgabe  im  „Intennediaire“  bezieht.  Es  handelt  sich 
oflfenbar  nur  um  die  Berechnung  von  B.  Man  findet  aber  leicht, 
wenn  man  als  Anfangslage  für  0 den  einen  Endpunkt  der  grossen 
Axe  der  Ellipse  wählt, 

1/g  = o*cos*9  + 6*sin*9) , 

also 

Sit 

^ = lj + &*)) 

U 

und  die  Formel  (4)  wird  daher  im  Falle  der  Ellipse,  da  A = nah  ist, 

(4')  J = 2 "I”  • 

Man  kann  sich  sogar  alle  Rechnung  ersparen,  wenn  man 
den  Satz  benutzt,  dass  die  (gewöhnliche)  Fusspunktcurve  der 
Ellipse  in  Bezug  auf  einen  Brennpunkt  (c  = — h^)  der  über 

der  grossen  Axe  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  ist.  Da 
dessen  Flächeninhalt  gleich  na?  ist,  so  wird  die  Formel  (4) 

na?  — B 

woraus  wieder  folgt 

if  = !«(«* + b^). 
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E.  Study:  Die  Elemente  eweiter  Ordnung  in  der  ebenen 
projcctiven  Geometrie. 

EHlr  die  Leichtigkeit,  mit  der  irgend  welche  Figuren  ans 
der  Geometrie  einer  Gruppe  eindeutiger  Transformationen  be- 
handelt werden  können,  ist  es  sehr  wesentlich,  eine  gleichförmige 
analytische  Darstellung  dieser  Figuren  zu  kennen,  eine  Darstel- 
lungsart, die  alle  mit  einander  äquivalenten  Figuren  umfasst,  und 
also  eine  Erörterung  von  Ausnahmefällen  nach  Möglichkeit  erspart. 
In  der  ebenen  projectiven  Geometrie  konnte  dies  u.  A.  bei  Linien- 
eleraenten  (Elementen  i.  0.)  leicht  erreicht  werden  durch  das 
Hülfsmittel  der  homogenen  Coordinaten.  Doch  war  der  Vortheil 
in  diesem  Falle  noch  nicht  allzugross  gegenüber  der  (theilweise 
homogenen)  Darstellung  dieser  Elemente  durch  elementare  Coor- 
dinaten {x,y,  dxidi/).  Grösseren  Nutzen  dürfte  man  wohl  er- 
warten, wenn  es  gelingen  sollte,  die  durch  die  elementaren 
Coordinaten  (x, »/,  g',  y")  nur  in  sehr  unvollkommener  Weise 
darstellbaren  Elemente  2.  Ordnung  einer  erschöpfenden  projectiv- 
invarianten  Darstellung  zugänglich  zu  machen.  Indessen  sind  auf 
Herstellung  eines  geeigneten  Rechnungsapparates  dieser  Art 
gerichtete  Versuche  mehrerer  Autoren  bis  jetzt  nicht  von  Erfolg 
begleitet  gewesen.*)  Es  war  daher  für  den  Verfasser  über- 
raschend, als  bei  Anwendungen  des  CANTOa’schen  Begriffs  ab- 
geschlossenes Continuum  auf  Gruppentheorie  (insbesondere  auf  die 
allgemeine  projective  Gruppe  mit  dem  Kegelschnitt  als  Raum- 
element) sich  zeigte,  dass  eine  überaus  einfache  projectiv-invariante 
Darstellung  der  Elemente  2.  Ordnung  vorhanden  ist. 

In  ihrer  ursprünglichen  Form  sind  die  neuen  Coordinaten 
der  Elemente  2.  Ordnung  ebenfalls  noch  nicht  erschöpfend. 

i)  Vgl.  Fr.  Esokl,  Die  höheren  Differentialquotienten  (§  2)  Leipz. 
Uer.  1893.  S.  468  u.  ff.  Die  dort  — für  Elemente  n.  Ordnung  — an- 
gegebenen Coordinaten  sind  von  der  Art  derer,  die  wir  in  § 6 besprechen, 
aber  noch  verwickelter. 
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Allein  dieser  Mangel  fällt  hier  deshalb  wenig  ins  Gewicht,  weil 
die  auszuschliessenden  Elemente  invariante  Mannigfaltigkeiten 
bilden,  und  überdies  ist  er  sehr  leicht  auszubessem.  Immerhin 
haben  die  einzuftlhrenden  projectiven  Elementcoordinaten  etwas 
Singuläres  an  sich,  was  hervorzuheben  wir  nicht  unterlassen 
wollen.  Schon  die  Elemente  3.  0.  sind  viel  schwerer  zugänglich, 
und  in  der  Geometrie  des  Raumes  ist  die  analoge  Theorie  von 
speciellerer  Natur. 

Ein  Theil  des  Vorzutragonden  kann  als  typisch  angesehen 
werden  für  eine  Gattung  von  Ueberlegungen , die  bei  manchen 
Fragen  ’ von  principieller  Bedeutung,  besonders  in  der  Theorie 
stark  transitiver  continuirlicher  Gruppen  CnF.MONA’scher  Trans- 
formationen mit  grossem  Vortheil  angestellt  werden  können.  Es 
hat  ferner  Fr.  Engel,  dem  der  Verfasser  die  Grundgedanken 
seiner  Untersuchung  mitgetheilt  hatte,  die  Frage  nach  einer  um- 
fassenden Darstellung  der  Elemente  höherer  Ordnung  in  Ebene 
und  Raum  von  Neuem  aufgenommen,  und  es  ist  ihm  nunmehr 
gelungen,  einen  Theil  der  damit  verknüpften  nicht  geringen 
Schwierigkeiten  zu  überwinden.  Dass  mit  der  vorliegenden 
Untersuchung  ein  aussichtsreicher  Forschungsweg  eröffnet  ist, 
dürfte  übrigens  wohl  schon  aus  dieser  selbst  heiworgehen.  Wh- 
erwähnen  als  Hauptergebnisse  die  Einführung  des  neuen  Begriffs 
der  orientirien  Elemente  2.  0.,  den  Nachweis  eines  bisher  un- 
bekannten Zusammenhanges  der  Elemente  2.  0.  eines  ternären 
Gebietes  mit  der  PLÜcKER’schen  Liniengeomdrie,  insbesondere  der 
Theorie  der  sogenannten  linearen  homogenen  Gruppe  im  Raume, 
endlich  eine  neue  Classification  der  geivöhnlichcn  algebraischen 
Differentialgleichungen  2.  Ordnung. 

Begriff  und  Eigenschaften  der  Elemente  2.  0.  werden  wir 
von  Grund  aus  entwickeln.  Hingegen  musste,  ausser  einigen 
elementaren  Begriflfsbildungen  aus  der  Theorie  der  Transformations- 
gruppen, die  sogenannte  symbolische  Methode  der  Invarianton- 
theorie  als  dem  Leser  geläufig  vorausgesetzt  werden.  Die 
Vortheile  dieser  Methode  sind  so  gross,  dass  auf  ihren  Gebrauch 
verzichten  einem  schliesslich  doch  nur  in  Einseitigkeit  und  Be- 
quemlichkeit wurzelnden  Vorurtheil  ein  zu  grosses  Opfer  bringen 
hiesse. 
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§ I. 

Ein  er«te»i  ('ontinnuin  von  Elementen  2.  Ordnnng. 

Collineationen  oder  Correlationen  denken  wir  uns  stets  dar- 
gestellt durch  lineare  Substitutionen  von  der  Determinante  + 1. 
Die  Transfonnationscoefficienten  sind  dann  bestimmt  bis  auf 
dritte  Einheitswurzeln.  Ist  also  die  betrachtete  Transformation 
reell,  so  kann  sie  nur  auf  eine  Weise  mit  reellen  Coefficientcn 
geschrieben  werden. 

Ein  Element  i.  Ordnimg  kann  erklärt  w'erden  als  der  In- 
begriff aller  analytischen  Curven,  die  in  einem  Punkte  X dieselbe 
Tangente  V haben.  *)  Da  dieser  Inbegriff  durch  den  Pimkt  A' 
und  die  mit  ihm  vereinigt  liegende  Gerade  U vollkommen 
bestimmt  ist,  so  kann  man  auch,  nach  S.  Lie,  die  Figur  des 
Linienelementes  (X,  U')  selbst  als  „Element  i.  0.“  bezeichnen: 
die  zweimal  drei  VerhUltnissgrössen 

(0  X,:X,:X,  ; U,:U,:U, 

sind  dessen  „Coordinaten“,  und  die  Bedingung  vereinigter  Lage 
zweier  consecutiver  Elemente  i.  0.  ist,  in  bekannter  Bezeichnung 

(2  j (Xd  U)  = -{Ud  X)  = 0. 

r«T!«e  von  Elementen  i.  0.  giebt  es  drei  Arten:  Die 
Linienelemente  „krummer  Curven“  (krumme  Vereine), 
Vereine  mit  festem  Punkt  fPunktvereine)  und  c»“  Vereine  mit 
fester  Geraden  (gerade  Vereine). 

Wir  erklären  nun,  vorläufig  noch  die  Punkte  vor  den  Ge- 
raden aüszeichnend,  ein  eigentliches  Element  2.  Ordnung  als  In- 
begriff aller  analytischen  Curven,  die  in  einem  Punkte  X mit 
einer  dort  sich  regulär  verhaltenden  unter  ihnen  dreipimktige 
Berührung,  mit  der  Tangente  U dieser  Curve  im  Punkte  X aber 
nur  zweipunktige  Berührung  haben. 

Um  zu  einer  analytischen  Darstellung  dieser  von  vier  Con- 
stanten  abhängigen  Figiu-  zu  kommen,  bemerken  wir,  dass  sich 
unter  den  genannten  Curven  insbesondere  00®  irreducibele  Kegel- 
schnitte befinden,  deren  jeder  einzelne,  zusammen  mit  X oder  V, 
bereits  die  ganze  Figur  definirt  und  bei  der  Betrachtung,  auf 

i)  Wir  beschränken  uns  durchaus  auf  analytische  Gebilde.  Dass 
im  reellen  Gebiet  die  Voraussetzungen  allgemeiner  gewählt  werden 
können,  ist  selbstverständlich. 
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die  es  hier  ankommt,  die  zuvor  genauate  Curve  vertreten  kann. 
(CZ)*  = 0 sei  die  Punktgleichung  eines  solchen  Kegelschnittes, 
( irü)®  = ^ (CC'TP)*  = 0 seine  Liniengleichung,  / ==  | (C7i!)* 
seine  Invariante.  Sind  dann  die  Coordinaten  X^,  X^,  Xj  des  auf 
dem  Kegelschnitt  gelegenen  Punktes  X übrigens  beliebig  aber 
bestimmt  gewählt,  so  kann  man  den  Coordinaten  Uj, 

Werthe  beilegen,  die  vermöge  eines  gegenüber  CoUincationen  (von 
der  Determinante  Eins)  invarianten  GIcichungssgstems  bis  auf  dritte 
Einheitswurzeln  bestimmt  sind; 

Man  setze  Ui  J ~ i ■ {CX)Ci,  oder 

(3a)  (UZ)  .{CX){CZ) 

(für  alle  Z)\  X lässt  sich  dann  auf  ähnliche  Art  umgekehrt 
wieder  durch  U darstellen;  Es  wird 

(3b)  (IPX)  = J-“  *3  . (UJi){W]t) 

für  alle  W. 

Das  hiermit  dreideuiig  bestimmte  Werthsystem  der  Grössen  U' 
ist  nun  ganz  unabhängig  davon,  welchen  der  oo®  einander  drei- 
punktig  berührenden  Kegelschnitte  man  zu  seiner  Herstellung 
bemitzt  hat. 

Man  beweist  diesen  Satz  durch  eine  leichte  Rechnung;  Sind 
Vi  homogene  Coordinaten  irgend  einer  Geraden  durch  X,  so  ist 

(DX)*  = (czy  + (UZ){VZ)  = 0 

irgend  einer  der  ftuglichen  Kegelschnitte.  Substituirt  man  daim 
(DZ)^  an  Stelle  von  (CZy,  so  erhält  man  an  Stelle  von  (3) 
wieder  dieselben  Gleichungen;  die  Grössen  P,-  fallen  heraus. 
Umgekehrt  tritt  dies  auch  nur  dann  ein,  wenn  V durch  X geht. 
Betrachtet  man  also  jetzt  die  Grössen  X,-,  die  nach  Voraussetzung 
nicht  sämmtlich  verschwinden,  und  die  Grössen  Ui,  die  dann 
ebenfalls  nicht  sämmtlich  verschwinden  können,  als  gegeben, 
so  definiren  die  Gleichungen  (3)  ein  System  von  <30®  irreducibelen 
einander  dreipunktig  berührenden  Kegelschnitten;  mit  anderen 
Worten,  sie  definiren  ein  eigentliches  Element  2.  Ordnung.  — 
Wir  haben  hiermit  Folgendes  erkannt: 

Zur  analytischen  Darstellung  der  eigentliehen  Elemente  2.  Ord- 
nung eines  ternären  Gebietes  kann  ein  System  von  sechs  homogenen 
Grössen 

(4)  X,  : X,  : X3  : U,  : U^  : 
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benutet  werden,  die  der  Gleichung 

(5)  ( UX)  = U,  X,  + U,  X,  + U,  X,  = 0 

genügen,  mit  der  Maassgabe,  dass  nicht  nur  gleichzeitige  Multi- 
plication der  sechs  G-rössen  mit  einctn  und  demselben  Factor  j. 
sondern  ausserdem  auch  Multiplication  der  Grössen  U,-  oder  X, 
mit  einer  dritten  Einheitswurzel  gestattet  ist. 

Die  Grössen  X,-  und  Ui  sind  zugleich  Coordinaten  des  zum 
Element  2.  Ordnung  geihörigen  Elementes  i.  Ordnung  (des  ent- 
sprechenden Linienelementes). 

Atisser  den  oo*  eigentlichen  Elementen  2.  Ordnung  stellen 
die  genannten  homogenen  Grössen  noch  dar  die  oo*  Punhte 

(6)  X,  : Xj : X,  : 0 : 0 : 0 
und  die  oo*  Geradeti 

(7)  0:0:0:  U,  : U,  : U,. 

Ber'  Inbegriff  dieser  dreierlei  Figuren  bildet  ein  abgeschlossenes 
prqjectiv-in variantes  Con tinu u m . 

Hier  vertritt  natürlich  z.  B.  eine  Gerade  den  InbegrifiF  aller 
analytischen  Cnrven,  von  denen  sie  dreipunktig  berührt  wird. 

Neben  die  Definition  von  „eigentlichen  Elementen  2.  Ord- 
nung“, von  der  wir  ausgegangen  sind,  stellt  sieh  eine  zweite  zu 
jener  correlativen  Begriffsbildung.  Diese  ist  aber,  wie  man  leicht 
nachweisen  kann,  von  der  ersten  materiell  nicht  verschieden. 
Haben  zwei  an  der  Stelle  (X,  Z7)  sich  regulär  verhaltende  Curven 
als  Oerter  von  Punkten  aufgefasst  dreipunktige  Berührung,  so 
haben  sie,  als  Oerter  von  geraden  Linien  betrachtet,  auch  drei- 
linige  Berührung;  beides  lässt  sich  auch  dadurch  ausdrücken, 
dass  man  sagt,  dass  die  Curven  zw'ei  consecutive  Linienelemente 
gemein  haben,  oder  dass  sie  einander  „osculiren“.  Dem  ent- 
sprechend gehen  die  Gleichungen  (3  a)  in  t3b)  über,  wenn  man 
X und  U vertauscht,  und  ungleich  (CX)*  durch  (IPJ?)*  und 
also  (IV'Jf)*  durch  J • (CX)®,  J durch  ./*  ersetzt:  Man  erhält, 
bei  correlativem  Ausgangspunkt,  genau  dieselben  Coordinaten  von 
„eigentlichen  Elementen  2.  Ordnung“,  und  dieselbe  Ergänzung 
des  nicht  abgeschlossenen  Continuums  dieser  Elemente  durch 
uneigentliche  Elemente  2.  0.,  wie  wir  nunmehr  die  den  eigent- 
lichen Elementen  hinzugefügten  Figuren  (die  00*  Punkte  und 
die  00*  Geraden)  nennen  wollen. 

Die  Ergänzung  irgend  einer  Mannigfaltigkeit  geometrischer  Figuren 
zu  einem  abgeschlossenen  Continuum,  in  dem  jede  unendliche  Menge 
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Bolcher  Figuren  wohldefinirte  Häufungsstellen  hat,  ist  im  Princip  überall 
da  zu  fordern,  wo  man  sich  nicht  auf  eine  „Umgebung  einer  Stelle 
allgemeiner  Lage“  beschränken  will  (wie  man  es  bei  vielen  Unter- 
suchungen nothgedrungen  thun  muss);  insbesondere  ist  sie  zu  fordern 
bei  algebraischen  Untersuchungen.  Solche  Ergänzungen  eines  nach 
seiner  Definition  noch  nicht  abgeschlossenen  Continuums  (wie  z.  B.  des 
Continuums  der  „im  Endlichen“  gelegenen  Punkte)  lassen  sich  aber 
in  mannigfacher  Weise  vornehmen,  und  es  wird*’weiter  zu  fordern  sein, 
dass  sie  da,  wo  die  Ausführung  des  Gedankens  sich  als  lohnend 
erweist,  nicht  nach  Willkür,  und  auch  wo  möglich  nicht  nur  nach 
mathematischem  Tactgefühl,  sondern  nach  einem  wissenschaft- 
lichen Princip  geschehen.  Wir  werden  später  an  dem  Beispiel  der 
Elemente  2.  Ordnung  sehen,  wie  das  in  vielen  und  wichtigen  Fällen 
ausgeführt  werden  kann.  Es  kann  und  wird  in  der  Regel  sich  zeigen, 
dass  verschiedenartigen  Bedürfnissen  auch  verschiedenartige  Ergän- 
zungen desselben  Continuums  angepasst  werden  können.  Auch  das 
erklärte  Continuum  eigentlicher  und  „uneigentlicher“  Elemente  2.  Ord- 
nung ist  nicht  das  einzige  mögliche.  Es  entspricht  nicht  den  Forde- 
rungen, die  vom  Standpunkte  der  allgemeinen  Theorie  der  Berührungs- 
transformationen aus  an  die  Behandlung  des  Gegenstandes  zu  stellen 
sind.  Seine  Bedeutung  liegt  auf  einem  anderen  Gebiet,  wie  sich 
später  ünden  wird.  Wir  werden  aber  noch  sehen,  wie  man  jenen 
Fordeningen  gerecht  werden  kann.  Kenntniss  von  Eigenschaften  des 
bis  jetzt  erklärten  „ersten“  Elementcontinuums  erleichtert  dann  sehr 
Darstellung  und  wohl  auch  Verständniss. 


§ 2- 

Vereine  von  Elementen  2.  Ordnung  im  ersten  Continnnm. 

Wir  entwickeln  zunächst  noch  einige  weitere  Hülfsmittel. 

Vorgdegt  sd  eine  krumme  (d.  h.  von  einer  Geraden  und  von 
einem  Punkt  verschiedene)  anaJgtischc  Curvc  in  Parameterdarstel- 
lung. Gesucht  wird  das  zu  einem  regulären  Punkt  (oder  einer 
Geraden)  der  Curve  gehörige  Element  2.  Ordnung. 

Der  Punkt  der  zu  betrachtenden  Curve  habe  in  Linien- 
coordinaten  lU,-  die  Gleichung  ( IVi')  = 0.  Die  Punktcoordinaten 
Pi  seien  analytische  Functionen  eines  Parameters  t,  bestimmt  bis 
auf  einen  gemeinsamen  Factor  p(f),  und  durch  gewöhnliche 
Potenzreihen  darstellbar  in  einer  gewissen  Umgebung  von  t = t^. 
Die  (sog.  WnoNSKi’sche)  Determinante  (PP' P")  — die  einfachste 
projective  DifFerentialinvariante  *)  — und  also  auch  die  Differential- 

i)  Die  Grösse  ist  relative  Differentialinvariante  der  unendlichen 
Gruppe,  die  von  den  linearen  Transformationen  und  den  Transforma- 
tionen Ti—  Q(t)Pi,  f = f(r)  erzeugt  wird. 
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Covariante  {1‘P'Z)  sei  von  Null  verschieden  für  t — es 
werden  dadurch  der  Punkt  f = Iq  und  seine  Tangente  als  regtilär 
charakterisirt. 

Brechen  wir  nun  die  lleihenentwickelung 

( WP)  = ( irp„)  4-  ( n’P,){t  - 0 + J ( B'J'o'X'  - 'o)*  + • • • 

nach  dem  quadratischen  Glicde  ab,  so  erhalten  mr  damit  eine 
Pararaeterdarstellung  eines  iiTeducibelen  Kegelschnittes,  der  mit 
der  vorgelegten  Curve  bei  t = lg  dreii^unktige  Berührung  hat. 
Die  Liniengleichung  dieses  Kegelschnittes  ist,  wenn  wir  für  l’g 
wieder  kürzer  P schreiben,  offenbar 

{WR)-  = 2(irp)(irp")  - (>PP')^  = 0. 

Da  zugleich  mit  (3),  wie  bemerkt,  auch  die  correlativen  Glei- 
chungen gelten,  so  kann  man,  umgekehrt  wie  in  § i,  (IPP)^  als 
Grundform  wählen,  und  (CZf  — ^{RR' zy,  J = ^[CRy  setzen. 
Es  findet  sich  dann 

(czy  = 2(pp'z)(p'p"z)  - (pp"zy  = o 

als  Punktgleichung  des  Kegelschnittes,  und 

J=  |(CP)*  = (PP'P")*. 

Mithin  ergeben  sich,  nach  der  zu  (3)  correlativen  Regel,  oder 
auch  — bei  Ersetzung  von  J durch  — nach  der  Regel  (3) 
selbst,  die  folgenden  Coordinalm  des gesnichfrn  Fde-mmtes  2.  Ordnung: 

X,  = (PP'  p")  i • Pi , X,  = (PP'  p")  3 ■ p„  X,  = (PP'  p")  i P„ 
U,=^P,P,  - P,P,,  U,^P,P[  - P,P„  U,  = P,  P,  - pp.. 

Wir  schreiben  hierfür  kürzer,  und  für  die  Rechnung  — die  ein 
Sichtbarmachen  der  einzelnen  Coordinaten  meistens  nicht  ver- 
langen wird  — bequemer 

X = (PP'  P")  3 • P,  U=  PP'. 

Natürlich  gelten  bei  einer  als  Ort  von  Linien  gegebenen  Curve 
die  hierzu  correlativen  Formeln. 

Ist  insbesondere  (PP'  P")  3 = 1 , so  wird,  wenn  (^A  Z')  = (PP Z) 
gesetzt  wird,  umgekehrt  (B'P)  = (Xzl'IF).  Die  A”,  Z7  erlangen 
die  Eigenschaft  der  P,  A , wenn  man  die  rechten  Seiten  in  (8) 

durch  Division  mit  [PP'Pl')'^  auf  die  Dimension  NuB'bringL 
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Ks  wird  daher  vielfach  zweckmässig  sein,  an  Stelle  von  (8)  die 
Gleichungen 

(8 *)  X = (PP' P")~  3 . p,  U=  {PP' P")~  3 . PP' 

zu  benutzen,  in  denen,  abgesehen  vom  Parameter  t,  nur  noch 
eine  dritte  Einheitswurzel  willkürlich  bleibt.  Man  hat  dann  eine 
von  unendlich  vielen  ausgezeichneten  Darstellungswoiscn  der  be- 
trachteten analytischen  Curve  vor  sich;  Nicht  nur  sind  die  Punkt- 
und  Liniencoordinaten  einer  regulären  Stelle  unmittelbar  die 
Coordinaten  des  zugehörigen  Elementes  2.  0.,  sondern  es  bestehen 
überdies  die  Beziehungen 

(g)  U=XX',  X=UU'. 

Wie  man  aber  auch  über  den  Parameter  ^,  über  den  gemein- 
samen Proportionalitiltsfactor  ii{l)  der  Grössen  X{,  Ui,  und  über 
die  willkürliche  dritte  Einheitswurzel  verfügen  möge,  immer  ist 

(lo)  {XX'X")  = (UÜ'U"). 

Umgekehrt  ist  das  Bestehen  dieser  Gleichung  die  nothwendige 
und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  die  laufenden  Coordinaten 
Xi{t),  Ui{t)  eines  Punktes  X und  der  mgehürigen  'Tangente  U 
chier  in  Parameterdarstellung  vorgelegten  analytischen  Curve  als 
homogene  Grössen  in  eine  Beihe  gestellt  und  als  Coordinaten  des 
zugehörigen  Elementes  2.  Ordnung  betrachtet  werden  können. 

Man  hat  dann  nämlich  nur  X und  U durch  (XX'X")3 

= {UU'U"y^  zu  dividiren,  um  die  für  das  Bestehen  der  sym- 
bolischen Gleichungen  (g)  charakteristischen  Relationen 

(io*)  (XX'X")  = 1 = {UU'U") 

herzustellen.  — 

Beziehungen  der  eigentlichen  Elemente  2.  Ordnung  zu  Ele- 
menten I.  Ordnung. 

Das  eigentliche  Element  2.  0.  mit  den  Coordinaten  (4)  — 
kürzer  das  Element  (X : U)  — gehört  zu  dem  Element  i.  0. 
mit  den  Coordinaten  Xj  : X^  : Xj ; : Ug  — kürzer  zum 

Linienelement  (X,  U)  — und  es  bestimmt  noch  ein  diesem  be- 
nachbartes Linienelement,  das  mit  dem  Linienelement  (X,  U)  selbst 
vereinigt  liegt.  Um  dieses  Nachbarelement  zu  finden,  nehme  man 
zwei  von  Null  verschiedene  Grössen  a,r  nach  Belieben  an  — 
z.  B.  ff  = r = 1 — und  bestimme  dann  X',  U'  so,  dass  identisch, 
d.  h.  für  alle  Z,  W 
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(11)  a\XX'Z)^x{UZ),  t\UU'W)^  a{WX) 
wird.  Das  gesuchte  Nachbarelement  ist  dann  gegeben  durch 

(12)  = + {lJ^Z)  = {UZ)  + {U'Z)dt, 

wofür  wir  auch  abkürzend  schreiben  können 

Xi  = X + X’di,  L\==U+  U'dt. 

Die  Gleichungen  (i  0 ziehen  nach  sich  die  Gleichungen  (t^X')  = 0, 
(f/'X)  = 0,  die  die  vereinigte  Lage  der  Elemente  i.O.  (^X,V), 

( Xj,  L\)  aussagen.  Sind  umgekehrt  zwei  consecutive  Elemente 
I . Ordnung  in  vereinigter  Lage  gegeben,  derart,  dass  weder  ihre 
Punkte  noch  ihre  Geraden  zusammenfallen,  so  bestimmen  sie  ein 
eigentliches  Element  2.  0.,  dessen  Coordinaten  sieh  von  denen 
des  Punktes  X und  der  Geraden  U um  je  einen  Factor  unter- 
scheiden. Dieser  Factor  ist  leicht  zu  bestimmen.  Man  nehme 
eine  Hülfsgerade  W und  einen  Hülfspunkt  Z übrigens  beliebig, 
aber  so  an,  dass  {UZ)  und  also  auch  (XX'X),  sowie  (iPX) 
und  also  auch  {UV'W)  von  Null  verschieden  sind. 

Das  durch  die  vereinigten  Eleniente  1.  Ordnung  (X,  ü)  und 
(Xj,  l\)  bestimmte  eigentliche  Element  3.  Ordnung  unrd  dann 

(13)  (y(UZ){UU'  W)  ■ X : Y(^'~Z){WX)  ■ u). 

Das  Verhältniss  der  beiden  dritten  Wurzeln  ist  von  Z und 
W unabhängig.  — 

Die  Bedingung  dafür,  dass  zwei  consecutive  eigentliche  Ele- 
mente 2.  0.  (X  : U)  und  (Xj  : U^)  = {X  + X'dt : ü -f  U'dt) 
derselben  Curve  angehören  hönnen,  besteht  darin,  dass  die  zuge- 
hörigen Elemente  i.  0.  (X,  U)  und  (Xj,  C/j)  derart  vereinigt 
sind,  dass  sie  zusammen  das  Element  2.  0.  (X  : U)  bestimmen. 
Es  muss  dann  also  möglich  sein,  einen  Proportionalitätsfactor 
Q (4-  0)  so  zu  wählen,  dass 

q\XX'Z)  = q(UZ),  q^(UU'  W)  = (>(  wx) 
wird  für  alle  Z,  W. 

Die  gestellte  Forderung  führt  also  zu  den  Gleichungen 
(14a)  (f/X')  = 0,  (t7'X)  = 0, 

(14b)  {XX'Z){WX)  = {UU'W)(UZ). 

Umgekehrt  sind  diese  Bedingungen  auch  hinreichend  für  die  ver- 
langte Lage  der  beiden  Elemente  2.  0.,  wenn  man  die  weitere 
Forderung  hinzufügt,  dass  nicht  der  Punkt  Xj  mit  X oder  die 
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Gerade  Ui  mit  V zusammen  fallen  soll.  Lässt  man  hingegen 
die  letzte  Forderung  fallen,  so  können  die  Gleichungen  (14a)  und 
(14b)  noch  auf  andere  Art  erfüllt  werden:  Wir  bilden  daher 
nunmehr  den  weiteren  Begriff  der  vereinigten  Lage  zweier  con- 
secutiver  Elemente  2.  0.  im  betrachteten  („ersten“)  Continuum 
(§  i),  zu  dessen  Definition  wir  eben  die  Gleichungen  (14)  erheben. 

Zwei  consecutive  Elemente  2.  0 des  ersten  Continuums  sind 
in  vereinigter  Lage: 

Erstens,  falls  beide  Elemente  eigentlich  sind,  und  ihre  Punkte 
A"",  Xj  und  Geraden  U,  nicht  zusanuuenfallen,  wenn  sie  durch 
eine  krumme  Curve  (und  folglich  durch  unendlich  viele  Curven) 
verbunden  werden  können. 

Zweitens,  falls  beide  Elemente  eigentlich  sind,  wenn  ihre 
Punkte  X,  Xj  und  folglich  (nach  14  b)  auch  ihre  Geraden  U,  Ui 
zusammen  fallen. 

Dritteiis,  falls  das  Element  (X : U)  sich  auf  einen  Punkt 
(X  : ü)  reducirt,  dann,  wenn  die  Gerade  des  Nachbarelementes 
durch  X geht,  und  dessen  Punkt  mit  X selbst  zusammenfällt. 

Viertens  und  letztens  unter  den  Voraussetzungen,  die  zu  den 
soeben  genannten  correlativ  sind. 

Man  kann,  wie  unschwer  zu  erkennen,  von  jedem  eigent- 
lichen oder  uneigentlichen  Element  2.  0.  innerhalb  des  von  diesen 
gebildeten,  vierfach  ausgedehnten  Continuums  in  00 ‘ Richtungen 
zu  benachbarten  und  mit  ihm  vereinigten  fortschreiten. 

Wir  nennen  nunmehr  Verein  von  Elementen  2.  0.  des  be- 
trachteten Continuums  jede  analytische  Mannigfaltigkeit  von  oo'' 
solchen  Elementen,  in  der  (innerhalb  einer  gewissen  Umgebung 
eines  Elementes  allgemeiner  Lage)  je  zwei  consecutive  Elemente 
vereinigt  sind. 

Um  alle  möglichen  Vereine  zu  finden,  nehmen  wir  zuerst 
an,  es  sei  in  einem  solchen  weder  der  Punkt  X noch  die  Gerade 
U eines  Elementes  allgemeiner  Lage  unveränderlich.  Dann  sagen 
die  Gleichungen  (14a)  aus,  dass  jedenfalls  00*  Elemente  des 
Vereins  vorhanden  sind,  deren  Linienelemente  (X,  U)  eine  krumme 
Curve  umhüUen.  Solche  Elemente  erhält  man  nämlich  immer 
dann,  wenn  man  die  r Parameter  des  betrachteten  Vereins  als 
analytische  Functionen  irgend  einer  Grösse  t so  darstellt,  dass  der 
Punkt  X bei  veränderlichem  t seine  Lage  ändert.  Es  folgt  nun 
aus  (14a)  weiter,  dass  für  diese  Elemente  2.  0.  (UX")  = — (U'X') 
= (U"X),  0 sein  muss;  und  dann  ergiebt  sich  aus  (14b) 


Digilized  by  Google 


348 


K.  Stodv : 


§2- 


durch  die  Substitution  W=  U",  '/.  = X"  die  Gleichung  (lo). 
Der  betrachtete  eindimensionale  Verein  besteht  also  aus  oo'  Ele- 
menten 2.  0.  einer  krummen  analytischen  Curve.  Dass  die  An- 
nahme r > 1 unmöglich  ist,  wird  nunmehr  evident. 

Nehmen  wir  zweitens  an,  in  dem  gesuchten  Verein  sei  ent- 
weder der  Punkt  X oder  die  Gerade  U fest,  so  folgt  aus  (14b), 
dass  beides  zugleich  eintreten  muss.  Es  ist  also  auch  in  diesem 
Falle  r = 1.  Ebenso  sagen  die  Gleichungen  (14b),  dass  es 
Vereine,  die  blos  aus  uneigentlichen  Elementen  beständen,  nicht  giebt. 

i’.s  sind  also  im  ersten  Coniinuum  zwei  Artcti  von  Vereinen 
zu  unterscheiden,  nämlich  erstens  die  krumnten  Vereine,  deren  jeder 
von  00*  Elcmetitcn  2.  0.  irgend  einer  krummen  Curve  gebildet 
teird,  zweitens  00^  Vereine,  deren  oo‘  Elemente  je  zu  demselben 
Linienelement  gehören. 

Die  letzte  Art  von  Vereinen  spielt  eine  besondere  Rolle  in 
unserer  Untersuchung.  Es  ist  daher  erwünscht,  ein  besonderes 
Wort  für  sie  zu  haben.  Wir  können  sie,  wegen  ihres  später  zu 
erörternden  Verhaltens  gegenüber  Collineationen,  „systatische  Ver- 
eine“  nennen.  Indessen  ist  ihre  wichtigste  Eigenschaft,  nämlich 
die,  zu  demselben  Linienelement  zu  gehören,  invariant  nicht  nur 
gegenüber  Collineationen,  sondern  gegenüber  Berührungstransfor- 
mationen überhaupt.  Wir  werden  daher  einer  Bezeichnung  den 
Vorzug  geben,  die  auch  noch  in  weiterem  Umfang  brauchbar 
bleibt:  Wir  nennen  sie  triviale  Vereine. 

Natürlich  kann  ein  Verein,  wie  irgend  eine  andere  analy- 
tische Mannigfaltigkeit,  im  Allgemeinen  zunächst  nur  für  eine 
gewisse  Umgebung  eines  seiner  Elemente  detinirt  werden.  Er  ist 
dann  durch  analytische  Fortsetzung,  nach  den  von  Weiekstrass 
und  G.  C ANTOR  eingeführten  Principien,  zu  einem  innerhalb  des 
Elementcontinuums  verlaufenden  abgeschlossenen  Continuiun  zu 
ergänzen.  Die  hinzuzufügenden  Elemente  können  eigentlich  oder 
uneigentlich  sein.  So  gehören  zu  dem  durch  ein  Linienelement 
bestimmten  trivialen  Verein  der  Punkt  und  die  Gerade  dieses 
Elementes;  zu  einer  als  Verein  von  Elementen  2.  0.  betrachteten 
sogenannten  punktallgemeinen  algebraischen  Curve  gehören  deren 
Wendepunktstangenten.  (V'gl.  Nachtrag,  S.  402.) 

Bei  der  Ergänzung  eines  Vereins,  oder  einer  Curve,  zu  einem  ab- 
geschlossenen Continuum  werden  im  Allgemeinen  Schwierigkeiten  bieten 
die  Stellen,  die  an  der  Grenze  des  Existenzbereiches  der  Functionen 
/',.(<)  liegen.  Es  ist  dabei  besonders  darauf  zu  achten,  dass  diese 
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Stellen  nicht  nothweiidij;  singuläre  Stellen  der  Curve  (VP)  ==  0 sein 
müssen;  denn  es  kann  ja  der  Parameter  t betrachtet  als  Function  des 
Ortes  auf  der  irgendwie  anders  dargestellten  Curve  eine  natürliche 
Grenze  haben.  Die  hiernach,  wenn  auch  nicht  überall  erforderliche, 
so  doch  erwünschte  Unterscheidung  zwischen  „singulären  (insbesondere 
wesentlich  singulären)  Stellen  einer  Curve“  und  „singulären  Stellen 
eines  zugehörigen  Parameters“  kann  ausgeführt  werden  mit  Hülfe  eines 
natürlichen  1‘arameters,  der  sich  in  jeder  regulären  Stelle  der  Curve 
regulär  verhält,  und  an  ausserwesentlich  singulären  Stellen  (solchen, 
die  bei  algebraischen  Curven  auftreten  können)  nicht  anders  als  das 
Integral  einer  algebraischen  Function.  Dieser  Parameter,  der  dem 
Bogen  einer  Curve  in  der  Maassgeometrie  verglichen  werden  kann,  ist 
bestimmt  bis  auf  eine  additive  Constante  und  einen  Factor,  der  eine 
dritte  Einheitswurzel  ist.  Er  existirt  bei  jeder  krummen  ( (7'f'' /'")=|=0)  | 
analytischen  Curve  mit  alleiniger  Attenahme  der  Kegelnchnitte.  Er  ist 
die  einfachste  Integralinvariante  der  in  der  Anmerkung  auf  S.  343  er- 
wähnten unendlichen  Gruppe. 

Schreiben  wir  zur  Abkürzung  {Imn)  für  (/><')  /^"l)  oder 


d"P, 

I dt‘  dr  dl- 


und  setzen  wir  dann 


W(t)  = 9 ■ (012)’  ■ j (015)  -f-  10  ■ (123;  -f  6 • (024) ) — 
— 45  • (012)  • (013)  . (2(023)  -f-  (014)  ) + 40  ■ (013)’, 
so  ist  der  fragliche  Parameter 


= 0 ist  die  Differentialgleichung  der  Kegelschnitte  (vgl.  § 4),  die  bis- 
her nur  unter  sehr  viel  specielleren  Voraussetzungen  abgeleitet  worden 
zu  sein  scheint,  (012)  = 0 oder  {PP'  P")  = 0[{PP'Z)  -(=  0|  die  Dif- 
ferentialgleichung der  geraden  Linien. 

Benutzen  wir  a>  an  Stelle  von  t als  unabhängige  Veränderliche, 
und  setzen  wir  dann 

X = {ppi  * • p,  u = {pp:,  p:)“  ^ . pi>:„ 

so  bestehen  die  Gleichungen  (9)  und  (10*).  Wir  haben  dann  eine  Pa- 
rameterdarstellung der  Curve  und  ihrer  Elemente  2.  Ordnung  vor  uns, 
die  bei  gegebenem  Coordinatensystem  völlig  bestimmt  ist  bis  auf  eine 
in  sie  eingehende  dritte  Einheitswurzel  und  bis  auf  die  Integrations- 
constante  im  Ausdruck  von  w. 

Wir  behalten  uns  vor,  auf  diesen  Gegenstand,  der  hier  nur  an- 
hangsweise berührt  werden  konnte,  und  damit  zusammenhängende 
Fragen,  näher  einzugehen  in  einer  auf  dem  Gebrauch  homogener  Coor- 
dinaten  beruhenden,  und  daher  die  ganze  Ebene  umfassenden  Theorie 
der  DifFerentialinvarianten , die  der  Verfasser  für  die  allgemeine  pro- 
jective  Gruppe  und  die  wichtigsten  ihrer  Untergruppen  schon  vor 
Jahren  in  den  Grundzügeii  entwickelt,  bis  jetzt  aber  aus  Mangel  an 
Zeit  für  den  Druck  nicht  ausgearbeitet  hat.  — 
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Wie  aus  unserer  Darstellung  hervorgeht,  beruht  die  im  Texte 
entwickelte  Modification  des  Lis'schen  Begfriffes  Verein  von  Elementen 
2.  0.  auf  der  Art,  wie  wir  die  nicht  abgeschlossene  Mannigfaltigkeit 
der  eigentlichen  Elemente  2.  ü.  zu  einem  abgeschlossenen  Continuum 
ergänzt  haben,  und  sie  ist  gerechtfertigt  durch  die  Existenz  dieses 
Continuums,  aus  der  sie  sich  mit  Nothwendigkeit  ergiebt.  Wir  werden 
aber  weiterhin  neben  dem  erklärten  Begritf  des  Vereins  noch  einen 
anderen  näher  besprechen.  (Vgl.  die  Schlussbemerkung  zu  § 1.)  — Wo 
mehrere  Begritfsbildungen  denkbar  nicht  nur,  sondern,  jede  in  ihrem 
Kreise,  offenbar  auch  zweckmässig  sind,  da  versuchen  wir,  nach  Mög- 
lichkeit ihnen  allen  gerecht  zu  werden,  nach  dem  Princip: 

Non  esse  minuendas  entium  varietates. 


§ 3. 

Imprimitivität  der  Elemente  2.  Ordnnng. 

Die  Gruppe  aller  Collineationen  in  der  Ebene,  mit  dem 
Element  2.  Ordnung  als  Raunieleraent,  ist  auf  mehrere  Arten 
imprimitir,  und  sie  ist  überdies  si/staiisrh.  Die  eigentlichen  Ele- 
mente 2.  Ordnung  lassen  sich  invariant  anordnen  erstens  und 
zweitens  zu  oo*  Schaaren  von  oq*  Elementen,  die  zu  je  einer 
Geraden  oder  je  einem  Punkt  gehören,  drittens  zu  Schaaren 
von  je  oo‘  Elementen,  deren  jede  mit  demselben  Element  i.  0. 
verbunden  ist.  Ein  besonderes  Interesse  haben  die  Schaaren  der 
letzten  Art,  die  oq^  trivialen  Vereine  (§  2).  Bleibt  bei  einer 
Collineation  ein  eigentliches  Element  eines  solchen  Vereins  in 
Ruhe,  so  bleiben  auch  alle  übrigen  einzeln  in  Ruhe,  und  es  wird 
auf  diese  Art  eine  leicht  zu  ermittelnde  viergliedrige  Untergruppe 
der  fünfgliedrigen  projectiven  Gruppe  eines  Elementes  i . 0.  de- 
finirt,  die  aus  zwei  getrennten  continuir liehen  Schaaren  von 

Collineationen  besteht.  Diese  Gruppe  g^,  ist  innerhalb 
gleichberechtigt  mit  der  Gruppe  affiner  Transformationen,  die 
ein  Parallelenbttschel  in  Ruhe  lassen,  und  ausserdem  die  Flächen- 
inhalte irgend  welcher  Dreiecke  entweder  ungeändert  lassen  {g^ 
oder  mit  dem  Factor  — 1 reproduciren  (h^.  .(74  kann,  wie  die 

Gruppe  der  flächentreuen  affinen  Transformationen  und  die  mit 
ihr  gleichberechtigten  Untergruppen  von  g^  überhaupt,  auch  da- 
durch charakterisirt  werden,  dass  die  Bahncurven  (oder  besser 
Bahni'crdwe  von  Linienelementen)  ihrer  eingliedrigen  Unter- 
gruppen Kegelschnitte,  oder  im  besonderen  FaUo  Gerade  (und 
Punkte)  sind.  Zu  g^  gehören  u.  A.  die  beiden  zweigliedrigen 
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Gruppen  vertausclibarcr  Collineationen,  die  durch  die  Gerade  und 
durch  den  Punkt  des  Elementes  definirt  werden,  zu  die  zwei- 
gliedrigen Schaaren  projectiver  Spiegelungen,  die  ihr  Centrum  auf 
der  Geraden  des  Elementes  haben  und  ihre  Axe  durch  den  Punkt 
des  Elementes  schicken. 

Man  kann  jeden  beliebigen  trivialen,  oder,  wie  bemerkt,  wegen 
der  eben  besprochenen  Eigenschaft  hier  wohl  auch  als  systatiscfi 
zu  bezeichnenden  Verein  aus  den  Coordinaten  eines  seiner  eigent- 
lichen Elementen  (X  : U)  ableiten,  wenn  man  in  den  Ausdrücken 

(15)  yäX,  : päx,  : yäX,  : f 7 U,  : |/r  U,  ; IT, 

die  binären  Parameter  a : x variirt.  Es  bestimmen  daher  je  zwei 
Elemente  eines  trivialen  Vereins  zwei  zu  einander  reciproke 

Doppelverhältnisse  imd  die  mit  Hülfe  von  Büscheln 

T,<I,  II,  t,’ 

doppelt  berührender  Kegelschnitte  als  gewöhnliche  Doppelverhält- 
nisse gedeutet  werden  können.  (Vgl.  §'  4.)  Besonders  bemerkt 
zu  werden  verdient  der  Werth  — 1 dieser  absoluten  Invarianten, 
der  „harmonischer  Lage“  der  beiden  Elemente  im  trivialen  Verein 
zum  Punkt  X und  zur  Geraden  U entspricht; 

Mit  jedem  eigentlichen  Element  2.  Ordnung  ist  ein  anderes 
gegenüber  Collineationen  und  Correlationen  invariant  verbunden, 
das  zu  ihm  „conjugirte“  Element.'-)  Man  erhält  dessen  Coordinaten 
aus  den  Coordinaten  des  gegebenen  Elementes  durch  einen  Vor- 
zeichentcechsel  der  Grössen  X,-  oder  U,. 

Es  ist  sehr  leicht,  dieses  Element  auch  geometrisch  zu  con- 
struieren;  Irgend  eine  involutorische  Collineation,  deren  Axe  die 
Gerade  des  vorgelegten  Elementes  ist,  oder  deren  Centrum  in  den 
Punkt  des  Elementes  fällt,  vertauscht  die  beiden  conjugirten 
Elemente. 

Die  uneigentlichen  Elemente  (Punkte  und  Gerade)  sind 
natürlich  zu  sich  selbst  conjugirt. 

Fassen  wir  die  obigen  Au.sdrUcke  (15)  als  die  Definition 
einer  Transformation 

(16)  x,=Yi.X,,V,  = yx-LT, 

indem  wir  die  Geraden  X, , U,  als  veränderlich , ff : t aber  als 
constant  betrachten,  so  erkennen  wir: 

i)  Nach  Analogie  der  Auadrucksweise : „Zwei  Punkte  sind  con- 
jugirt in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt“. 

Math.-phys.  Clasae  1901.  24 
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Die  Gruppe  aller  Collineaiioncn  kann  aufgefassi  tcerden 
als  invariante  Untergruppe  einer  durch  sie  bestimmten  continuir- 
liehen  Gruppe  g^,  deren  Raumelemente  die  Elemente  2.  Ordnung 
sind.  Diese  Gruppe  g^  kann  zerlegt  iv(rden  in  die  Gruppe  g^  uiul 
eine  zweite  eontinuirliehc  invariante  Untergruppe  g^,  die  mit 
vertauschbar  ist. 

Die  eingliedrige  Gruppe  g^  lässt  jeden  einzetnen  triviale» 
Verein  von  Elementen  2.  Ordnung  in  Ruhe.  Sie  enthält  eine  in- 
volutorisehe  Transformation,  die  je  zwei  conjugirte  Elemente  2.  Ord- 
nung vertauscht. 

Diese  für  die  projoctive  Geometrie  der  Elemente  2.  0.  offen- 
bar sehr  wichtigen  Thatsachen  scheinen  sich  bisherigen  Betrach- 
tungen völlig  entzogen  zu  haben;  sie  sind  aber  selbstverständlich 
im  Rahmen  unserer  Theorie. 

Natürlich  kann  man  entsprechend  auch  die  Schaar  der  Corre- 
lationen  erweitern. 

Man  kann  unmittelbar  die  Bedingungen  dafür  aufstellen,  dass 
eine  analytische  Schaar  von  eigentlichen  Elementen  durch 

eine  Transformation  von  gj  in  einen  Verein  übergeführt  werden 
kann: 

{UX')  = 0,  (f/'X)  = 0, 

{XX’X"){UU'U"')  = (XX'X'"){UU'U"). 

§ 4. 

Die  absolute  Invariante  zweier  Elemente  2.  Ordnung. 

Für  unsere  weiteren  Untersuchungen  bedürfen  wir  einer  Reihe 
specieller  Sätze,  die  wir  nunmehr  darlegen  wollen. 

Um  zunächst  die  nach  dem  Vorhergehenden  auf  der  Hand 
liegende  absolute  projective  Invariante  zweier  Elemente  zweiter 
Ordnung  geometrisch  zu  deuten,  stellen  wir  folgende  Aufgabe: 

3la>i  soll  dir  Bedingung  dafür  ermitteln,  dass  ein  rorgelegtes 
eigentlicties  Element  2.  Ordnung  mit  drei  Ihmkten  (oder  Gerade») 
durch  einen  Kegelschnitt  verbunden  wrrdm  kann. 

Man  wird  diese  Aufgabe  am  einfachsten  fassen  als  Grenzfall 
von  der,  die  verlangt,  die  Bedingung  für  sechs  Punkte  auf  einem 
Kegelschnitt  anzugeben.  Die  zu  benutzende  zuerst  von  Reiss 
(Math.  Ann.  Bd.  II)  in  brauchbare  Form  gebrachte  Gleichung 
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ergiebt  sich  aus  dem  PASCAL’schen  Satz,  wenn  die  sechs  Punkte 
mit  0 ...  5 bezeichnet  werden,  u.  A.  in  folgender  Gestalt: 

(18)  (024)  • (r)01)(l2.3)(34.''))  - (13.’>)  • (012)(234)(4ö0)  = 0. 

Lässt  man  etwa  die  Punkte  0,  1,  2 zusammenrückcn,  so  entsteht 
die  Gleichung 

(00'3)(00'4)(00'5)(34.5)  — -J- (00'0")(034)(035)(045)  ==  0,‘) 

oder  nach  Einführung  von  Coordinaten  eines  Elementes  2.  0.  für 
die  drei  consecutiven  Punkte  (Nr.  8), 

(If3)(f/4)(tf5)(345)+  j(X45)(X53)(X34)  = 0. 

Als  Grenzfall  hiervon  ergiebt  sich  die  Pimktgleichung  des  Kegel- 
schnittes, der  ein  eigentliches  Eletnent  2.  Ordnung  (X : U)  mit 
einem  Element  1.  Ordnung  {Y,  F)  verbindet: 

(19)  iUYy{UZ){VZ)-  J (FX)(xrz)*  = 0, 

ferner  die  Bedingung  dafür,  dass  zwei  eu  verschiedenen  Punkten 
und  Geraden  gehörige  eigentliche  Elemente  2.  Ordnung  (X  : U), 
(F:  F)  durch  einen  Kegelschnitt  verbunden  werden  können: 

(20)  (I7r)*-(FX)ä  = 0. 

Im  Grenzfall  consecutiver  Elemente  2.  0.  wird  diese  Be- 
dingung identisch  mit  der  der  vereinigten  Lage  der  entsprechen- 
den Elemente  eister  Ordnung.  Kegelschnittlage  consecutiver  Ele- 
mente 2.  0.  schliesst  also  nicht  nothwendig  vereinigte  Lage  dieser 
Elemente  ein,  was  ausdrücklich  bemerkt  zu  werden  verdient.  Eine 
Erklärung  dieser  zunächst  wohl  etwas  paradoxen  Erscheinung 
geben  wir  weiter  unten. 

Es  seien  nun  vorgelegt  zwei  eigentliche  Elemente  2.  0. 
(X ; U},  (F:  F).  Wir  können  dann,  bei  hinreichend  allgemeiner 
Lage  der  beiden  Elemente,  ein  jedes  mit  dem  zum  anderen  ge- 
hörigen Linienelcment  durch  einen  bestimmten  Kegelschnitt  ver- 
binden, und  wir  erhalten  auf  diese  Weise  zwei  einander  doppelt 
berührende  Kegelschnitte,  die  als  Curven  2.  Ordnung  oder  2.  Classe 
aufgefasst,  durch  folgende  Gleichungen  dargestellt  werden: 

fiQbj  \i^^y-i^^^y<uz){vz)-^{vx)-{XYzy^o, 
^ ^ ^ 1(1FP)*  = (FX)*-(IFX)(1FF)  — -‘-(£/F)-(r/FlF)‘'  = (), 

I)  Durch  Fortsetzung  der  Differentiation  erhält  man  die  auf  S.  349 
angeführte  Differentialgleichung  der  Kegelschnitte. 

24’ 
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UBzy=^{vxy-{uz){vz)-\{uT)-{xYzy=o, 
* I ( ^0*  = (C^  ^)*  • ( ( WY)  - i(  FX)  -{UV  Tf)*  = 0. 

Die  dbsoluie  Invariante  ( FX)’ : (U  F)®  zweier  eigentlicher 
Elemente  2.  Ordnung  kann  hiernach,  sofern  sie  nicht  in  unbestimm- 
ter Form  0 : 0 erscheint,  als  ein  Doppelt’ erhtiltniss  von  vier  Cun-en 
2.  Ordnung  oder  2.  Classe  gedeutet  werdeti,  die  in  einem  Büschel 
oder  einer  Schaar  einander  doppelt  berührender  Curven  dieser  Art 
liegen. 

Es  wird  nämlich  in  einer  wohl  ohne  Weiteres  verständlichen 
Bezeichnnng 

(FX)» 

{UY)‘ 

= U*,  U.  V,  ■ (5!.^ 

(22)  (jS‘,  u-  F)  • (X*  X Y^ 

= (<?®  p®.  X. F,  rTF®)  = . 

(P»,  X-  F)  • (§«,  «7F«) 

Von  der  hiermit  nachgewiesenen  Beziehung  lassen  sich  ver- 
schiedene Anwendungen  machen,  die  wir  nunmehr  darlegen  wollen. 

Ausgezeichnete  Werthe  der  absoluten  Invariante  (22)  sind 
zunächst  die  Werthe  0 und  oc,  deren  geometrische  Deutung  auf 
der  Hand  liegt,  ferner  die  unter  der  unbestimmten  Form  0:0 
erscheinenden  Werthe,  auf  die  wir  weiterhin  zurückkommen  wer- 
den, endlich  die  Werthe  -|-  1 und  — 1.  Dem  Werthe  + 1 ent- 
spricht, wie  wir  bereits  gefunden  haben,  Kegelschnittlage  der  beiden 
Elemente  2.  0.  (Nr.  20),  dem  Werthe  — 1 eine  Lagenbeziehung, 
die  wir  als  verkehrte  Kegelschnittlage  bezeichnen  köimen. 

Befindet  sich  von  zwei  eigentlichen  Elementen  2.  Ordnung 
das  eine  in  Kcgclschnitttage  mit  dem  Element,  das  zu  dem  zweite» 
conjugirt  ist,  so  bcfiwlet  .sich  das  zweite  in  Kegelschnittlage  mit 
dem  Element,  das  zum  ersten  conjugirt  ist. 

Die  Bedingung  für  diese  Lagenbeziehung  ist,  wie  gesagt 

(23)  (17F)»-t-(FX)»  = 0. 

Wir  betrachten  nun  den  Inbegriff  der  00*  eigentlichen  Ele- 
mente 2.  Ordnung,  deren  Linienelemente  eine  krumme  analytische 
Curve  umhüllen.  Von  singulären  Stellen  abgesehen,  gehen  die 
genannten  Elemente  2.  Ordnung  aus  denen  [X:U),  (F:F),  ••• 
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der  Curve  selbst  hervor  durch  Transformationen  der  Gruppe  g^, 
und  sie  werden  dadurch  auf  c»*  Schaaren  (^aX:^U), 
(^paY-.^r  7),  • • • vertheilt,  von  denen  wir  sagen  können,  dass 
sie  die  Curve  begleiten.  (Vgl.  Nr.  17.)  Die  absolute  Invariante 
von  zweien  dieser  Elemente,  die  aus  beliebigen  begleitenden 
Schaaren  entnommen  sind,  hat  den  Werth 

«,T, 

Ö,T.  •(flY)»' 

Ist  die  betrachtete  Curve  insbesondere  ein  irreducibeler 
Kegelschnitt,  so  giebt  es  singuläre  Stellen  nicht,  man  erhält  auf 
dem  beschriebenen  Wege  alle  eigentlichen  Elemente  2.  0.,  deren 
Linien element  der  Curve  angehört,  und  gleichzeitig  wird  der 
zweite  Factor  im  letzten  Ausdruck  gleich  der  Einheit.  Lässt 
man  dann  noch  das  Element  ( F : F)  längs  des  Kegelschnittes 
wandern  und  schliesslich  mit  dem  Element  (X : f7)  zusammen- 
fallen, so  erkennt  man: 

Die  cx>*  eigentlichen  Elemente  2.  0.,  die  mit  denen  eines 
irreducibden  Kegelschnittes  oo'  (rimale  Vereine  bilden,  sind 
ausserdem  invariant  auf  00^  Schaaren  vertheilt,  deren  jede  aus 
den  00*  Elementen  des  Kegelschnittes  selbst  durch  eine  bestimmte 
Transformation  der  Chruppe  g^  entsteht,  und  also  den  Kegelschnitt 
,, begleitet“. 

Der  Werth  der  absoluten  Invariante  von  zweien  der  00*  Ele- 
mente bleibt  constant,  wenn  jedes  von  ihnen  in  der  begleitenden 
Schaar  variirt,  der  es  angehört,  und  dieser  Werth  ist  gleich  dem 
Doppclverhältniss,  das  irgend  zwei  entsprechend  geordnete  Elemente 
der  beiden  Schaaren  bilden,  die  demselben  trivialen  Verein  angehören. 

Insbesondere  befinden  sich  je  zwei  Elemente  e.  0.  derselben 
begleitenden  Schaar  in  Kegelschnitäage.  Ferner  ist  jede  Schaar 
zu  einer  anderen  „conjiigirf“ , d.  h.  jede  enthält  alle  Elemente  2.  0., 
die  zu  denen  einer  anderen  begleitenden  Schaar  conjugirt  sind. 
Zwei  aus  eonjugirten  Schaaren  entnotnmene  Elemente  befinden  sich 
also  in  verkehrter  Kegelschnittlage. 

Man  kann  sehr  leicht  aus . irgend  einem  der  00*  Elemente 
alle  anderen  ableiten,  die  derselben  begleitenden  Schaar  ange- 
hören, z.  B.  dadurch,  dass  man  das  Element  den  involutorischen 
Collineationen  (Spiegelungen)  unterwirft,  die  den  Kegelschnitt  in 
Ruhe  lassen.  Da  diese  Spiegelungen  bekanntlich  die  ganze  Gruppe 
des  Kegelschnitts  erzeugen,  so  ergiebt  sich  weiter: 
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Die  oo^  ColUncationeti , die  den  betrachktm  Kegelschnitt  in 
RtJic  Utssen,  lassen  jede  einzelne,  der  oo*  begleitenden  Schaaren 
von  Elnnenten  2.  0.  in  Ruhe. 

Die  Kegelschnitte,  die  Elemente  einer  begleitenden  Schaar 
verbinden,  lassen  sich  daher  sehr  einfach  deuten: 

Rcsteht  die.  begleitende  Schaar  nicht  ait.s  den  Kl<  menten  2.  (I. 
des  Kegelschnittes  selbst,  so  ersdieincn  bei  der  zugehörigen  Nicht- 
Kuklidischen  Maassbestimmvng  die  oo*  Kegelschnitte , die  je  zirei 
getrennte  Elimente  der  Schaar  eerbinden,  als  congruentc  Kreise. 

Man  erkennt  nun  auch  ohne  besondere  Rechnung,  was  vor 
sich  geht,  wenn  die  beiden  Elemente  der  begleitenden  Schaar 
zusammenfallen:  Der  verbindende  Kegelschnitt  artet  aus.  Es  ist 

deshalb  nicht  verwunderlich,  dass  „Kegelschnitt läge“  consecutiver 
Elemente  nicht  zugleich  auch  vereinigte  Lage  dieser  Elemente 
bedeutet.  (S.  oben  S.  353.) 

Tritt  der  im  letzten  Satze  ausgeschlos.sene  Fall  ein,  so  giebt 
es  ebenfalLs  00*  Kegelschnitte,  die  gewissermuassen  je  zwei  Ele- 
mente der  Schaar  verbinden.  Getrennte  Elemente  zwar  können 
jetzt  nur  noch  durch  den  Kegelschnitt  selbst  verbunden  werden. 
Dafür  aber  gehen  nunmehr  durch  je  zwei  consecutive  Elemente 
oc*  Kegelschnitte.  Es  entstehen  so  die  cx>*  vierpunktig  berülirenden 
Kegelschnitte  oder  die  Grenzkreise  der  Nicht-Euklidischen  Geo- 
metrie, die  bekanntlich  alle  zu  einander  congruent  und  invariant 
auf  00'  Hüschel  (oder  Schaaren)  vertheilt  sind. 

Die  00 ‘ Schaaren  von  begleitenden  eigentlichen  Elementen 
2.  0.  werden  zu  einem  abgeschlossenen  Continuum  ergänzt,  wenn 
man  die  Schaar  aller  Punkte  und  die  Schaar  aller  Tangenten 
des  Kegelschnittes  hinzufügt.  (Vgl.  S.  348  unten.) 

Lässt  ma»  den  betrachteten  Kegelschnitt  zerfallen,  in  zwei  ver- 
schiedene Gerade,  oder  in  zwei  verschiedene  Punkte,  so  ergeben 
sich  noch  theilweise  entsprechende  Sätze;  für  die  tx)*  Elemente 
2.  0.,  deren  Gerade  allein  gegeben  ist,  findet  sich  aber  nur  eine 
invariante  Vertheilung  auf  00*  Schaaren,  nämlich  die  Vertheilung 
auf  triviale  Vereine. 

Die  absolute  Invariante  zweier  Elemente  2.  0.,  die  zur 
selben  Geraden,  aber  nicht  zum  selben  Pimkt  gehören  (oder  um- 
gekehrt) ist  nicht  nur  der  Form  nach,  sondern  wirklich  unbe- 
stimmt; d.  h.,  solche  Elemente  haben  keine  absolute  Invariante. 
Sie  haben,  wenn  man  will,  Kegelschnittlage  und  zugleich  auch 
verkehrte  Kegelschnittlage. 
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Wir  kommen  auf  den  behandelten  Gegenstand  noch  zurück; 
hier  fügen  wir  einen  weiteren  Satz  hinzu,  der  dem  obigen  an  die 
Seite  gestellt  werden  kann. 

Bilden  wir  aus  den  Coordinaten  von  drei  eigentlichen  Ele- 
menten 2.  0.  (X:  ?7),  (F:  V),  (X:  tV)  die  Invariante 

(2 4)  ( 17 7 17) (X 7 X)  = ( 7Z) {WX)(UY)  + (r X) ( 17 7) ( UZ), 

und  setzen  wir  sie  gleich  Null,  so  ergiebt  sich: 

Wenn  von  drei  eigentlichen  Elementen  2.  0.,  die  ihre  Punkte 
auf  derselben  Geraden  haben,  oder  ihre.  Geraden  durch  denselben 
Punkt  schicken,  eines  verkehrte  Kegelschnittlage  hat  zu  den  beiden 
anderen,  so  haben  auch  diese  verkehrte  Kegelsehnittlage. 

Ebenso  folgt  verkehrte  Kegelschnittlage  für  die  beiden  letzten 
Elemente,  wenn  das  erste  zu  ihnen  selbst  Kegelschnittlage  hat. 

Es  lassen  sich  also  die  00*  eigentlichen  Elemente  2.  ().,  die 
ihre  Punkte  auf  einer  gegebenen  Geraden  haben,  durch  einen  in- 
varianten Process  auf  00^  Schaaren  von  je  00*  Elementen  ver- 
theilen. Je  zwei  Elemente  einer  solchen  Schaar  haben  verkehrte 
Kegelschnittlage , und  jedes  Element  hat  zu  jedem  Element  emer 
bestimmten  anderen  Schaar  Kegelsehnittlage.  Jede  Schaar  ist  durch 
eines  ihrer  eigentlichen  Elemente  vollkommen  bestimmt. 

IJie  00^  Schaaren  sind  also  paarweise  „conjugirt“ : Die  eon- 
jugirte  Schaar  einer  gegebenen  enthält  alle  zu  deren  Elementen 
conjugirten  Elemente  2.  O. 

Die  cx)*  Schaaren  werden  durch  die  Transformationen  der 
Gruppe  gj  unter  einander  vertauscht.  Daher  ergeben  sich,  als 
Grenzlagen,  den  beiden  ausgearteten  Transformationen  von  g^ 
entsprechend,  zwei  besondere  Schaaren  von  Elementen  2.  0., 
deren  eine  aus  allen  Geraden  der  Ebene  besteht,  während  zu  der 
anderen  alle  eigentlichen  Elemente  2.  0.  gehören,  deren  Gerade 
mit  der  gegebenen  zusammenfällt,  und  alle  Punkte,  die  auf  der 
Geraden  liegen.  (Vgl.  § i,  S.  342,  und  § 10,  S.  379.) 

Jede  der  00^  Schaaren  wird  zu  einem  abgeschlossenen  Con- 
tinuum  ergänzt,  wenn  man  die  vorgelegte  Gerade  hinzurechnet, 
und  der  Inbegriff  der  00’  Schaaren  wird  ein  abgeschlossenes  Con- 
tinuum,  wenn  man  die  beiden  ausgearteten  Schaaren  hinzurechnet. 

Wir  wollen  irgend  eine  der  definirten  Schaaren  von  00* 
Elementen  2.  0.  des  ersten  Continuums  ein  E'eld  von  Elementen 
2.  ü.  nennen.  Es  giobt  danach  'X®  Felder;  zu  jeder  vorgelegten 
Geraden  der  Ebene  gehören  ihrer  x*,  die  paarweise  conjugirt 
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sind.  Das  aus  allen  Geraden  der  Ebene  bestehende  ausgezeich- 
nete FcltV)  gehört  zu  jeder  Geraden.  Ausserdem  giebt  es  cx>* 
singuläre  Felder;  jedes  von  diesen  gehört  zu  einer  bestimmten 
Geraden,  und  umfasst  den  Inbegriff  aller  oo*  eigentlichen  Ele- 
mente 2.  0.,  deren  Gerade  eben  die  gegebene  ist,  und  aller  oo* 
Punkte,  die  diese  Gerade  erfiillen.  Das  ausgezeichnete  Feld  und 
jedes  der  singulären  Felder  ist  zu  sich  selbst  conjugirt. 

Jedes  Feld  ist  ein  abgeschlossenes  Continuum,  und  der  Inbe- 
griff aller  Felder  bildet,  wie  wir  später  (§  lo)  sehen  werden, 
ebenfalls  ein  abgeschlossenes  Continuum. 

Den  zum  Begriff  des  Feldes  correlativen  Begriff  nennen  wir 
Bündel  von  Elementen  2.  0. 

Die  Bündel  und  Felder  verhalten  sich , vrie  wir  zeigen 
werden,  zu  einander  annähernd  so,  wie  die  Punkte  und  Ebenen 
in  der  projectiven  Geometrie  des  Baumes.  (Genaueres  § lo.) 

Mit  Hülfe  der  Felder  (Bündel)  kann  man  die  fünfgliedrige 
invariante  eontinuirliche  Untergruppe  der  sechsgliedrigen  projec- 
tiven Gruppe  einer  Geraden  (eines  Punktes)  definiren.  Wir 
drücken  den  fraglichen  Satz  der  bequemeren  Ausdrucksweise 
wegen  in  specieUer  Form  aus: 

Bei  der  Gruppe  g^  der  eigentlich- flächentreuen  affinen  CoUi- 
neationen  (der  sogenannten  speciellen  linearen  Gruppe)  bleiben  alle 
(50*  Felder  einzeln  in  Buhe,  die  durch  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade definirt  sind;  und  die  Schaar  h^  der  uneigentlich- flächen- 
treuen affinen  Collineationen  vertauscht  jedes  dieser  Felder  mit 
seinem  conjugirten.  Die  zuerst  genannte  eontinuirliche  Gruppe,  und 
die  nur  das  Quadrat  jeder  DreiechsfläcJie  nicht  ändernde  sogenannte 
gemischte  Gruppe  Pf,,  h^  sind  dadurch  definirt,  dass  ihre  Trans- 
formatiemen  irgend  eines  der  genannten  Felder,  oder  ein  Paar  coti- 
jugirter  Felder  in  Buhe  lassen. 

AVir  übergehen  den  Beweis  dieses  Satzes,  der  weiterhin 
ziemlich  selbstverständlich  erscheint,  übrigens  aber  von  uns  nicht 
benutzt  werden  wird. 

Um  sich  von  der  Vertheilung  der  Elemente  2.  0.  in  einem 
Feld  oder  Bündel  eine  anschauliche  Vorstellung  zu  machen, 
unterwerfe  man  ein  (reelles)  eigentliches  Element  2.  0.,  dessen 
Punkt  im  Endlichen  hegt,  allen  Schiebungen  der  Euklidischen 


i)  Die  Terminologie  ist  gewählt  mit  Rücksicht  auf  den  Inhalt 
des  § 9. 
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Geometrie.  Die  so  entstehenden  Elemente  2.  0.  schicken  ihre 
Geraden  durch  denselben  unendlich  fernen  Punkt,  und  sie  definiren 
ein  Bündel.  In  der  That  braucht  man  nur  die  Kegelschnitte  zu 
betrachten,  die  zwei  der  construirten  00*  parallelen  Geraden  be- 
rühren, um  zu  erkennen,  dass  von  den  gefundenen  Elementen 
2.  0.  jedes  mit  dem  conjugirten  des  anderen  durch  einen  Kegel- 
schnitt verbunden  werden  kann.  Die  zur  Construction  benutzte 
zweigliedrige  Gruppe  der  Schiebungen  ist  eine  von  gleich- 
berechtigten Untergruppen  der  fünfgliedrigen  continuirlichen 
Gruppe,  die  zu  dem  genannten  unendlich  fernen  Punkt  gehört. 
Zugleich  ergiebt  sich  aus  dieser  Betrachtung,  dass  die  00*  Bündel, 
deren  definirende  Punkte  auf  einer  gegebenen  Geraden  liegen, 
Systeme  der  Imprimitivitfit  sind  für  die  sechsgliedrige  Gruppe 
von  Collineationen,  die  diese  Gerade  in  Buhe  lassen. 

Der  Hii.BEET’sche  Satz  von  der  Endlichkeit  der  Invariantengysteme 
lässt  sich  leicht  so  erweitern,  dass  er  auch  Elemente  2.  0.  umfasst. 
Wir  verzichten  aber  auf  Erörterung  solcher  Allgemeinheiten,  angesichts 
des  Umstandes,  dass  schon  eine  so  einfache  absolute  Invariante  wie 

(urwy 

(X  YZf 

eine  einfache  geometrische  Deutung  nicht  zuzulassen  scheint. 


§ 5- 

Orientirte  Elemente  2.  Ordnung. 

Algebraische  Complexe  von  Elementen  2.  Ordnung  im  ersten  Continnum. 

Betrachten  wir  nunmehr  irgend  eine  analytische  Schaar  von 
c»*,  00*  oder  00®  eigentlichen,  und  falls  nöthig  durch  Zufügung 
von  weiteren  eigentlichen  Elementen  2.  0.,  oder  auch  von  Punk- 
ten und  Geraden  zu  einem  abgeschlossenen  Continuum  ergänzten 
Elementen  2.  0.,  so  erkennen  wir,  dass  diese  Mannigfaltigkeiten 
in  jedem  der  genannten  drei  Fälle  auf  zwei  gi'osse  Familien 
vertheilt  werden  können.  Es  kann  nämlich  eintreten , dass 
man  bei  geeigneter  Wahl  der  zu  verwendenden  Parameter- 
darstellnng  (vgl.  § 2,  Schlussbemerkung)  von  den  Coordinaten 
(X'.JJ)  eines  eigentlichen  Elementes  allgemeiner  Lage  der  be- 
trachteten Mannigfaltigkeit  durch  analytische  Fortsetzung  zu  den 
beiden  anderen  Systemen  von  Coordinaten  (eX:U),  {c^X:U) 


1' 


-1  + y- 


desselben  Elementes  kommen  kann;  es 
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können  aber  auch  die  drei  Darstellungen  desselben  Elementes  der 
betrachteten  Mannigfaltigkeit  stets  analytisch  getrennt  sein.  Im 
zweiten  Falle,  der  als  der  allgemeinere  anzusehen  ist,  können  wir 
die  betrachtete  Mannigfaltigkeit  eineählig,  im  ersten  Falle  drä- 
zählig  nennen.') 

Verstehen  wir  unter  Orimtirung  eines  eigentlichen  Elementes 
2.  0.  die  Entscheidung  für  eine  der  drei  möglichen  Darstellimgen 
durch  Verhältnissgrössen  X^:  Uj,  so  wird  durch  den  Orientirungs- 
process  die  Mannigfaltigkeit  der  Elemente  2.  0.  mit  drei  Blättern 
überdeckt,  die  in  den  uneigentlichen  Elementen  Zusammenhängen. 
Jede  einzählige  analytische  Mannigfaltigkeit  von  Elementen  2.  0. 
erscheint  als  Überlagerung  von  drei  analytisch-getrennten  Schaaren 
orientirter  Elemente  2.  0.  Eine  dreizähl ige  Mannigfaltigkeit 
dagegen  wird  durch  den  Orientirungsprocess  mit  drei  Blättern 
überdeckt,  die  in  gewissen  uneigentlichen  Elementen  analytischen 
Zusammenhang  haben. 

Bei  Mannigfaltigkeiten,  die  ganz  in  einer  der  beiden  Ver- 
zweigungsmannigfaltigkeiten verlaufen  (also  bei  Mannigfaltig- 
keiten von  Punkten  oder  Geraden),  wird  der  Orientirungsprocess 
natürlich  gegen.standslos:  Diese  kann  man  nach  Belieben  als  ein- 
zählig  oder  als  dreizählig  betrachten,  und  man  kann  sie  eben- 
sowohl dem  Continuum  der  orientirten  als  auch  dem  Continuum 
der  nicht-orientirten  Elemente  hinzurechnen. 

Betrachtet  man  als  Eaumelemente  die  orienlirtm  Elemente 
2.  0.,  so  wird  es  noth wendig,  die  sonst  in  der  Geometrie  der 
Ebene  als  äquivalent  geltenden  Collineationen  und  Correlationen 
von  der  Determinante  Eins,  deren  Coefficienten  sich  um  dritte 
Einheitswurzeln  unterscheiden,  auseinanderzuhalten.  Auf  diese 
Weise  wird  die  Gruppe  gg  der  CoUineationen  zu  einer  ebenfalls 
continuirlichen  Gruppe  umgestaltet,  die  auf  jene  (3-1)  deutig- 
isomorph  bezogen  ist,  im  reellen  Gebiete  übrigens  mit  ihr  zu- 
sammenföllt.  Wir  nennen  die  Transformationen  dieser  Gruppe 

1)  Man  könnte,  mit  ebenso  gutem  Rechte,  die  Bezeichnungen  auch 
gerade  umgekehrt  wählen.  Wir  entscheiden  uns  nach  der  Analogie 
des  Terminus  Doppelflächen , worunter  man,  in  der  Analysis  situs, 
solche  reelle  Flächen  im  Raume  versteht,  deren  beide  Seiten  continuir- 
lich  Zusammenhängen,  oder  die  — wenn  man  will  — nur  „eine  Seite*' 
haben,  während  die  gewöhnlichen  dann  als  zweiseitig  zu  betrachtendeu 
Flächen,  im  Gegensatz  zu  den  Doppelflächen,  „einfache  Flächen“  ge- 
nannt werden. 
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j>g  orienlirtc  CoUineatiofim.  Analog  gehen  aus  den  Gruppen  //g, 
(S.  352)  Gruppen  yg,  y,  „orientirter“  Transformationen  hervor. 

Neben  das  genannte  Classificationsprincip  stellt  sich  als 
zweites  natürlich  eine  Eintheilung  der  analytischen  Mannigfaltig- 
keiten in  algebraische  und  transcendcnte,  wobei  man  den  Begriff 
der  algebraischen  Mannigfaltigkeit,  wie  üblich,  so  fassen  wird, 
dass  er  auch  eine  Gesammtheit  von  mehreren  analytisch-getrenn- 
ten Mannigfaltigkeiten  umspannt.  („lieducibrh'^''  algebraische 
Mannigfaltigkeiten.')  Wir  betrachten  insbesondere  algebraische 
Complexc,  algebraische  Systeme  von  00^  Elementen  2.  0.  des 
ersten  Continuums.  Von  ihnen  gilt  der  Satz: 

In  dem  durch  die  Mannigfaltigkeiten  der  <x>^  Geraden  und 
00*  Punkte  ergänzten  Continuum  der  eigentlichen  orientirtcn  oder 
nicht-orientirten  Elemente  2.  0.  kann  jeder  atgehraisehe  Complex 
dureh  eine  einzige  zu  der  Gleichung  (UX)  = 0 hinzutretende 
algebraische  homogene  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten 
Xj ; Xj : Xg : Z7j : f/, : 17g  rein  (und  natiirlieh  auch  collständig)  dar- 
gestellt werden!) 

Hieraus,  und  aus  der  Theorie  der  ersten  GoKOAN’schen  Reihen- 
entwickelung®), ergiebt  sich  eine  analytische  Darstellung  irgend 
eines  algebraischen  Complexes  von  Elementen  2.  0.,  die  wir  als 
Normalform  von  dessen  Gleichung  bezeichnen. 

Wir  verstehen  unter  (A  X)”‘(f/H)"  irgend  eine  ternäre  soge- 
nannte Normalform,  eine  Form  also,  deren  Covariante 
(AP)(AX)’'*~*(Z7P)"“^  identisch  verschwindet.  Wir  erhalten 
dann  jeden  der  betrachteten  Complexe  dargestellt  durch  die  Ver- 
bindung der  Gleichung  (UX)  = 0 mit  einer  Gleichung  der  Form 

(25)  (A^X)'"*(f7Pt)"*  = 0,  (»i^ f = const.) 

Die  Summe  ist  bis  auf  einen  allen  Formen  gemein- 
samen Proportionalitätsfactor  völlig  bestimmt,  wenn  der  Complex 
dreizählig  ist;  es  gehören  drei  verschiedene  Functionen  O zum 
selben  Complex,  wenn  dieser  einzäblig  ist;  endlich  kann  jeder 
algebraische  Complex  orientirter  Elemente  2.  0.  nur  auf  eine  Art 
durch  eine  Gleichung  der  Form  (25)  dargestellt  werden,  abgesehen 
von  einem  willkürlich  bleibenden  Factor. 

1)  S.  F.  Klein,  Math.  Ann.  Bd.  22,  S.  231. 

2)  S.  des  Verfassers  „Methoden“  (Leipzig  1889)  II,  § 3. 
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Ist  der  Complex  <P  = 0 reducibd,  d.  h.  besteht  er  aus 
mehreren  analytisch  getrennten  dreidimensionalen  Mannigfaltig- 
keiten von  Elementen  2.  0.,  so  braucht  nicht  etwa  die  homogene 
Function  <P  als  Product  von  anderen  ganzen  homogenen  Func- 
tionen W,  darstellbar  zu  sein.  Es  ist  vielmehr  zur  Eeducibili- 
tiit  nur  erforderlich  das  Bestehen  einer  Cangruenz: 

<p=  jff.  ?f'mod.(f/'X). 

Unterwirft  man  den  Complex  = 0 einer  Collineation, 
so  erhält  man  einen  Complex  X®*  = 0,  der  ohne  Weiteres 
wieder  durch  eine  Normalform  seiner  Gleichung  dargestellt  ist, 
da  jedes  einzelne  Glied  der  Summe  in  das  entsprechende 

Glied  der  Summe  SOl  übergeht.  Hieraus  ergiebt  sich  eine 
weitere  gegenüber  Collineationen  invariante  Classification,  da  in 
dem  Ausdruck  ja  nicht  jede  mögliche  Zerlegung  der  ganzen 
Zahl  l in  zwei  andere  ganze  Zahlen  durch  ein  nicht 

identisch-verschwindendes  Glied  vertreten  zu  sein  braucht.  Lässt 
man  irgend  welche  der  möglichen  Zerlegungen  zu,  unter  Aus- 
schluss der  übrigen,  so  wird  dadurch  eine  Gattung  algebraischer 
Complexe  definirt. 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  des  einzelnen  Complexes  einer 
vorgelegten  Gattung  hängt  linear  und  homogen  von 

^tK  + !)(♦»*  + 1)K  + % + 2) 


Constanten  ab,  wobei  die  Summe  sich  auf  alle  zugelassenen  Zer- 
legungen einer  gegebenen  Zahl  l erstreckt;  insbesondere,  wenn 
alle  1+1  möglichen  Zerlegungen  gleichzeitig  zugelasscn  werden,  von 


r*0+i)G+2)*0+3) 


Constanten.  Die  Zahl  l kann  in  allen  Fällen  als  Grad  des 
Complexes  bezeichnet  werden. 


Schliesst  man  die  trivialen  Fälle  aus,  in  denen  die  Gleichung  (25I 
nur  eines  der  l + 1 möglichen  Glieder  wirklich  enthält,  so  kann 
diese  Gleichung  aufgefasst  werden  als  eine  (im  engeren  Sinne  soge- 
nannte) algebraische  Difl'ercntialghichung  2.  Ordnung.  Das  Integrations- 
problem besteht  dann  in  der  Forderung,  die  Elemente  des  Complexes 
zu  Vereinen  anzuordnen.  Umgekehrt  kann  jede  solche  Gleichung  auf 
eine  Art,  oder  auf  drei  Arten,  in  die  Form  (25)  gesetzt  werden,  mit 
Ausnahme  natürlich  der  Differentialgleichung  (y"  ==  0)  der  Geraden 
(und  der  Differentialgleichung  der  Punkte,  wenn  man  — nach  der  An- 
schauungsweise von  S.  Lik  — von  einer  solchen  reden  will).  Unsere 
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Classification  der  Complexe  von  Elementen  2.  0.,  und  deren  Zusammen- 
fassung zu  linearen  Mannigfaltigkeiten,  enthält  also  eine  entsprechende 
projectiv-invariante  Classification  und  Zusammenfassung  der  gewöhnlichtn 
algebraischen  Differentialgleichungen  2.  Ordnung. 

Wir  kommen  weiterhin  auf  diesen  Gegenstand  zurück  (§  9).  Wir 
werden  auch  zeigen,  wie  man  eine  vorgelegte  Differentialgleichung 
f{x,  y,  y\  y")  = 0 in  die  Norinalform  (25)  setzen  kann  (§  14). 

Ein  weiteres  gleichfalls  projectiv-invariantes  Eintheilungsmerkmal 
kann  übrigens  aus  dem  Verhalten  einer  solchen  Gleichung  gegenüber 
periodischen  Transformationen  der  Gruppe  g^  (y,)  überhaupt  geschöpft 
werden,  wie  wohl  kaum  näher  ausgeführt  zu  werden  braucht.  Dazu 
treten  noch  Classificationen,  die  auf  dem  Verhalten  der  Gleichung 
gegenüber  coidinuirlichen  Untergruppen  von  g^  (y,)  beruhen. 


§ 6. 

Abbildung  der  eigentlichen  Elemente  2.  Ordnnng  auf  Funkte  gewisser 
rationaler  Mannigfaltigkeiten  M«. 

Wir  stellen  jetzt  die  Aufgabe: 

„Es  sollen  alle  vierfach  ausgedehnten  Punktmannigfaltigkeiten 
M4  gefunden  werden,  denen  folgende  Eigensekaflen  zukommen: 

1)  Die  projeetiven  Coordinaten  Xj  • ■ ■ xy  eines  Punktes  all- 
gemeiner Lage  von  sollen  rationale  und  (wie  man  dann  ohne 
Beschränkung  annehmen  darf)  ganze  homogene  Funclionen  der 
Coordinaten  X^:  Uf  eines  eigentlichen  orientirten  Elementes 
2.  Ordnung  sein. 

2)  Durch  die  hiermit  gegebene  Abbildung  soll  die  Gruppe 
da-  orientirten  Collineationen  in  eine  glcichzusummcngesetzte  pro- 
jective  Gruppe  übergeführt  werden.“ 

Die  Lösung  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  Betraebtung 
des  vorigen  §.  Ein  ebenes  Gebiet  «j  • • • Uy  (N — l)*''  Stufe 
wird  aus  der  zu  suchenden  Mannigfaltigkeit  eine  M3  aus- 
schneiden,  deren  Bild  in  der  Ebene  ein  Complex  l.  Grades  von 
Elementen  2.  0.  ist.  Dieser  Complex  kann  durch  eine  einzige 
Gleichung  rein  dargestellt  werden,  und  es  darf  angenommen 
werden,  dass  alle  diese  Complex«  keinen  gemeinsamen  Bestand- 
theil  haben,  der  selbst  ein  Complex  wäre.  Die  Gleichung  des 
ausgeschnittenen  Complexes  kann  auf  eine  einzige  Weise  in  die 
Normalform  = 0 gesetzt  werden.  Dahei  befinden  sich  unter 
den  Gliedern  der  Reihe  EOf.  mindestens  zwei  nicht  identisch 
verschwindende,  da  den  orientirten  Elementen  (X  : U)  die  Punkte 
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einer  Mannigfaltigkeit  von  vier  and  nicht  weniger  Dimensionen 
entsprechen  sollen.  Da  zwischen  den  Coefficienten  einer  oder 
mehrerer  nicht  identisch  verschwindender  ternärer  Normalfonnen 
mit  verschiedenen  Ordnungszahlen  eine  invariante  lineare  Glei- 
chung oder  ein  System  solcher  Gleichungen  bekanntlich  nicht 
bestehen  kann,  so  folgf,  dass  jedes  nicht  identisch  verschwindende 
Glied  0^  die  allgemeine  ternäre  Normalform  mit  den  Ordnungs- 
zahlen »1^,  (iw^  -f  Wj.  = 1)  ist. 

3fan  erhält  also  alle  Mannigfaltigkeiten  M4  auf  fölgetiät 
Weise; 

Man  nimmt  zunächst  den  Grad  des  ausgeschnittenen  Com- 
plexes,  also  eine  positive  ganze  Zahl  l (>  1)  nach  Belieben  an. 
Hierauf  stellt  man  von  den  ganzzahligen  Zerlegungen  i = »ij  -f  «j 
zwei  oder  mehrere  nach  Belieben  zusammen,  wodurch  eine 
Gattung  von  Complexen  bezeichnet  wird.  Hierauf  deutet  man 
die  den  zugelassenen  Zerlegungen  entsprechenden  Producte 
Grades  der  Grössen  X,.  und  Wj**"  Grades  der  Grössen  f/;  als 
überzählige  homogene  Punktcoordinaten  in  einem  Gebiete  der 
Stufe 

N = + 1)K  + l)(w*  -4-  M*  -f  2): 

Damit  ist  jedem  Orient! rten  eigentlichen  Element  2.  0.  der 
Ebene  ein  Punkt  einer  rationalen  Mannigfaltigkeit  M4  im  Ge- 
biete X*®'  Stufe  zugeordnet,  und  diese  Mannigfaltigkeit  M4  ist 
eine  beliebige  unter  denen,  die  die  verlangten  Eigenschaften  i ),  2) 
haben. 

Die  Umkehrung  der  gefundenen  Abbildung  der  orientirten 
Elemente  2.  0.  auf  die  Punkte  von  M4  ist  nicht  nothwendig 
eindeutig.  Dies  wird  vielmehr  nur  dann,  aber  auch  immer  dann 
eintreten , wenn  die  vorkommenden  Differenzen  (oder 

% — ”j.’)  theilerfremd  sind.  Haben  alle  diese  Differenzen  den  ge- 
meinsamen Theiler  3,  ohne  ein  Vielfaches  von  3 als  gemeinsamen 
Theiler  zuzulassen,  so  erhält  man  eine  M4,  deren  Punkte  all- 
gemeiner Lage  eindeutig  umkehrbar  zugeordnet  sind  den  nielit- 
orientirten  eigentlichen  Elementen  2.  Ordnung. 

Aus  der  unbegrenzten  Zahl  von  Mannigfaltigkeiten  M4  heben 
wir  aus  einem  Grunde,  der  weiterhin  deutlich  werden  wird,  die 
folgenden  hervor,  die  alle  zweigliedrigen  Ausdrücken  ent- 

sprechen: 
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I.  Abbildungen  Orient irter  Eletnente  2.  0. 


A. 

1=1; 

1 = 1+0, 

1=0+1. 

N = 

6. 

Bl. 

1 = 2; 

2 = 2 -f  0, 

2 = 1 + 1. 

N = 

14. 

Bg. 

1=  2; 

2 = 1 + 1, 

2 = 0 + 2. 

AT  = 

14. 

C. 

l = 3; 

3 = 2 + 1, 

3 = 1 + 2. 

N== 

30. 

II. 

Abbildungen  nicht- orientirter  Elemente 

2.  0. 

A. 

l = 3; 

3 = 3 + 0, 

3 = 0 + 3. 

IV  = 

20. 

Bl. 

l = 4; 

4=4  + 0, 

4 = 1 -f  3. 

AT  = 

39. 

Bg. 

l = 4; 

4 = 3 + 1, 

4 = 0 + 4. 

N = 

39. 

C. 

l = 5; 

5 = 4 -t-  1, 

.5  = 1 + 4. 

N = 

70. 

Durch 

die  gefund 

enen  Abbildungen  orientirter  und  nicht 

orientirter  Elemente  2.  0.  werden  die  Gruppen  yg,  y»,  yi  (S.  361) 
— <7g,  gg,  g-i  — isomorph,  und  zwar  in  der  Regel  mehrstufig- 
isomorph (endlich-deutig-isomorph),  im  Falle  gegenseitig  ein- 
deutiger Abbildung  der  eigentlichen  Elemente  aber  durchaus 
ein  - eindeutig  auf  gewisse  projective  Gruppen  lg,  Fg,  F^  — 
Gg,  Gg,  Gl  — des  Gebietes  A'*"''  Stufe  bezogen.  Uebrigens  ge- 
statten gewisse  der  Mannigfaltigkeiten  noch  umfassendere 
projective  Gruppen,  die  unschwer  zu  bestimmen  sind,  hier  aber 
nicht  betrachtet  zu  werden  brauchen. 


§ 7- 

Natürliche  Continua  von  Elementen  2.  Ordnung. 

Heben  wir  aus  den  im  vorigen  §.  gefundenen  Mannigfaltig- 
keiten M4  z.  B.  die  heraus,  deren  Punkte  allgemeiner  Lage  den 
eigentlichen  nicht  orientirten  Elementen  2.  0.  Wndmt(V/-umkehrbar 
entsprechen,  so  folgt,  dass  diese  M.,  auch  auf  einander  im  All- 
gemeinen-eindeutig  abgebildet  sind.  Es  ergiebt  sich  aber  weiter, 
dass  die  Eindeutigkeit  dieser  Bezeichnung  sich  nicht  auf  alle 
Punkte  der  mit  einander  verglichenen  erstreckt.  Vielmehr 
erkennt  man,  dass  diese  M4  auf  vier  verschiedene  Familien  ver- 
theilt werden  können,  derart,  dass  zwei  Angehörige  derselben 
Familie  in  ihrer  ganzen  Erstreckung  eindeutig  und  stetig  auf 
einander  bezogen  sind,  niemals  aber  zwei  aus  verschiedenen 
Familien  entnommene  M^. 
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Ordnen  wir  den  Ausdruck  nach  fallenden  Werthen  von 
»Hj,  und  schreiben  wir  ihn  dann  abgekürzt  so: 


(26)  {A^xnui\y‘  + + iAyX)”‘/iUPy'‘f 

(J  s=  m|  -|-  N,  . . . = m,  + in^,  m . — ^ 0 mod  3,  “ 0 mod  S 

so  sind  diese  Familien  wie  folgt  zu  unterscheiden: 


A. 

«1  = 0, 

*»/  = 0, 

— 0 mod.  $) 

B,. 

»1  = 0, 

f»/  > 0, 

B,. 

> 0, 

II 

P 

C. 

«1  > 0. 

ntjr  > 0. 

Die 

Mannigfaltigkeiten 

der  ersten 

Familie  A allein 

werden  durch  die  Parameter  (X,. : D')  erschöpfend  dargestellt; 
jede  dieser  Mannigfaltigkeiten  ist  eindeutig -umkehrbar  bezogen 
auf  das  durch  die  Punkte  und  Geraden  ergänzte  Continuum  der 
nicht-orientirten  eigentlichen  Elemente  2.  0.  (§  i).  In  allen 
anderen  Fällen  treten  specielle  Elemente  auf,  die  sich  der  Para- 
meterdarstellvmg  entziehen;  und  zwar  bilden  diese  speciellen  Ele- 
mente dreifach-ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten,  die  ihrerseits  stetig 
abgebildet  sind  auf  das  Continuum  aller  Linienelementc  in  der 
Ebene.  Die  Structur  der  betrachteten  Mannigfaltigkeiten 
kann  kurz  bezeichnet  werden  durch  je  eines  der  Schemata 


A 

5 

c 

M, 

/ \ 

/\ 

/\ 

/ 

M,  m; 

M,  m; 

Ms 

Bei  Collineationen  werden  jedesmal  die  Punkte  allgemeiner 
Lage  von  M^,  d.  h.  solcher  Punkte,  die  keiner  der  kleineren 
invarianten  Mannigfaltigkeiten  angehören,  transitiv  unter  einander 
vertauscht,  und  ebenso  unter  einander  die  Punkte  der  letzten 
Mannigfaltigkeiten  (die  zweifach  oder  dreifach  ausgedehnte  so- 
genannte Normal -Mannigfaltigkeiten  sind).  Diese  selbst  werden 
in  den  Fällen  A und  C bei  Correlationen  mit  einander  vertauscht, 
während  die  Familien  und  B^  im  Ganzen  mit  einander  ver- 
tauscht werden. 

Die  Processe,  deren  wir  uns  bei  diesen  Entwickelungen  be- 
dient haben,  sind  durchweg  inrarianUr  Natur.  Wir  erkennen 
also,  dass  man  das  nicht-abgeschlossene  Continuum  der  eigent- 
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liehen  Elemente  2.  0.  auf  mehrere,  und  zwar  auf  vier  Arten  so 
erweitern  kann,  dass  das  erweiterte  Continuum  abgeschlossen 
wird  und  gleichzeitig  auf  einen  Punktraum  mit  projectiver 
Gruppe  Gg  (oder  Gg)  durchweg-rational  abgebildet  werden  kann. 
Wir  wollen  dies  so  ausdriieken: 

IUe  nicht-abgescJilossene  Slannigfaltigkeit  der  oo*  verschiedenen 
eigentlichen  Elemenie  z.  Ordnung  eines  ternären  Gebietes  lässt  sich 
auf  vier  Arten  durch  „uneigentliche  Elemente  z.  0."  zu  einem  ab- 
geschlossenen und  zugleich  (in  Bezug  auf  die  Gruppe  g^)  „natür- 
lichen" Continuum  ergänzen. 

Von  diesen  Ergänzungen  hat  grösseres  Interesse  die  von 
uns  schon  betrachtete  erste,  als  die  einfachste,  und  die  letzte,  als 
die  Art  der  Ergänzung,  die  in  vollkommenster  Weise  den  An- 
schauungen gerecht  wird,  die  mit  Rücksicht  auf  die  allgemeine 
Theorie  der  Berührungstransformationen  entwickelt  worden  sind.  ’) 
Man  erkennt  ohne  Mühe,  welche  Bedeutung  die  Mannigfaltigkeiten 
Mg,  Mg  für  die  ebene  projective  Geometrie  selbst  haben.  Die 
Punkte  der  Mannigfaltigkeit  Mj  entsprechen  je  einem  System 
analytischer  Curven,  die  mit  einer  Geraden  U dreipunktige  Be- 
rührung haben;  dabei  werden  die  oo^  Berührungsstellen  X auf 
der  Geraden  G,  oder  die  zugehörigen  Systeme  von  Curven,  oder 
endlich  die  zur  selben  Geraden  gehörigen  oo*  „uneigentlichen“ 
Elemente  2.  0.  nunmehr  unterschieden.  Die  correlative  Bedeutung 
hat  Mg.  üm  eine  vollständige  analytische  Darstellung  z.  B.  für 
das  letzte  G der  genannten  natürlichen  Continua  zu  erhalten, 
kann  man  u.  A.  als  (überzählige)  Parameter  statt  der  Grössen 
alle  Producte  dieser  Grössen  benutzen,  die  homogen  sind 
in  der  durch  die  beiden  folgenden  Schemata  angezeigten  Weise: 

(4)  (1)  (1)  (4) 

X,  G;  X,  G. 

Die  unschwer  anzugebenden  Relationen  zwischen  diesen 
2 • 3 • 15  Grössen  werden  dann  nicht  nur  dadurch  identisch  be- 
friedigt, dass  man  sie  alle  Producten  von  Grössen  Gj  gleich- 
setzt, zwischen  denen  die  Gleichung  ( GX)  = 0 stattfindet,  sondern 
ausserdem  auch  noch  dadurch,  dass  man  das  eine  System  von 
45  Grössen  solchen  Producten  gleich,  alle  Grössen  des  anderen 
aber  gleich  Null  setzt:  die.se  beiden  besonderen  Grössensysteme 

I)  Vgl.  Fr.  Eroei.  ».  a.  0. 

Malb.-phya.  Claaie  1901.  25 
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sind  die  Coordinaten  oder  Parameter  der  beiden  Schaaren  von 
je  oo*  „uneigentlichen“  Elementen  2.  0.,  die,  im  Falle  C,  den 
Punkten  der  beiden  Mannigfaltigkeiten  Mj,  M,  zugeordnet  sind. 

Das  über  Continua  von  nicht-orientirten  Elementen  2.  Ordnung 
und  deren  Abbildung  auf  Punktmannigfaltigkeiten  M4  Gesagte  lässt 
sich  fast  unverändert  auf  orientirte  Elemente  übertragen.  Natürlich 
fallen  dann  die  Congruenzen  m-  — ntj  — 0 mod.  3 weg.  Es  er- 
geben sich  wieder  vier  verschiedene  Continua,  die  mit  A, 
bezeichnet  werden.  Die  in  jedem  Continuum,  auftretenden  un- 
eigentlichen Elemente  unterscheiden  sich  nicht  von  denen,  die  in  den 
Continuis  nicht-orientirter  Elemente  verkommen.  Sie  fungiren  bei 
Vergleichung  beider  Arten  von  Continuis  als  Verzweigungsstellen. 

Die  rinfachsten , nämlich  zu  möglichst  kleinen  Werthen  der 
Zahl  N gehörigen  Mannigfaltigkeiten  M^,  auf  die  die  verschiedenen 
Continua  orientirter  und  nicht-orientirter  Elemente  abgebildet 
werden  können,  haben  wir  bereits  im  vorigen  § unter  I und  II 
zusammengesteUt. 

§ 8. 

Complexe  nnd  Vereine  von  Elementen  2.  Ordnnng  im  vierten 
Continnnm  (C). 

Die  eingeführten  überzähligen  Coordinaten  eines  Elementes 
eines  der  Continua  A,  B^,  C enthalten  ein  möglichst  geringes 
Maass  von  Willkür;  abgesehen  vom  Falle  A aber  sind  sie  zu 
verwickelt,  als  dass  ihre  Brauchbarkeit  sich  viel  über  Erwägungen 
ganz  allgemeiner  Art  hinaus  erstrecken  könnte.  Es  ist  daher 
von  Bedeutimg,  dass  man,  wenn  auch  mit  höherem  Maasse  von 
Willkür,  viel  einfachere  Parameterdarstellungen  der  Element- 
continua und  ihrer  Bilder  M4  angeben  kann.  Man  erhält  sie,  wenn 
man  in  den  Ausdrücken  (15)  nicht  nur,  wie  zuvor,  die  Grössen 
ff,  T,  oder  die  Grössen  X^,  U,,  sondern  alle  diese  Grössen  zu- 
gleich als  veränderlich  betrachtet.  So  wird  das  Continuum  C nicht- 
orientirter  Elemente  erschöpfend  dargestellt  durch  8 Coordinaten 

(27)  ff , ATj , Äj , , t,  f/j,  f/j,  C/j , 

zwischen  denen  die  Gleichung  (UX)  = 0 besteht.*) 

i)  Eine  andere  Herleitung  dieser  Elementcoordinaten  wird 
Fb.  Enobl  demnächst  veröffentlichen.  Sie  bilden  den  Ausgangspunkt 
für  die  werthvollen  weitergehenden  Untersuchungen,  deren  wir  in  der 
Einleitung  gedacht  haben. 
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Au/tziisrhliessen  ist  gleichzeitiges  Verschwinden  der  Grössen 
Xf,  der  Grössen  U^,  endlich  der  Grössen  ff,  r. 

Dasselbe  Element  des  Continuums  C stellt  alle  die  Werth- 
systeme der  Coordinaten  (27)  dar,  die  aus  einem  unter  ihnen 
hervorgehen  erstens  durch  MultipUcation  der  X,..  U(  mit  dem- 
selben Factor  p,  zweitens  durch  Multiplication  der  Grössen 
ff,  Xj,  Xj,  Xj  mit  Factoren  der  Form  p^*,  Pj,  Pj,  Px,  drittens 
durch  Multiplication  der  Grössen  t,  f/, , mit  Factoren 

der  Form  p~ »,  p,,  p,,,  p^. 

Will  man  ebenso  das  Continuum  C orientirtcr  Elemente  be- 
handeln, so  treten  an  Stelle  der  Coordinaten  ff,  r die  dritten 
Wurzeln  aus  diesen  Grössen.  Es  dürfte  zweckmässig  sein,  für 
diese  dritten  Wurzeln  besondere  Zeichen  zu  gebrauchen.  Wir 
setzen  = 3,  — Sl,  bedienen  uns  also  des  folgenden  durch 

die  Gleichung  {UX)  = 0 verbundenen  Systems  von  (’oordinaten: 

(27*)  S,  Xx,  X„  X,;  ß,  U„  U,. 

Ein  und  dasselbe  orientirte  Element  stellen  solche  Coordi- 
naten werthe  dar,  die  durch  Multiplication  von  Si  Xx,  Xj,  Xj  mit 
Factoren  p~*,  p„px,  p,  hervorgehen,  u.  s.  w. 

Der  Begriff  des  Complexes,  insbesondere  des  algebraischen 
Complexes,  erfährt  natürlich  bei  dem  Uebergang  vom  Continuum  A 
zum  Continuum  C eine  entsprechende  Aendenmg.  Jeder  Com- 
plex  ist  von  seinen  eigentlichen  Elementen  aus  in  die  Mannig- 
faltigkeiten Mj , hinein  fortzusetzen.  Diese  selbst  kommen  neu 
hinzu.  Es  kommen  also  neu  hinzu  die  beiden  ausgezeichneten 
irreducibelen  Complexe  3=0  und  ß = 0 von  je  00’  Elementen 
2.  Ordnung,  die  mit  dem  ausgezeichneten  Feld  und  dem  aus- 
gezeichneten Bündel  (§  4)  verbunden  sind.  In  dem  Continuum  C 
der  orientirten  oder  nicht-orientirten  Elemente  2.  0.  kann  dann 
natürlich  ein  nicht  speciell  gewählter  algebraischer  Complex  auch 
nicht  mehr  durch  eine  einzige  Gleichung  der  Form  <P(X:  {/)  = 0 
rein  dargestellt  werden,  und  keiner  kann  durch  eine  solche  Glei- 
chung vollständig  dargestellt  werden.  Dies  ändert  sich  aber 
offenbar,  wenn  man  die  Coordinaten  (27*)  oder  (27)  benutzt: 

Im  Cotilinuum  C z.  B.  der  orientirten  Elemente  lässt  sich 
jeder  algebraische  Complex  durch  eine  einzige  Gleichung  zwischen 
den  Coordinaten  (27*)  rein  und  rollständig  darstclien. 

Abgesehen  von  den  beiden  ausgezeichneten  Complexen  3=0 
und  ß = 0,  und  von  den  diese  umfassenden  reducibelen  Com- 

26* 
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plexen,  kann  jeder  algebraische  Complex  dargestellt  werden  durch 
einen  gleich  Null  gesetzten  Ausdruck  der  Form  <P  = 


(26*)  + - 

+ S-  ß ‘ • (^/_  1 X)”/+  ' ( UPy_  ( CPA 


wobei  natürlich  die  mittleren  Glieder  theilweise  oder  sämnitlich 
fehlen  können  (Vgl.  § 7.)  Die  Coefficienten  der  Producte  von  S 
und  Sl  sind  sämmtlich  ternäre  Normalfonnen.  Der  Complex 
(P  = 0 (Nr.  26*)  ist  reducihel  oder  irreducihel , je  nachdem  der 
entsprechende  Complex  des  Contin\mms  A die  eine  oder  andere 
Eigenschaft  hat  (§  7). 

Erwähnt  sei  noch,  dass  man  bei  Gebrauch  der  Coordinaten 
(27*)  die  Beschränkung  auf  lineare  Transformationen  von  der 
Determinante  Eins  fallen  lassen  kann. 


Wir  entwickeln  nun  den  Begriff  des  Vereins  von  Klementen 
2.  Ordnung  im  vierten  natürlichen  Gontinuum  C.  Dabei  ist  es 
ziemlich  gleichgültig,  ob  wir  von  orientirten  oder  nicht-orientirten 
Elementen  reden,  da  man  sich  bei  einer  solchen  Untersuchung 
auf  Betrachtung  consecutiver  Elemente  beschränken  muss,  über 
Einzähligkeit  oder  Dreizähligkeit  eines  Vereins  aber  erst  durch 
Betrachtung  des  ganzen  Vereins  entschieden  werden  kann.  Wir 
beziehen  uns  indessen  auf  orientirte  Elemente,  die  bei  anders 
gearteten  Ueberlegungen  einen  tieferen  Einblick  gewähren,  auch 
hier,  benutzen  also  die  Elementcoordinaten  (27*). 

So  lange  es  sich  um  consecutive  eigentliche  Elemente  handelt, 
ist  der  Begriff  der  vereinigten  Lage  natürlich  genau  so  zu  fassen, 
wie  in  § 2.  Beim  Uebergang  zu  uneigentlichen,  oder  wie  wir 
nunmehr  lieber  sagen  wollen,  ausgezeichneten  Elementen  der  Typen 

(M')  (0,  A'i,  A„  Sl,  TJ„  V„  f/3) 

(M,)  (S,  X„  X„  0,  U„  U,) 

erfuhrt  dieser  Begriff  aber,  bei  Anwendung  übrigens  des  gleichen 
Verfahrens  wie  in  § 2,  eine  sehr  wesentliche  Aenderung. 

An  Stelle  der  Gleichungen  (14)  treten  die  Gleichungen 

(14a*)  (r/x")  = o,  (f/'x)  = o, 

(14b*)  s»  • (X x'x) ( wx)  -si^  {u ir  ir) {uz) 
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und  diese  haben  wir  jetzt  allgemein  als  Definition  der  vereinigten 
Lage  consemtivcr  Eletncnte  2.  0.  im  Continuum  C hinznsteUen. 

Es  folgt,  dass  man  innerhalb  dieses  vierfach  ausgedehnten 
Continuums  von  jedem  Element  in  00^  Richtungen  (die  ein 
zweigliedriges  System  PrAFF’schen  Gleichungen  definiren,  vgl. 
Engel  a.  a.  0.)  zu  vereinigten  Elementen  weitergehen  kann. 
Insbesondere  kann  man  von  einem  der  ausgezeichneten  Elemente 
3=0  zu  mit  ihm  vereinigten  (nur)  in  der  Weise  weitergehen, 
dass  man  die  Gerade  des  Nachharelementes  mit  U selbst 
zusammenfallen  lässt  und  dessen  Punkt  Xj  auf  U verlegt. 

Als  ein  Verein  orientirter  Elemente  im  Continuum  C ist  zu 
erklären  eine  analytische  Schaar  von  oo'’  dieser  Elemente,  deren 
jedes  mit  allen  benachbarten  Elementen  der  Schaar  vereinigt  ist. 
Unmittelbar  folgt: 

Im  Continuum  C der  oricntirten  (oder  nicht-orientirten)  Ele- 
mente 2.  Ordnung  giebt  es  folgende  Arten  von  Vereinen,  die 
sämmtlich  t on  je  00  ‘ Elementen  gebildet,  werden: 

1.  Die  Vereine,  die  aus  Elementen  je  einer  Tcrummen  Curve 
bestehen  (krumme  Vereine). 

2.  Die  00*  Vereine  aller  Elemente,  die  je  zu  demsdben 
Linienelement  gehören  (triviale  Vereine). 

3.  (X)*  Vereine  ausgezeichneter  Elemente  mit  fester  Geraden 
(gerade  Vereitle)  und 

4.  00®  Vereine  ausgezeichneter  Elemente  mit  festem  Punkt 
(Punktrereine).  — 

Es  gehört  also  (abweichend  von  den  im  ersten,  zweiten 
oder  dritten  Continuum  bestehenden  Verhältnissen)  zu  jedem 
Verein  von  Elementen  i.  0.  ein  Verein  von  Elementen  2.  0., 
ausserdem  aber  giebt  es  noch  die  00®  trivialen  Vereine.  Jeder 
Verein  von  Elementen  2.  0.  des  Continuums  C,  mit  Ausnahme 
der  trivialen,  entsteht,  wie  wir  sagen  können,  aus  einem  Verein 
von  Elementen  i.  0.  durch  Erweiterung.  (Vgl.  Nachtrag,  S.  402.) 

§ 9- 

Begriff  und  Begriff  der  Integration  einer  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung 2.  Ordnung  im  vierten  Continuum  (C). 

Wir  haben  bereits  erwähnt,  dass  eine  mindestens  zweiglie- 
drige algebraische  Gleichung  O(X:ü)  = 0 zwischen  den  durch 
die  Gleichung  (UX)  = 0 verbundenen  Elementcoordinaten  X,-,  Ui 
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§9. 


als  eine  gewöhnliche  DiflFerentialgleichung  2.  Ordnung  aufgefasst 
werden  kann.  Betrachtet  man  continuirliche  Schaaren  solcher 
Gleichungen  0 — 0,  so  wird  man  es  nicht  verhindern  können, 
dass  darin  unter  Umständen  auch  nur  eingliedrige  Gleichungen 
auftreten,  solche,  die  bei  gewöhnlicher  Auffassung  Gleichungen 
zwischen  x,  y,  y’  allein,  also  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
oder  gar  nur  krummen  Curven,  Geraden  oder  Punkten  entsprechen. 
Es  ergiebt  sich  daher  die  Möglichkeit  einer  Weiterbildung  des 
Begriflfs  einer  Differentialgleichung  2.  0.,  die  allerdings  nicht  im 
gleichen  Grade  als  eine  Nothwendigkeit  angesehen  werden  kann,  wie 
die  von  S.  Lie  ausgefuhrte  Erweiterung  des  Begriffs  einer  Diffe- 
rentialgleichung I.  0.  (da  sie  nicht  wie  diese  für  die  Theorie  der 
Berührungstransformationen  völlig  unentbehrlich  ist),  die  aber 
immerhin  den  Vorzug  der  Consequenz  haben  dürfte.  Wir  be- 
trachten nur  algebraische  Gleichungen,  da  bei  diesen  schon  das, 
worum  es  sich  handeln  wird,  klar  hervortritt,  und  weU  durch 
solche  Beschränkung  Verwickelungen  erspart  werden,  die  in  der 
sonst  nöthigen  Erörterung  von  Grenzstellen  ihre  Quelle  haben. 

Wir  definiren  allgemein: 

„Eine  algebraische  Differentialgleichung  2.  Ordnung  vollständig 
integriren“  heisst:  Aus  einem  algebraischen  Complex  (§  8)  von 
Elementen  2.  0.  des  vierten  Contimiums  C auf  alle  möglichen 
Arten  Vereine  herausgreifen. 

Jeden  solchen  Verein  neimen  wir  einen  Integralverein  des 
Complexes,  oder  auch  eine  „Lösung  der  Gleichung“ ; und  wenn 
der  Verein  krumm  ist  (§  8),  brauchen  wir  dieses  Wort,  wie 
üblich,  auch  für  die  zugehörige  Curve,  die  dann  auch  Integral- 
curve  heisst.  Ein  Missverständniss  kann  hierdurch  nicht  wohl 
hervorgerufen  werden,  da  beide  Gebilde  einander  ein -eindeutig 
oder  ein  - dreideutig  bestimmen. 

Es  genügt  hier,  den  betrachteten  Complex  als  irreducibel  an- 
zunehmen;  schliesst  man  dann  die  besonders  zu  besprechenden 
Complexe  S — 0 und  £1  = 0 aus,  so  wird  der  Complex  dar- 
gestellt durch  eine  Gleichung  ® = 0 der  Form  (26*),  die  aus 
einer  Gleichung  4>(SX:Jiü')  = 0 der  Form  (26)  durch  Unter- 
drückung der  vor  den  Ausdruck  O tretenden  Factoren  S,  £l  her- 
vorgegangen ist. 

Die  Lösungen,  und  auch  die  zugehörigen  Gleichungen  und 
Complexe  selbst,  können  nun  nach  verschiedenen  Gesichtspunkten 
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eingetheilt  werden,  und  zwar  in  unserem  Zusammenhänge  nach 
solchen,  die  zum  Theil  abweichen  von  son.st  üblichen. 

Wir  nennen  zunächst  eine  Lösung  reffulär,  wenn  ein  ihr 
angehöriges  Element  2.  0.  allgemeiner  Lage  nur  in  dieser  einen 
Lösung  enthalten  ist,  singulär  im  entgegengesetzten  Falle.  Eine 
singuläre  Lösung  kann  als  „Envelopjic“  von  (wenigstens)  einer 
Schaar  anderer  Lösungen  bezeichnet  werden.  Ist  sie  Grenzlage 
einer  einen  wDlkürlichen  Parameter  enthaltenden  regulären 
Lösung,  so  kann  man,  wenn  man  will,  sie,  bei  erweitertem  Sinne 
des  Wortes,  zugleich  auch  zu  den  ,gegulären“  Lösungen  rechnen. 
Reguläre  Lösungen  sind  immer,  singuläre  nicht  nothwendig  vor- 
handen. 

Wir  nennen  ferner  eine  Lösung  tririal,  wenn  sie  von  einem 
trivialen  Verein  gebildet  wird.  Die  Ermittelung  der  trivialen 
Lösungen  irgend  einer  Gleichung  <&  = 0,  falls  es  solche  giebt, 
erfordert  nur  algebraische  Operationen,  da  die  Forderung  sich  mit 
der  deckt,  dass  aus  der  Gleichung  <D{3X:SIU)  = 0 die  Para- 
meter 3,  iß  ganz  herausfallcn.  Tritt  dies  für  alle  Werthe  der 
Grössen  Xj,  Uj  { (L^X)  = 0 ) ein,  so  nennen  wir  die  Gleichung 
selbst  trivial. 

Eine  triviale  Gleichung  <P(X,  U)  = 0 hat  in  der  Reihenent- 
wickelung  ihrer  linken  Seite  nur  ein  einziges  Glied.  Sie 

kann  von  dreierlei  BeschaflFenheit  sein.  Sie  kann  entweder  X 
und  U wirklich  enthalten,  oder  nur  X,  oder  nur  U.  Im  ersten 
Falle  definirt  die  Gleichung  oo*  Linieneleinente,  und  damit  cx)* 
reguläre  Lösungen,  die  triviale  Vereine  sind.  Dazu  kommen  als 
singuläre  Lösungen  die  zu  Vereinen  von  Elementen  2.  0.  erwei- 
terten cx'  regulären  Lösungen  der  Differentialgleichung  erster 
Ordnung,  als  die  man,  nach  Clebsch,  in  diesem  Falle  die  Glei- 
chung 0{X,U)=‘O  ebenfalls  auffassen  kann;  schliesslich  even- 
tuell noch  cx>®  gleichfalls  singuläre  Lösungen,  die  durch  Erweiterung 
aus  den  „singulären“  Lösungen  der  genannten  Gleichung  i.  0. 
(Enveloppen  von  deren  regulären  Lösungen,  Punktvereinen,  ge- 
raden oder  krummen  Vereinen  von  Elementen  erster  Ordnung) 
hervorgehen.  Hat  die  vorgelegte  Gleichung  zweitens  z.  B.  die 
Form  0{X)  — 0,  so  giebt  es  ebenfalls  oo*  reguläre  Lösungen; 
nämlich  die  (X*  trivialen  Vereine,  die  ihren  Punkt  auf  der 
Curve  <P(X)  = 0 haben.  Dazu  kommt  als  (einzige)  singuläre 
Lösung  die  zu  einem  Verein  von  Elementen  2.  0.  erweiterte 
Curve  <P(X)  = 0 selbst. 
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Eine  triviale  Gleichung  <P(X,  U)  = 0 hat  also  immer  oo* 
reguläre  Lösungen,  und  die  dieser  zugehörigen  Elemente  i.  0. 
haben  sätnmüich  specielle  Lage. 

Eine  nicJit-triinale  (also  mindestens  zweigliedrige)  Gldchung 
0 = 0 hat,  nach  der  allgemeinen  Theorie  der  Differential- 
gleichungen 2.  Ordnung,  ebenfalls  oo*  reguläre  Lösungen,  durch 
die,  in  einer  Umgebung  eines  Elementes  allgemeiner  Lage  die  oc’ 
der  Gleichung  genügenden  Elemente  2.  0.  zu  Vereinen  angeordnet 
werden.  Durch  ein  Linienelement  allgemeiner  Lage  geht  eine 
discrete  Zahl  (nämlich  im  Continuum  C der  orientirten  Ele- 
mente 2.  0.  OTj  — nif  = «/  — «1,  nach  der  Bezeichnung  des  § ]) 
von  solchen  Lösungen.  (Vgl.  Nr.  26*.)  Linienelemente  von  specieller 
Lage  können  aber  unendlich  vielen  regulären  und  auch  singu- 
lären Lösungen  angehöreu.  Es  giebt  höchstens  00^  singuläre 
Lösungen;  ausser  diesen  unter  Umständen  noch  isolirte  singuläre 
Lösungen,  die  algebraisch  ermittelt  werden  können.^) 

Eine  Lösung  mit  zwei  willkürlichen  wesentlichen  Parametern 
heisst  allgemeine  Lösung. 

Wir  nennen  drittens  eine  Lösung  einer  Differentialgleichung 
2.  Ordnung  0 = 0 ausgezeichnet , wenn  sie  ein  Verein  ausge- 
zeichneter Elemente,  also  ein  Verein  mit  fester  Geraden  oder 
festem  Punkt  ist.  Auch  die  ausgezeichneten  Lösungen,  falls  es 
solche  giebt,  erfordern  zu  ihrer  Bestimmung  nur  algebraische 

Operationen.  Der  zur  Geraden  U = YZ  gehörige  ausgezeichnete 
Verein  ist  nämlich  Lösung  dann  und  nur  dann,  wenn  die 
Gleichung 

{ } ”‘nvPfT^ = 0 

i)  Die  Unterscheidung  von  nicht-trivialen  und  trivialen  Differen- 
tialgleichungen 2.  0.  gehört  nicht  eigentlich  der  projectiven  Geometrie, 
sondern  der  allgemeinen  Theorie  der  Berührungstransformationen  an. 
Bekannte  Sätze  von  S.  Lik  über  Differentialgleichungen  i.  und  2.  0. 
lassen  sich  so  ansdrücken: 

Durch  geeignete  Berührungstransformationen  kann  jede  nicht-tririaU 
Differentialgleichung  2.  0.  in  jede  andere,  und  auch  jede  triviale  Glei- 
chung 2.  0.  in  jede  andere  überge führt  werden,  nicht  aber  eine  Gleichung 
der  einen  Classe  in  eine  Gleichung  der  anderen. 

Dabei  treten  natürlich  in  den  Continuis  A . .C  stets  singuläre  Ele- 
mente auf,  wenn  die  Berührungstransformation  weder  eine  Collineation 
noch  eine  Correlation  ist.  Die  Theorie  der  trivialen  Gleichungen  ist 
im  Wesentlichen  schon  enthalten  in  der  Theorie  der  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung. 
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identisch  besteht  für  alle  Werthe  der  binären  Parameter  fi : v. 
(Vgl.  § 7,  Nr.  26.)  CX)‘  ausgezeichnete  Lösungen  giebt  es  dann 
und  nur  dann,  wenn  wenigstens  eine  der  in  § 7 mit  und  ni/ 
bezeichneten  Zahlen  den  Werth  Null  hat;  und  zwar  werden  die 
zu  diesen  Lösungen  gehörigen  00'  Punkte  oder  00*  Geraden 
alsdann  dargestellt  durch  die  Gleichung 

= 0 oder  ( f/P/)"/ = 0.  — 

Schliesslich  werden  wir  auch  die  durch  X oder  Z7  wirklich 
enthaltende  Gleichungen  (Z>  — 0 nicht  darstellbaren  ausgezeichneten 
irreducibelen  Complexe  3=0  und  = 0 der  ausgezeichneten  Ele- 
mente als  „DiflFerentialgleichungen“  auffassen.  Da  die  00*  in  diesen 
Complexen  enthaltenen  Vereine,  oder  die  „Lösungen“  der  Gleichungen 
3=0,  il  = 0 (Gerade  und  Punkt -Vereine)  sämmtlich  ausgezeich- 
net sind,  so  nennen  wir  diese  Gleichungen  selbst  ausgezeichnet. 

Die  vorausgehenden  Begriffsbildungeh  und  die  daran  geknüpften 
summarischen  Bemerkungen  scheinen  uns  erforderlich  zur  präcisen  und 
zugleich  kurzen  Formulirung  eines  weiterhin  (in  § 12)  aufzustellenden 
Satzes  über  Differentialgleichungen  2,  0.  Dieser  Satz  möchte  sonst 
wohl  auch  als  specieller  erscheinen,  als  er  in  der  That  ist.  Diese 
Begriffsbildungen  können  aber  auch  vielleicht  sonst  noch  vortheilhaft 
sein.  Denn  sie  lassen  in  der  Gesammtheit  aller  algebraischen  Diffe- 
rentialgleichungen, die  zu  einem  und  demselben  Werthe  der  in  § 6 
definirten  Zahl  l gehören,  und  überhaupt  derer,  die  von  einer  der  er- 
klärten Gattungen  umfas.'it  werden  (in  ihr  wenn  nicht  eigentlich  ent- 
halten, so  doch  als  GrenzfäUe  eingeschlossen  sind),  ein  abgeschlossenes 
Continuum  erkennen.  Die  Herstellung  eines  solchen  Continuums  ist 
natürlich  völlig  unmöglich,  wenn  man,  wie  üblich,  und  wie  auch 
S.  Lie  noch  gethan  hat,  die  trivialen  Gleichungen  2.  0.  von  der  Be- 
trachtung ausschliesst. 

In  Bezug  auf  die  Lösungen  einer  vorgelegten  Gleichung  wird 
Aehnliches  wohl  in  der  Regel  nicht  leicht  und  nicht  allgemein  zu 
erreichen  sein.  Aber  es  muss  sich  erreichen  lassen,  wo  immer  die 
Lösungen  einer  algebraischen  Differentialgleichung  2.  0.  selbst  alge- 
braisch sind.  Wir  geben  weiterhin  einige  Beispiele.  (§  15.) 

Die  durch  Anwendung  des  Begriffs  „abgeschlossenes  Continuum“ 
von  uns  im  Falle  der  projectiven  Geometrie  und  der  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  herbei  geführte  Vervollständigung  der 
Theorie  ist  natürlich  auch  unter  anderen  Voraussetzungen  möglich. 
Fis  ist  überall  wünschenstcerth , nach  Möglichkeit  die  Zahl  der  dunkeln 
Ficken  zu  mindern,  in  denen  bei  algebraischen  oder  anderen  Processen 
Dinge  vor  sich  gehen,  die  man  nicht  recht  übersehen  kann.  Dazu  wird 
erforderlich  sein,  dass  neben  den  sogenannten  allgemeinen  Theorien  in 
viel  weiterem  Umfange  als  bisher  geschehen  speciellere  ausgebildet  werden, 
die  besonderen  Clatsen  von  Problemen  angepasst  sind. 
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§ 10. 

§ IO. 

Bezirhanjcen  zwiselien  der  projeetiven  Geometrie  der  Elemente 
2.  Ordnung  und  der  Pliicker’echen  Liniengeometrie. 

Von  den  eingeffthrten  Punktmannigfaltigkeiten  M4  sind  alle 
die  geradlinig,  die  aus  einer  zweigliedrigen  Gleichung  = 0 
entspringen.  Die  cx>®  Vereine  systatischer  Elemente  2.  0.  werden 
bei  den  zugehörigen  Abbildungen  auf  gerade  Linien  der  be- 
zogen. Entsprechen  insbesondere  die  Punkte  von  M4  eindeutig- 
umkehrbar  den  nicht-orientirten  Elementen  2.  Ordmmg  in  irgend 
einem  der  vier  Continua,  so  werden  conjugirte  Elemente  als 
Paare  von  Punkten  auf  einer  solchen  Geraden  abgebildet,  die 
harmonisch  getrennt  sind  durch  zwei  ausgezeichnete  Punkte,  die 
Bilder  der  beiden  uneigentlichen  Elemente  des  Büschels.  Sind 
ferner  die  Punkte  von  eindeutig -umkehrbar  den  orientirten 
Elementen  2.  0.  zugeordnet,  so  entsprechen  je  drei  über  einander 
liegenden  orientirten  eigentlichen  Elementen  Figuren  von  drei 
Punkten,  die,  in  dem  binären  Gebiet  der  betrachteten  Geraden, 
angesehen  werden  können  als  Nullpunkte  je  einer  cubischen 
Form.  Es  entstehen  auf  diese  Art  Büschel  cubischer  Formen 
mit  gemeinsamer  ÜESSE’scher  Covariante.  Die  Nullpunkte  der 
cubischen  Covariante  irgend  einer  Form  eines  dieser  Büschel  ge- 
hören in  gleicher  Weise  zu  den  drei  einander  deckenden  orien- 
tirten Elementen,  die  zu  den  drei  ersten  conjugirt  sind.  Die 
Nullpunkte  der  HnssE’schen  Covariante  der  cubischen  Form  sind 
die  ausgezeichneten  Punkte  auf  der  Geraden,  die  Bilder  der  un- 
eigentlichen  Elemente  in  dem  gerade  betrachteten  natürlichen 
Continuum,  die  Stellen,  in  denen  die  Gruppen  von  je  drei  über 
einander  liegenden  orientirten  Elementen  sammt  den  dazu  con- 
jugirten  zusammenfallon.  Dies  gilt  insbesondere  auch  von  der 
einfachsten  der  betrachteten  Mannigfaltigkeiten  M4,  der  auf  S.  365 
unter  la)  aufgeführten.  Diese  Mannigfaltigkeit  wird  durch  eine 
einzige  quadratische  Gleichung  (UX)  = 0 dargestellt;  sie  trägt 
zwei  hei  Transformationen  von  Fg  invariante  Ebenen  Mg,  Mj,  die 
eben  durch  die  Gleichung  {U X')  = 0 correlativ  auf  einander  be- 
zogen sind,  und  die  Bilder  der  Punkte  und  die  Bilder  der  Ge- 
raden des  untersuchten  ternären  Gebietes  tragen.  Von  jedem 
Pimkt  von  Mj  z.  B.  geht  ein  ebenes  Büschel  gerader  Linien 
aus,  das  diesen  Punkt  mit  den  Punkten  einer  bestimmten  Geraden 
von  Mg  verbindet;  die  so  construirten  00*  Geraden  sind  die 
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Bilder  der  trivialen  oder  sy statischen  Vereine  von  Elementen 
2.  0.  und  auf  jeder  sind,  wie  angegeben,  die  Punkte  allgemeiner 
Lage  zu  Tripeln  angeordnet  (wobei  natürlich  in  einem  reellen 
Tripel,  einem  Tripel  mit  reellem  Polarsystem,  nur  ein  reeller 
Punkt  vorkommt).  Die  invarianten  Ebenen  M,,  Mj  können  als 
zwei  beliebige  einander  nicht  schneidende  Ebenen  eines  Gebietes 
6.  Stufe  angesehen  werden,  und  ebenso  die  Gleichung  (UX)  — 0 
als  die  Gleichung  einer  beliebigen  Correlation  zwischen  beiden 
Ebenen.  Durch  diese  Correlation  ist  die  Gruppe  fg  der  Figur 
vollkommen  bestimmt. 

Die  zuletzt  betrachtete  Mannigfaltigkeit  M4  ist  identisch  mit 
der,  die  nach  dem  Vorgänge  von  Plückeb  in  der  projectiven 
Geometrie  des  Raumes  zur  Abbildung  der  geraden  Linien 
benutzt  wird.  OflFenbar  kann  man  auch  unmittelbar  die  orien- 
tirten  Elemente  2.  0.  im  ersten  Continuum  A Geraden  des 
dreifach  ausgedehnten  Raumes  zuordnen.  Wir  wollen  diese  Zu- 
ordnung in  besonderer  Weise  ausführen,  indem  wir  unter  Xg  = 0 
die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Ebene  verstehen, 

(i,  t = 0,  »,  s,  3)  setzen,  und  dann  die  Grössen  X,,  Z7,.  als  Plücker’- 
sche  Liniencoordinaten  auffassen; 

/ g..  Xj  = Sgj,  Xj  = Igg, 

Ohne  Weiteres  erkennt  man  jetzt: 

Das  (die  oo*  Punkte  und  00*  Geraden  umfassende)  erste 
natürliche  Continuum  A von  orientirten  Eiententen  2.  0.  der 
ebenen  projectiven  Geometrie  lässt  sich  au  snahmslos  eindeutig- 
umkehrbar abbilden  auf  das  PLücKER’sclie  Liniencontinuum. 

Die  Gruppen  yj,  y^,  y^  werden  durch  diese  Abbildung  bei  ge- 
eigneter Verfügung  über  die  willkürlich  bleibenden  Constanten  über- 
geführt in  Gruppen  F^,  F,  affiner  Transformationen  des  Baumes, 
nämlich  in  die  sogenannte  allgemeine  lineare  homogene  Gruppe,  die 
spedelle  lineare  homogene  Gruppe,  und  in  die  zugehörige  eingliedrige 
Gruppe  von  perspectiven  Aehnliehkcitstransformationen. 

Wir  wollen,  um  uns  kurz  ausdrücken  zu  können,  den  bei  den 
Transformationen  von  Fg  in  Ruhe  bleibenden  Punkt  Mg  = 0 oder 
Xj  = = aTj  = 0 den  Hauptpunkt  der  Gruppe  Fg  nennen,  ebenso 

die  uneigentliche  Ebene  Xg  = 0 die  Hauptebene  von  Fg.  Gerade, 
die  sich  auf  der  unendlich  fernen  Hauptebene  schneiden,  heissen 
wie  üblich  parallel]  analog  wollen  wir  Gerade,  die  mit  dem 
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Hauptpunkt  durch  eine  Ebene  verbunden  werden  können,  pseudo- 
parallel nennen.  Dann  können  wir  weiter  sagen: 

Den  oo®  trivialen  ode>-  systolischen  Vereinen  orientirter  Ele- 
mente entsprechen  die  oo®  Büschel  von  Geraden,  die  zugleich  pa- 
rallel und  pseudoparallel  sind.  Die  Geraden  aller  dieser  Büschel 
sind  zu  Tripeln  angeordnet  (deren  jedes  höchstens  eine  reeUe  Ge- 
rade enthält),  derart,  dass  die  durch  den  Hauptpunkt  und  die 
Hauptebene  bestimmten  perspectiven  Aehnlichkeitstransformationen 
von  der  Periode  drei  jedes  Tripel  als  Ganzes  in  Buhe  lasse». 
J cdem  Tripel  entspricht,  in  dem  natürlichen  Continuum  Ä,  ein  nicht 
orientirtes  Element  2.  Ordnung  der  Ebene.  Die  Geraden  der  ge- 
nannten Büsdtel  können  ferner  unter  Anderem  zu  Paaren  geordnet 
werden,  derart,  dass  zwei  Gerade  desselben  Paares  durch  den 
Hauptpunkt  und  die  Hauptebene  harmonisch  getrennt  sind,  oder 
also  einander  zugeordnet  werden  durch  die  projective  Spiegelung  an 
Hauptpunkt  und  Hatiptebene.  Jedem  Paar  entspricht  ein  Paar 
conjugirter  orientirter  Elemente  2.  0.,  imd  jedem  Tripel  solcher 
Paare  oder  je  zwei  gepaarten  Tripeln  ein  Paar  conjugirter  nkht- 
orientirter  Elemente  2.  0. 

Den  Geraden  durch  den  Hauptpunkt  entsprechen,  als  uneigenl- 
liche  („orientirte“  oder  „nicht-orientirte^^)  Elemente  2.  0.,  die 
Punkte,  und  den  Geraden  in  der  Hauptebene  ebenso  die  Geraden 
des  betrachteten  ternären  Gebietes. 

Parallelen  Geraden  des  Baumes  sind  Elemente  2.  0.  zugeordnet, 
die  zu  demselben  Punkt,  pseudoparallelen  solche,  die  zur  selben 
Geraden  gehören. 

Von  Geraden,  die  in  der  Spiegelung  an  Hauptpunkt  und 
Hauptebene  einander  entsprechen,  kann  man  ebenfalls  sagen, 
sie  seien  (in  Bezug  auf  diese  beiden  Figuren)  conjugirt.  Andrer- 
seits lassen  sich  die  Begriffe  der  Kcgelschniftlage  und  der  rer- 
kehrten  Kegelschnittlage  für  orientirte  Elemente  2.  0.  bestimmter 
fassen  dadurch,  dass  man  als  ihre  Definitionen  allgemein  die 
Gleichungen 

(29)  (f/r)-(FX)  = 0 (vgl.  Nr.  20), 

(30)  {UY)  + (FX)  = 0 (vgl.  Nr.  23) 

hiustellt.  Dann  ergibt  sich: 

Zwei  orienlirfen  Elementen  2.  0.  in  verkehrter  Kegelschnitt- 
lage entsprechen  im  Baume  gerade  Linien,  die  nnander  schneiden, 
und  umgekehrt. 
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Zwei  orientirten  Elementen  2.  0.  iw  Kegelschnütlage  ent- 
sprechen im  Raume  gerade  JAnien,  deren  jede  die  zur  anderen 
conjugirte  schneidet,  und  umgekehrt. 

Wir  haben  bereits  auf  die  durch  die  Gleichungen  (29)  und 
(30)  in  Evidenz  gesetzte  Thatsache  hingewiesen , dass  die  Orien- 
tirung  eines  eigentlichen  Elementes  2.  0.  in  einem  nicht  singu- 
lären Büschel  oder  Feld  eine  bestimmte  Orientirung  aller  übrigen 
nach  sich  zieht.  Nunmehr  sehen  wir: 

Jedem  Bündel  (jedem  Feld)  von  orientirten  Elementen  2.  0.'-') 
des  ternären  Gebieten  mtspricht  im  Raume  ein  Bündel  (ein  Feld) 
gerader  Linien,  und  umgekehrt. 

Darnach  liegt  die  Möglichkeit  vor,  (die  ganze  projective  Geo- 
metrie im  Raume,  insbesondere  aber)  die  Geometrie  der  allgemeinen 
linearen  hontogenen  Gruppe  auf  eine  neue  Art  in  die  Ebene  zu 
übertragen,  und  zwar  dureh  ein  natürliches  Verfahren,  unter  Ge- 
brauch von  Figuren,  die  nicht  ad  hoc  construirt  sind,  sondern  ein 
selbstständiges  Interesse  haben.*) 

Vorausgesetzt  ist  dabei,  dass  man  das  orientirte  Element 
2.  0.  als  eine  „geometrische  Figur“  gelten  lassen  will. 

Dies  wird  mit  Bezug  auf  geometrische  Figuren  im  engeren 
Sinne  des  Wortes,  nämlich  reelle  Figuren,  ohne  Weiteres  zuge- 
geben werden  müssen:  Von  den  drei  Orientirungen  eines  reellen 
Elementes  ist  nur  eine  reell;  man  braucht  daher  bei  Beschrän- 
kung auf  das  reelle  Gebiet  den  Begriff  der  Orientirung,  der  der 
geometrischen  Deutung  schwer  zugänglich  zu  sein  scheint,  gar 
nicht  erst  einzuführen. 

Wir  werden  weiterhin  noch  die  räumlichen  Bilder  von 
Kegelschnitten  und  anderen  analytischen  Curven  betrachten,  ver- 
zichten aber  auf  solche  Ausführungen,  die,  wie  z.  B.  Begriff  und 
Eigenschaften  der  Büschel  von  orientirten  oder  nicht- orientirten 
Elementen  2.  0.,  sich  von  selbst  ergeben. 

Zur  Geometrie  der  allgemeinen  linearen  homogenen  Gruppe,  mit 
der  Geraden  als  Kaumelement,  bemerken  wir  noch,  dass  die  übliche 
Auffassungsweise  nicht  erschöpfend  ist.  Es  sind  vielmehr  vier  natür- 

1)  Das  Bündel  aller  Punkte  z.  B.  muss  hier  natürlich  auch  als 
Bündel  „orientirter“  Elemente  2.  0.  betrachtet  werden,  zu  deren  Con- 
tinuum  es  gerechnet  wird, 

2)  Wir  erinnern  an  die  analoge  Abbildung  der  Kreise  einer  Ebene 
auf  die  Punkte  im  Raume,  die  allerdings  sehr  viel  näher  liegt  und 
ganz  elementaren  Charakter  hat. 
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liehe  Continua  von  „Geraden“  zu  betrachten  (die  leicht  auch  geometrisch 
zu  erklären  sind).  Wählt  man  den  Punkt  oder  die  Ebene  als  Kaum- 
elemeut,  so  ergeben  sich  analog  je  zwei  „natürliche“  Continua.') 


§ ”• 

Fortsetzoiig:  Die  Bilder  der  Kegelschnitte. 

Der  Untersuchung  über  die  Abbildung  der  Kegelschnitte  im 
Liniencontinuum  schicken  wir  einige  Bemerkungen  über  Flächen 
2.  Grades  voraus.  Wir  betrachten  eine  solche  Fläche,  von  nicht 
verschwindender  Discriminante , als  gegeben  durch  ihre  Punkt- 
gleichung 

(ax)*  = (a'a;)*  = . . . = 0, 

und  setzen  in  bekannter  Weise 

{uay  = i (aa'a"ur,  71  = | {auf  = ^ (aa'a"«"')*- 

so  dass 

D*  • {axy  = i (aa'a''xy,  D»  = ^ 

Wir  nennen  ferner  den  Hauptpunkt  o,  die  Hauptebene  o), 
und  setzen  insbesondere 

(31)  (uo)  = «0,  {d)X)  = X^ 

Unter  dem  Covolumen^)  der  Fläche  2.  Grades  verstehen  wir  dann 
die  folgende  absolute  irrationale  Invariante  der  speciellen  linearen 

1)  Man  vergleiche  auch  den  Satz  des  Verfassers  bei  Lie  u.  Ekosi. 
Transformationsgruppen  III,  S.  788.  Wir  bemerken  bei  dieser  Gelegen- 
heit, dass  auch  zu  der  (wegen  ihrer  Beziehung  zur  Theorie  der  Cremo.sa- 
schen  Transformation  wichtigen)  projectiven  Geometrie  auf  einem  so- 
genannten rationalen  Normalkegel  zwei  natürliche  Punktcontinua  ge- 
hören. Das  eine  ist  das  bekannte,  bei  dem  anderen  treten  an  Stelle 
des  Scheitels  des  Kegels  00  ‘ „Punkte“.  Andere  Anwendungen  des 
Begriffs  „natürliches  Continuum“  denkt  der  Verfasser  bei  späteren 
Gelegenheiten  dar/.ulegen. 

2)  Das  Volumen  eines  Bllipsoids  entsteht  aus  dem  Covolumen, 

wenn  man  dieses  mit  — 1 multiplicirt,  das  Volumen  zwischen 

dem  Asymptotenkegel  eines  geradlinigen  Hyperboloids  und  irgend  einem 

dieses  in  einer  Ellipse  berührenden  Cy linder  durch  Multiplication  mit  -• 

Eine  interessantere  Interpretation  des  Covolumens  ergiebt  sich  aus  einem 
Satze  von  G.  Bauer  (Münch.  Academieber.  5.  .luni  1880.  Vgl.  H.  Schröter, 
Math.  Ann.  Bd.  i8,  1881).  — Zu  bemerken  ist,  dass  von  den  Vorzeichen 
der  beiden  als  Volumen  und  Covolumen  zu  bezeichnenden  Grössen  das 
eine  an  sich  noch  nicht  das  andere  bestimmt,  dass  aber  die  Entscheidung 
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Gruppe  (der  Gruppe  aller  eigentlich-volumentreuen  afiinen  Trans- 
formationen) 

(32)  CF  = 


dYT) 


unter  dem  Contravolumen  den  in  Bezug  auf  den  Hauptpunkt  o 
(an  Stelle  von  w)  gebildeten  dazu  correlativen  Ausdruck 


(33) 


C'7  = 


yp 

[(ao)»]»  • 


Beide  Grössen  sind  nach  ihrer  Definition  absolute  Invarianten 
der  specieUen  linearen  homogenen  Gruppe;  sie  haben  reciproke 
Werthe  bei  Flächen,  die  die  Spiegelung  an  Hauptpunkt  und 
Hauptebene  zulassen  (also  bei  Mittelpunktsflächen  mit  dem  Mittel- 
punkt 0),  da  nach  (31)  (coo)  = 1 und,  unter  der  genannten 
Voraussetzung 

(3d)  P = (aoy  • ((aa)*, 

also 


(35) 


C'V 


Die  Irrationalität,  die  in  den  Ausdruck  (32)  eingeht,  ist 
nun  dieselbe,  von  deren  Adjunction,  nach  einer  Bemerkung  dos 
Verfassers,  die  Trennung  der  beiden  Schaaren  von  Erzeugenden 
einer  durch  ihre  Punkt-  oder  Ebenengleichung  gegebenen  Fläche 
2.  Grades  abhängt.  Man  kann  also  sich  die  Vorstellung  bilden, 
dass  jedesmal,  wenn  man  dem  Covolumen  einen  bestimmten  vmter 
seinen  beiden  Werthen  ertheUt,  damit  zugleich  eine  der  beiden 
Schaaren  von  Erzeugenden  auf  der  Fläche  ausgezeichnet  wird, 
und  man  kann  diese  Geraden  als  Unlcsseitigc  Erzeugende  denen  der 
anderen  Schaar,  als  rechtsseitigen  Erzeugenden  gegenüberstellen. 
Dabei  bleibt  es  mit  Bezug  auf  eine  Fläche  gegebenen  Covolumens 
willkürlich,  welche  ihrer  Geraden  linksseitig  genannt  werden  sollen. 
Ist  aber  diese  Entscheidung  einmal  getrofien,  so  ist  sie  auch  ge- 
troffen u.  A.  für  alle  anderen  Flächen  desselben  Covolumens: 
Durch  (eigentlich-)  volumentreue  affine  Transformationen  können 
irgend  zwei  Flächen  gleichen  Covolumens  nur  so  zur  Deckung 
gebracht  werden,  dass  die  linksseitigen  Erzeugenden  der  einen  in 
eine  bestimmte  Schaar  von  Erzeugenden  der  anderen  übergehen. 


über  dieses  Vorzeichen  bei  einer  Fläche  2.  Grades  die  entsprechende 
Entacheidung  für  alle  übrigen  nach  sich  zieht. 
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Anders  ausgedrückt;  Eine  Vertauschung  der  beiden  Schaaren  Ton 
Erzeugenden  einer  Fläche  2.  Grades  kann  nur  durch  uneigentlich- 
volumentreue affine  Transformationen  erfolgen,  solche,  bei  denen 
alle  Volumina  ihre  Vorzeichen  wechseln,  und  auch  das  Covolumen 
der  Fläche  einen  Vorzeichenwechsel  erleidet. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  sagen: 

Ben  oo‘  (reellen)  orientirten  Elementen  2.  Ordnung  irgend 
eines  irreducibelen  Kegelschnittes  entsprechen  im  Baume  die  „linh- 
scitigen“  Erzeugenden  einer  völlig  bestimmten  (geradlinigen)  Fläche 
2.  Grades,  die  die  Spiegelung  an  Hauptpunkt  o und  Hauptebenc 
(o  zulässt  (also  einer  Mittelpunktsfläche  mit  dem  Mitteljmnhl  o), 
und  deren  Covolumen  oder  Contravolumen  den  numerischen  Werth 
Eins^)  hat,  und  umgekehrt.  Den  cx>*  Elementen,  die  zu  denen  des 
Kegelschnittes  conjugirt  sind,  entsprechen  die  rechtsseitigen  Erzeugen- 
den derselben  Fläche.  Dm  c»*  Paarm  conjugirter  Schaarm  orien- 
tirter  Eletnmte  2.  0.,  die  dm  Kegelschnitt  bcgleitm,  sind  allgemein 
zugeordnet  die  Paare  von  Erzeugendenschaarm  der  oo*  Flächen 
2.  Grades,  die  aus  der  betrachtetm  durch  die  Transfortnationen 
der  Gruppe  F^  (durch  die  zum  Hauptpunkt  gehör igm  perspectiven 
Aehnlichkeitstransformationen)  hervorgehen. 

Es  liegt  in  diesem  Satze  das  Problem,  die  Punkt-  oder 
Ebenciigleichung  der  Fläche  2.  Grades  zu  finden,  die  einem  in 
Parameterdarstellung  oder  durch  eine  Punkt-  oder  Liniengleiehung 
gegebenen  Kegelschnitt  zugeordnet  ist.  Indem  wir  diese  Aufgabe 
nunmehr  in  Angriff  nehmen,  ergänzen  wir  zugleich  einige  zuvor  an- 
gestellte  Betrachtungen  dadurch,  dass  wir  zur  Parameterdarstellung 
des  Kegelschnittes  nunmehr  ebenfalls  bomogene  Veränderliche  ver- 
wenden. Die  zu  entwickelnden  Formeln  sind  auch  noch  für  andere 
Zwecke  nützlich;  namentlich  sind  sie  von  Bedeutung  für  die 
Theorie  des  sogenannten  HESSE  Schen  üebertragungsprincips. 

Wir  gehen  aus  von  einer  ternär-linearen  und  binär-quadra- 
tischen Form,  die  wir  symbolisch  bezeichnen  mit 

(10/)(gc)ä  = (W,M,  -P  -f 

binäre  Veränderliche  werden  durch  kleine  Lettern  des  griechischen 
Alphabets,  a,  r,  ■ • ■ bezeichnet,  ternäre  wie  bisher  durch  grosse 

i)  Unmittelbar  klar  ist  nur,  dass  das  Covolumen  constant,  unab- 
hängig von  der  Wahl  des  Kegelschnittes  ist.  Dass  es  gerade  den 
Werth  Eins  hat,  wird  sofort  nachgewiesen  werden.  Man  kann  das 
natürlich  auch  durch  Berechnung  eines  Zahlenbeispiels  zeigen. 
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Lottern  des  lateinischen,  U,  V,  ir,  • • • (Geraden  entsprechend) 
und  X,  1”,  X,  • • (Punkten  zugeordnet). 

Das  rolhiäruUge  Formensystem^)  der  genannten  Grundform 
enthält  eine  Invariante 

die  wir  als  von  Null  verschieden  annehinen,  und  ausserdem  neben 
der  identischen  Covariante  {WZ)  noch  vier  Covarianten,  die 
theils  paarweise  zu  einander  oder  zur  Grundform  correlativ,  theils 
zu  sich  selbst  correlativ  sind,  und  samrat  mehreren  dieses  Reci- 
procitätsverhältniss  ausdrückenden  Relationen  in  den  folgenden 
Formeln  zusammengestellt  sind: 

(36a)  (irüf)(^<r)*  = 3- » • A(XX'  W)(vv'){va){v'a) , 

(36b)  (XX)(v<j)*»  l{MM'Z)iyy'K^ia)((i’a), 

(37)  (WMl{NZ)'yv)ifio){va), 

(38a)  (WA)^  = 3-  * • J {LL'  Wy  = i(  VFJlf)(  lFJlf')(l*(^')*. 
(38b)  (iX/=  \{AA'Zy  » ‘ (XX)  (N'Z)  (vv?. 

Zwischen  ihnen,  der  identischen  Covariante  ( IV'X)  und  der  obigen 
Invariante 

(39)  3 “ 

besteht  eine  (einzige)  identische  Relation,  die,  wenn  die  Formen 
(36a),  (36b)  und  (37)  kurz  mit  31,  N und  [üf,  X]  bezeichnet 
werden,  so  lautet: 

(40)  [M,  Xf  + (LZy-3r--2^-i  WZ)  • JR  • X + ( M'Af  • X'»  = 0. 

Die  bei  Ableitung  dieser  und  anderer  Beziehungen  zu  be- 
nutzenden Rednctionsformeln  sind: 

(41)  (A^Z)(irjl/)(^v)>  = 23.(TFZ), 

(42)  (XJ/)(fto)»(vO=*  =23-(ör)>, 

(43)  {LA){LZ){WA)^:y.{WZ), 

j (Jl/ JR 'X)(fiff)*(|u'r)»  = 2(ot)  ■ {NZ){va){vx) , 

\ (XX'  IF)(vö)‘'(v'r)*  =23-  (ör)  • ( W3T)(fLa)((iz) , 


1)  Von  der  Vollständigkeit  des  anzuföhrenden  Formensysteius 
werden  wir  nicht,  und  von  den  zugehörigen  Rednctionsformeln  nur 
zum  Theil  Gebrauch  zu  machen  haben.  Um  aber  einigermaassen  Ab- 
gerundetes zu  bieten,  gehen  wir  im  Texte  etwas  über  das  unmittelbar 
Nöthige  hinaus. 

Math.-phya.  CUsiQ  ISOl.  26 
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E.  Stody: 


= 43  • (e<J)(pr)(öT), 


(46) 


( UM)  ( VM')  ( M'3/  ")  (^  ^')  (^^") ,»")  = 2 3 • ( iJ  F 4r) , 
{NX)  ( VM')  ( irjl/")  = 2 -{L  X)(iF  ir., 

(UM)  {N'  Y)  (N"Z)  i^v')  ifiv")  (/v")  = 23  -{UM)  {A  YZj, 
(NX)  {N'  F)  (N"Z)  (vv')  (vv")  (v'v")  = 23»-(X  YZ)  . 


Setzt  man  3 ~ Ij  so  wird  die  Reciprocität  zwischen  den 
Formen  (36,  a,  b)  und  (38,  a,  b)  vollkoninien;  und  dies  wird 
erreicht,  wenn  man  statt  der  Formen  M,  N solche  benutzt,  die 

_ 1 _ * 

aus  ihnen  durch  Multiplication  mit  3 * und  3 * hervorgehen. 

Auf  diese  Weise,  also  durch  Adjunetion  einer  numerischen  (von 
dem  Parameter  öj : Og  unabhängigen)  Irrationalität,  wird  aber, 
wie  man  unmittelbar  findet,  zugleich  die  Orientirung  der  Ele- 
mente 2.  0.  des  Kegelschnittes  {LZ)~  = 0 oder  {UAj"^=  0 be- 
wirkt, so  dass  die  Substitution 

(47)  X = 3~i-(^ff.®Af,  I/-  = 3"l-  (vö)*iY 


ohne  Weiteres  die  orientirten  Elemente  des  Kegelschnittes  liefert. 

Wir  deuten  nunmehr  die  durch  (47)  erklärten  Grössen 
Xj,  U/  als  Pi.ücKEK’sche  Liniencoordinaten,  nach  Nr.  (28).  Wir 
erhalten  dann,  bei  veränderlichem  a,  die  eine  („linksseitige‘‘ 1 
Schaar  von  Erzeugenden  einer  Fläche  2.  Grades;  die  Aufgabe 
ist,  die  Punkt-  oder  Ebenengleichung  dieser  Fläche  zu  finden. 

Indem  wir,  wie  zuvor,  Punkte  und  Ebenen  im  Raume  durch 
Lettern  des  kleinen  lateinischen  Alphabets  bezeichnen,  ersetzen 
wir  der  Gleichförmigkeit  wegen  in  diesem  Zusammenhang  die 
Zeichen  M,  N,  L,  A dm-ch  die  Zeichen  »«,  «,  1,  A,  die  ganz  das- 
selbe bedeuten  sollen,  wie  jene.  Die  Punktgleichung  z.  B.  der 
zu  .suchenden  Fläche  muss  dann  oflenbar  in  der  Form 


X • r*  4-  (?2)*  = 0 

erscheinen.  Es  muss  also  möglich  sein,  und  die  Aufgabe  redu- 
cirt  sich  darauf,  den  Parameter  x derart  zu  bestimmen,  dass 
jede  der  00'  Geraden  (47)  auf  der  Fläche  liegt.  Dies  läuft  auf 
die  Forderung  hinaus,  dass  Substitution  der  Coordinatenwerthe 

♦ A'j  Mj  Xj  «j  Xj  M j , 

2,  ==  X,J/o  * - Ü3M3  + I7g!<3, 
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h = ^*«0  + ^V'i  ♦ — f^i«s  > 

^3  = — Ü^»1  + UlUi  * 

die  angeführte  Gleichung  zu  einer  Identität  macht,  die  besteht 
für  alle  Werthe  der  Grössen  f ’j  und  der  Grössen  öj : ff,. 

Die  Substitution  der  angeführten  Werthe  liefert  nun  zu- 
nächst die  Gleichung 

x[(«»»)(ft(i)*]*-|-  «0  + » • (Inu)(v<j)*]*  = 0. 

Reducirt  man  das  zweite  Glied  auf  der  linken  Seite  mit  Hülfe 
der  Identitäten  (42)  und  (44),  so  findet  sich,  dass  diese  Glei- 

i. 

chung  in  der  That  zu  einer  Identität  wird,  wenn  man  x = 3* 
setzt. 

Die  Punktgleichung  der  deni  Kegelschnitt  (LZ)^  = 0 zuge- 
ordneten Fläche  2.  Grades  wird  also 

(48  a)  (ar)*  = 3 s ■ (wz)®  + (1«)*  = 0 ; 

und  ebenso  die  Ebenengleichung 

. 1#  s . » 

(48b)  3 » • («’or)*=  3»  • («co)*  + (m’ A)*  = 0. 

Nunmehr  folgt 

(ao)*=3^,  (a,a)»=3*,  ^ = 3»®, 

und 

(C  F)*  = (C'  F)*  = 1 . 

Dass  wir  den  Werth  ]/l  des  Covolumens  gerade  = -f  1 
und  nicht  = — 1 setzen,  ist  natürlich  willkürlich.  Ist  aber  die 
Entscheidung  für  eine  der  betrachteten  Flächen  getroffen,  so  muss 
sie  für  alle  in  gleicher  Weise  erfolgen.  — Betrachtet  man 
(<z)®  = {EZy  als  Grundform,  so  muss  man  an  Stelle  von  3 die 
Invariante  J = ^{LL' I/'Y  = 3®  einführen. 

§ 12. 

Eine  nene  geometrische  Dentnng  des  Integrationsproblems  der 
gewöhnlichen  Differentialgleichnngen  2.  Ordnung. 

Von  den  vorausgehenden  Betrachtungen  lässt  sich  eine  be- 
merkenswerthe  Anwendung  machen,  bei  deren  Darlegung  wir 
uns  nach  den  in  § 9 und  1 1 getroffenen  Vorbereitungen  ziem- 
lich kurz  fassen  können. 

26* 


Digilized  by  Google 


386 


E.  Study: 


§ IJ. 

Als  Bild  der  Elemente  2.  0.  einer  krummen  anal3dd8chen 
Curve  erhalten  wir  im  Raume  eine  Regelfliiche.  Als  Bild  eines 
irreducibelen  Kegelschnittes,  der  die  Curve  dreipunktig  berührt, 
entsteht  eine  Fläche  2.  Grades,  von  der  beschriebenen  besonderen 
Beschaffenheit,  die  eine  Gerade  der  Regelfläche  zur  linksseitigen 
Erzeugenden  hat.  Als  Bild  eines  Kegelschnittes,  der  die  Curve 
vierpunktig  berührt,  entsteht  dann  eine  Fläche  2.  Grades,  von 
der  zwei  consecutive  linksseitige  Erzeugende  jener  Regelfläche 
angehören;  hei  fünfpunktiger  Berührung  des  Kegelschnittes  end- 
lich entsteht  eine  Fläche  2.  Grades,  die  drei  consecutive  Er- 
zeugende mit  der  Regelfläche  gemein  hat,  oder  die  Fläche  längs 
einer  Geraden  osculirt.  So  kommt  man  ohne  weitere  Rechnung 
zu  folgenden  Sätzen: 

Zwei  weder  mit  o noch  (o  vereinigte  consecutive  Gerade 
des  Raumes,  die  einander  nicht  schneiden,  von  denen  aber  jede 
die  conjugirte  der  anderen  schneidet,  bilden  zusammen  mit  ihren 
Conjugirten  die  Basis  eines  Büschels  (oder  nncr  Schaar)  von 
Flächen  2.  Grades  mit  constantem  Covolumen  (und  Contra- 
volumen), deren  jede  die  Spiegelung  an  Hauptpunkt  und  Haupt- 
ebene gulässt. 

Ist  dieses  Covolumen  insbesondere  gleich  der  Einheit,  und 
sind  die  Geraden  linksseitige  Erzeugende,  so  sind  sie  Bilder  ton 
zwei  consecutiven  orientirten  eigetitlichen  Elementen  2.  0.,  die  sich 
in  vereinigter  Lage  befinden,  aber  nicht  demselben  trivialen  (systa- 
tischen)  Verein  angehören. 

Bild  irgend  eines  krummen  Vereins  eigentlicher  (orientirter) 
Elemente  2.  0.  ist  irgend  eine  nicht  ahtcickelbare  Regelfläche, 
die  längs  jeder  ihrer  Erzeugenden  aUgetneiner  Lage  von  einem 
Büschel  der  genannten  Flächen  so  berührt  wird,  dass  die  genamde 
Gerade  eine  linksseitige  Erzeugende  aller  dieser  Flächen  ist. 

Hut  eine  analytische  Regdfläche  die  angegebene  Eigenschaft, 
so  hat  sie  von  selbst  die  weitere,  längs  jeder  Erzeugenden  allge- 
meiner Lage  von  einer  Fläche  2.  Grades  des  bezeichneten  Büschels 
osculirt  zu  werden. 

Es  würden  sich  auch  diese  Sätze  durch  Rechnung  be- 
gründen lassen;  wir  verzichten  aber  auf  weitere  Ausführungen, 
um  nur  noch  die  jetzt  unmittelbar  sich  ergebende  Folgerung 
hervorzuheben: 

Das  Problem,  alle  weder  trivialen  noch  ausgezeichneten 
Lösungen  einer  weder  trivialen  noch  ausgezeichneten  algebraischen 
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Differentialgleichung  2.  0.^)  m finden,  deckt  sich  vollständig 
mit  dem  anderen: 

„Aus  einem  algebraischen  Linkneotnplex,  der  durdt  eine 
mindestens  zweigliedrige  Gleichung  = 0 (oder  0 = 0)  darge- 
stellt wird,  auf  alle  möglichen  Arten  Jtegclflächen  voti  der  zuvor 
hczeichneten  Beschaffenheit  zu  entnehmen.“ 

Wir  können  daher  diese  Regelflächen  als  integrirende  Begel- 
flächen  des  Complexes  bezeichnen. 

Mit  Bezug  auf  einander  nicht-schneidende  consecutive  Gerade 
erinnern  wir  noch  daran,  dass  jede  solche  Figur  bekanntlich  zu 
einer  projectiven  nicht-ausgearteten  Zuordnung  zwischen  Punkten 
und  Ebenen  einer  Geraden  gehört.  In  unserem  Falle  ist  dem 
Schnittpunkt  der  Geraden  mit  der  Hauptebene  oi  zugeordnet  die 
Verbindungsebene  der  Geraden  mit  dem  Hauptpunkt  o.  Ein  be- 
liebiger Punkt  der  Geraden  und  die  ihm  zugeordnete  Ebene 
bUden  ein  Flächenelement  für  alle  oo‘  Flächen  constanten  Covo- 
lumens  durch  die  consecutiven  Geraden  und  deren  Spiegelbilder 
in  Bezug  auf  0,  a>. 

Der  reducibelen  Curve  in  einem  Büschel  (oder,  was  dasselbe 
ist,  einer  Schaar)  vierpunktig  berührender  Kegelschnitte. entspricht 
natürlich  eine  (z.  B.  als  Ort  von  Punkten  in  eine  doppelt  zählende 
Ebene)  ausgeartete  Fläche  des  zugeordneten  Büschels. 

Die  Flächen  2.  0.  eines  Büschels,  dessen  Basis  zwei  nicht- 
benachbarte einander  schneidende  Gerade  und  ihre  Conjugirten 
sind,  haben  nicht  constantes  Covolumen. 

Bei  der  gewählten  Formulirung  des  letzten  Satzes  ist  cs  gleich- 
gültig, auf  welches  der  vier  Continua  A ■ ■ • C man  sich  bezieht. 
Im  Vorhergehenden  (§  7 und  § 10,  Schlussbemerkung)  sind 
aber  die  Hülfsmittel  entwickelt,  die  erforderlich  dazu  sind,  diesen 
Satz  so  auszugestalten,  dass  er  z.  B.  in  Bezug  auf  das  Con- 
tinuum  C auch  die  in  seiner  Formulirung  noch  ausgeschlosse- 
nen Fälle  umfasst. 


§ '3. 

Krümmung  und  Krümmangskreis  eines  Elementes  2.  Ordnung  in  der 
ebenen  oder  sphärischen  Maassgeometrie. 

Wir  betrachten  zimächt  eine  beliebige  Euklidische  Maass- 
bestimmung, und  verstehen  nunmehr  unter  (iX)  = 0 die 

I)  Wegen  dieser  Begriffe  vgl.  § 9. 
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E.  Stüdi: 


§ 13- 


Gleichung  der  zugehörigen  unendlich  fernen  Geraden,  imter 
(U\U)  = {Ujif  = 0 die  Gleichung  des  Paares  der  sogenannten 
unendlich  fernen  Kreispunkte,  so  dass  J = = 0 und 

= (Z2C)*. *)  Dann  ist,  wenn  den  Winkel 

zweier  Geraden  A,  B und  PQ  die  Entfernung  zweier  Punkte 
P,  Q bezeichnet, 


sin  {A,  B')  = 


{LAB) 


VÄ\A  ]/B(B 


g = - sin  (5,  A), 


ypQ  PQ 


PQ  = 


{LP){LQ) 


=^-QP. 


Hieraus  ergeben  sich  für  Contingem Winkel  da  und  Bogenelemmt 
ds  einer  krummen  Curve  die  Ausdrücke 


(49) 


^^-lAjA) 


dt, 


ds  — 


{LP)* 


dt. 


Dabei  entscheidet  die  Quadratwurzel  im  Zähler  von  ds  über 
die  Orientirung  der  Curve,  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes, 
der  verlangt,  der  Tangente  {AZ')  = {PP' Z)  = 0 eine  bestimmte 
Eichtung  beizulegen.  Schreiben  wir  dann  U und  X an  Stelle 
von  A und  P,  und  nehmen  wir  der  Einfachheit  halber  gleich  an, 
dass  das  Element  2.  0.  (X : Z7)  der  Curve  gemäss  der  Bedingung 
(io*)  normirt  sei,  so  erhalten  wir  an  Stelle  der  Ausdrücke  (49) 
die  folgenden 


(50) 


ds  — 


VW\ü 

{LX)*- 


dt. 


Wir  bezeichnen  nun  als  Krümmung  des  (zunächst  eigentlichen) 
Elementes  2.  0.  (X : f7),  dessen  absolute  Bewegimgsinvariante 


(50 


( (LX)_\\ 
ds  \ yü\u> 


Der  Werth  dieser  Krümmung  nun,  der  sichtlich  von  der  oben 
besprochenen  Orientirung  des  zugehörigen  Elementes  erster  Ord- 
mmg,  nicht  aber  von  der  zuvor  erklärten  Orientirung  des  Ele- 
mentes zweiter  Ordnung  abhängt,  ist  gleich  dem  reciproken 
Werthe  vom  Radius  des  Kreises,  der  das  Element  2.  Ordnung 
enthält.  Dieser  Kreis  kann,  als  Kegelschnitt,  der  das  Element 
2.  0.  mit  den  genannten  unendlich  fernen  Kreispunkten  verbindet, 
mit  Hülfe  der  Gleichung  (18)  gefunden  werden;  oder  auch  durch 


i)  Wegen  der  Bezeichnungen  vgl.  Leipz.  Ber.  1896,  S.  649  u.  ff. 
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sonst  übliche  Methoden.  Man  ermittelt  z.  B.  dann  zunächst  die 
Normale  des  Elementes  i.  0.  im  Punkte  X:  (J7|XX)  = 0; 
hierauf  die  Gleichung  des  Schnittpunktes  zweier  consecutiver 
Normalen  oder  die  Gleichung  des  Kriimwungsmittelpunktes: 

(52)  ( IPXi)  = (iX)»(TPX)  + (U  i W)  = 0. 


Der  Abstand  dieses  Punktes  Xj  von  der  durch  Adjunction 
von  yU'U  orientirten  Geraden  ü ist 


(53) 


YÜ\U{LX^)  1 1 K 


Die  Gleichung  des  soeben  definirten  Kreises  oder  die,  Gleichung 
des  Krümmungskreises  des  Elementes  2.  0.  {X-.  If)  endlich  wird 

(54)  (iX)(XZ|XZ)  - 2(L^|  U){LZ){UZ)  = 0. 

Alle  die  angeführten  Ausdrücke  -zeigen  schon  durch  ihre 
Form  an,  unter  welchen  Umständen  sie  illusorisch  werden,  so 
dass  eine  Erörterung  hierüber,  wie  auch  über  die  uneigentlichen 
Elemente  2.  0.  erspart  werden  kann. 

Wir  übertragen  nun  das  Gesagte  auf  den  Fall  Nicht- 
Kuklidisdicr  Maassbestimmung,  indem  wir  wiederum  absehen  von 
der  üblichen  Specialisirung  des  Coordinatensystems,  die  bei  zweck- 
mässiger Wahl  der  Bezeichmmg  eine  Vereinfachung  der  Formeln 
keineswegs  bewirkt. 

Die  Discriminante  des  absoluten  Kegelschnittes  setzen  wir, 
um  vollkommene  symmetrische  Formeln  zu  erhalten,  von  vom 
herein  gleich  der  Einheit,  so  dass  dieser  Kegelschnitt  selbst  be- 
zeichnet werden  kann  mit 

(55)  {LX)^  = \{AA'Xy  = 0,  {UAf  = \{LL'UY  = 0 

Führen  wir  dann  für  die  nach  Reduction  vermöge 
(LA){LA){UA)  = (UX) 

(Nr.  43)  Symbole  L und  A noch  enthaltenden  Klammerfactoren 
besondere  Zeichen  ein,  nämlich 

{XY)  = {LX){LY),  (UV)^(UA){VA), 

^ ^ (XUV)  = (LX)(LUV),  {UXY)^{UA){AXY), 

so  fällt  der  in  der  allgemeinen  Theorie  der  ternären  Formen  be- 
stehende algebraische  Unterschied  zwischen  Symbolen  von  Punkten 
und  Geraden  hinweg.  Die  elementaren  Bewegungsinvarianten 
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E.  Stcdt: 


§ IJ. 


(57) 


(77F),  (UX),  (XY), 
{UVW),  (XFIF),  (Z7FZ),  {XYZ) 


von  Punkton  und  Geraden  (aus  denen,  wie  sich  zeigen  lässt,  alle 
anderen  rational  und  ganz  zusammengesetzt  werden  können)  mbri- 
ciron  sich  unter  zwei  Typen,  die  man  als  gerade  und  schiefe  In- 
varianten bezeichnen  kann,  und  zwischen  denen  dieselben  beiden 
aus  der  Theorie  der  ternären  Formen  bekannten  Identitäten  be- 
stehen, unabhängig  davon,  ob  man  mit  dem  Zeichen  U z.  II.  die 
Vorstellung  einer  Geraden  oder  die  Vorstellung  eines  Punktes 
("des  Poles  der  Geraden)  verknüpfen  will.*) 

Wir  entscheiden  uns  nun,  willkürlich,  für  eine  unter  zwei 
Möglichkeiten,  indem  wir  der  zum  absoluten  Kegelschnitt  ge- 
hörigen Maassbestimmung  positive  Krümmung,  und  zwar  der  Ein- 
fachheit halber  sogleich  die  Krümmung  Eins  heilegen.  Pie 
Cosinus  der  Entfernung  zweier  Punkte  P,  Q und  des  Winkels 
zweier  Geraden  A,  B sind  dann  gegeben  durch  die  Ausdrücke 


(58)  cos  {A,  B)  -- 


_ 

YaäYbb’ 


cos  (P,  g) 


yppygtg  ’ 


die  sich  von  bekannten  Formeln  nur  durch  die  etwas  einfachere 
Bezeichnung  unterscheiden. 

Um  die  in  diesen  Ausdrücken  liegende  Unbestimmtheit  zu 
mindern,  schreiben  wir  den  Punkten  sowohl  wie  den  Geraden  der 
Nicht- Euklidischen  Ebene  eine  Orientirung  zu,  die  für  irgend 
einen  Punkt  P durch  Adjunction  der  Quadratwurzel  Y PP,  für 
irgend  eine  Gerade  A durch  Adjunction  der  analog  gebildeten 
Wurzelgi'össe  y'AA  erfolgt-,  oder,  wenn  diese  Grössen  schon  ra- 
tional bekannt  sein  sollten,  durch  willkürliche  Entscheidung  über 
deren  Vorzeichen.  Die  Mannigfaltigkeit  der  (3o*  Punkte  wie  die 
der  (X)®  Geraden  wird  dann  doppelt  überdeckt,  mit  Verzweigungs- 
elementen im  absoluten  Kegelschnitt;  und  man  kann,  wie  be- 
kannt, die  orientirten  Punkte  deuten  als  Punkte  auf  einer  im 
Euklidischen  Raume  gelegenen  Kugel  vom  Radius  Eins,  und  die 
orientirten  Geraden  als  orientirte  Hauptkreise  auf  derselben  Kugel. 
Jedes  Element  i.  Ordnung  in  der  Ebene  wird  dann  auf  der 
Kugel  repräsentirt  durch  vier  orientirte  Linienelemente,  die  in 


i)  Vgl.  des  Verfassers  Methoden  zur  Theorie  der  ternären  Formen 
(Leipzig,  1889)  II,  § 6;  ferner  auch  Leipz.  Ber.  1896,  S.  661 ; 1897, 
S.  443  u.  £f. 
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einander  übergehen  durch  die  Spiegelung  am  Mittelpunkte  der 
Kugel  und  durch  einen  Orientirungswechsel  der  Geraden  des 
Elementes;  und  die  zugehörigen  vier  trivialen  Vereine  von  Ele- 
menten 2.  0.  werden  durch  den  zu  diesen  gehörigen  Orientirungs- 
process  noch  je  dreifach  überdeckt.  Bogenelemcni  und  Contingenz- 
icinkel  einer  in  der  Nicht-Euklidischen  Ebene  oder  auf  der  Kugel 
gezogenen  Curve  sind  nun  zufolge  (58)  gegeben  durch  die  Aus- 
drücke 

_ ViPFKP'PT^py . at, 

as 

Y(ÄÄ)(A’ Ä-)-—(AAy 
dt, 


und  diese  Differentiale  gehen  nach  Einführung  der  Coordinaten 
eines  orientirten  Elementes  2.  0.  (.Y  : U")  über  in  die  einfacher 
gebildeten  Ausdrücke: 


(60) 


Wir  definiren  nun,  ähnlich  wie  zuvor,  als  Krümmung  des 
Elementes  2.  0.  die  absolute  Bewegungsinvariante 


Durch  das  Element  2.  0.  in  der  Ebene  oder  auf  der  Kugel 
kann  bei  hinreichend  allgemeiner  Wahl  des  Elementes  ein  einziger 
Kreis  (oder  Grenzkreis)  gelegt  werden:  Wir  behaupten,  dass  die 
definirte  Krümmung  gleich  der  Cotangente  vom  Badius  dieses 
Kreises  ist,  den  wir  als  den  zum  Element  2.  0.  gehörigen  Krüm- 
mungskreis  bezeichnen. 

Wir  finden  zunächst  den  Mittelpunkt  (oder,  auf  der  Kugel, 
die  beiden  Mittelpunkte)  des  fraglichen  Kreises  und  die  dazu  ab- 
solut-correlative  Gerade  (den  dazu  absolut-correlativen  nicht- orien- 
tirten Hauptkreis)  durch  Differentiation  aus  der  Gleichung  der 
Normale  des  Elementes  zweiter  (oder  erster)  Ordnung 

(62  a)  (UXZ)  = 0 

oder  des  correlativ-definirten  Normalpumktes 

(62b)  (xtnv)  = o 

Setzen  wir,  wie  zuvor,  sogleich  das  Bestehen  der  Beziehungen 
(9)  voraus,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen 
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E.  Study: 


§ »3- 


{UU){U  W')  + {XX){X  H")  = 0, 
(XX)(XZ)  + (UU)(U^  =0. 


Die  Gleichungen  des  Krilmmungskreises  in  Coordinaten  orien- 
tirter  Punkte  oder  orientirter  Linien  (Hauptkreise)  werden 
danach: 


(XX){(XZ)  -Y^Vxz)  +{UU){UZ)  =0, 
(uu)[(uw)-yüuyw^^\  + (XX)(XTF)  = 0. 


Bezeichnen  wir  den  Radius  des  Krümmungskreises  mit  r,  so 
findet  sich 

..  s (xx)i/xX  . iuujyuü 


und  also,  wie  behauptet, 


Die  in  K nicht  eingehende  Quadratwurzel  im  Nenner  der 
Ausdrücke  (65)  ist,  wie  man  durch  Weiteres  erkennt,  dieselbe, 
von  der  die  Orientirung  des  Krümmungsmittelpunktes  und  seiner 
absoluten  Polare  (63)  abhängt. 

Bei  Interpretation  auf  der  Kugel,  oder  allgemeiner,  auf 
irgend  einer  Fläche  von  der  constanten  Krümmung  Eins,  erweist 
sich  hiermit  die  von  uns  als  Krümmung  eines  Elementes  2.  Ord- 
nung oder  einer  Curve  (in  einem  ihrer  Punkte)  bezeichnete  Grösse 
als  besonderer  Fall  der  gewöhnlich  geodätische  Krümmung  genannten 
Biegungsinvariante.  — 

Aus  dem  Gesagten  lässt  sich  eine  bemerkenswerthe  Folgerung 
ziehen. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  die  zuvor  erörterte  Beziehung 
zwischen  der  Gruppe  aller  Collineationen  in  der  Ebene  und  der 
speciellcn  linearen  homogenen  Gruppe  im  Raume  eine  ganz  gleich- 
artige Beziehung  zwischen  der  Gruppe  der  Nidd-EuMidischen  Be- 
wegungen in  der  Ebene  und  der  Gruppe  der  Euklidischen  Drehungen 
um  den  Hauptpunkt,  o zur  Folge  hat.  Führen  wir  nun,  wie  zu- 
vor, die  üebertragung  auf  die  Kugel  aus,  so  können  die  beiden 
zuletzt  genaiinten  Gruppen,  soweit  Figuren  auf  der  Kugel  in 
IVage  konunen,  mit  einander  identificirt  werden;  und  diese  Iden- 
tificirung  geschieht  z.  B.,  wenn  wir  insbesondere 

(XX)  = X*  -f  X|  + xj 
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setzen,  und  dann,  nach  Anweisung  der  Formeln  (28),  die  Grössen 
X,-,  Ui  als  rechtunnkligc  Pi,üCKEB’sche  Liniencoordinaten  deuten.^) 
Jedes  Element  i.  0.  auf  der  Kugel  bestimmt  dann  durch  den 
zugehörigen  Kugelradius  und  durch  die  Ebene  des  zugehörigen 
Hauptkreises  unmittelbar  das  Parallelenbiischel,  in  dem  die  Bilder 
der  sämmtlichen  zu  dem  genannten  Linienelement  gehörigen  Ele- 
mente 2.  0.  (des  ersten  Continuums)  liegen.  Man  hat  also,  um 
zu  einem  orientirten  Element  2.  0.  auf  der  Kugel,  oder  vielmehr 
zu  je  vier  zusammengehörigen  doppelt-orientirten  Elementen  2.  0. 
das  räumliche  Bild  zu  finden,  nur  noch  den  Euklidischen  Abstand 
dieses  Bildes  vom  Mittelpunkt  0 der  Kugel,  dem  Hauptpunkt 
der  benutzten  Abbildung  zu  suchen.  Dieser  Abstand  findet  sich 
leicht : 

(67)  = 

Die  in  § g heschrichcnc  Abbildung  kann  demnach,  zunächst 
bei  reellen  Figuren,  auf  folgende  Art  hergestellt  werden.  Man 
(■erlegt  das  betrachtete  ternäre  Gebiet  in  die  unendlich  ferne  Ebene  co, 
und  projieirt  es  aus  einem  beliebigen  eigenlUdten  Punkt  0 auf 
eine  Kugel  vmn  Itadius  Eins , deren  Mittelpunkt  eben  dieser 
Punkt  ist. 

Jcdetn  eigentlichen  Element  2.  0.  in  der  Ebene  w werden 
nunmehr  zwei  diametral  gegenüberliegende  Elemente  2.  0.  auf  der 
Kugel  zugeordnet;  jedes  wird  definirt  durch  seinen  Punkt  ()/XX,  x), 
seinen  Hauptkreis  U,  und  durch  den  zugehörigen  Krümmtnungskreis. 

OrierUirt  man  den  Ilauptkreis  U (durch  Entseheidung  über 
das  Vorzeichen  von  YUU),  so  wird  damit  seiner  Tangente  im 
Punkte  X)  eine  „positive“  Bichtung  bvigclegt,  und  gleich- 

zeitig erhält  der  geodätische  Badius*)  tg  r des  Krümmungskreises 
ein  bestimmtes  Vorzeichen,  da  vermöge  der  vereinigten  Lage  von  U 
und  X die  Normale  (und  der  Normalpunkt)  des  Elementes  2.  0. 
ebenfalls  orientirt  sind: 

(68)  (UXUXY  =yUUYxX. 

1)  Die  Specialisirung  des  Coordinatensystems  ist  auch  hier  ent- 
behrlich. Es  genügt,  die  Gleichung  (XX)’  = 0 mit  der  Gleichung  des 
absoluten  Kegels  zum  Hauptpunkt  0 zu  identificiren. 

2)  Vgl.  Bianchi,  A'orlesungen  über  Differentialgeometrie.  Deutsch 
von  Lukat.  (Leipzig,  1899)  S.  146. 
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Verschiebt  man  schliesslich  den  Kugelradius,  der  den  Punkt 
(>/XX,  X)  enthält,  in  der  positiven  Jtichtung  der  genannten  Tan- 
gente um  die  Strecke  ^tgr,  so  ist  die  so  gefundene  Gerade  un- 
abhängig von  den  Orienlirungen  de^  Punktes  X und  der  Geraden 
U,  und  sic  ist  Bild  eines  beliebigen  Elementes  2.  0.  im  ersten 
Contimmm. 

Die  Beschränkung  auf  reelle  Figuren,  die  wir  des  kürzeren 
Ausdrucks  halber  haben  eintreten  lassen,  kann  nachträglich  auf- 
gehoben werden.  Die  Unterscheidung  von  drei  Wurzel werthen 
y tg r,  die  man  dann  vornehmen  muss,  entspricht  natürlich  dem 
früher  vorgenommenen  Orientirungsprocess. 

Nach  dem  letzten  Satze  kann  die  in  § 10  vorgeführte  Abbildung 
auch  aus  der  gewöhnlichen  Krümmungstheorie  abgeleitet  werden. 

Empfehlenmeerth  scheint  uns  aber  eine  derartige  Begründung 
nicht  zu  sein.  Einmal  versagt  der  Krümmungsbegriff  für  besondere 
Elemente  2.  0.  (deren  Lage  aus  den  zuvor  entwickelten  Formeln  ohne 
Weiteres  ersichtlich  und  deshalb  nicht  besonders  erörtert  worden  ist): 
Es  wird  also  die  Theorie  auf  eine  zu  schmale  Basis  gestellt.  Sodann 
wird  bei  Anknüpfung  der  Theorie  unserer  Abbildung  an  den  Maass- 
begriff nicht  von  vornherein  deutlich,  dass  es  sich  um  Eigenschaften 
handelt,  die  zur  allgemeinen  projectiven  Gruppe  in  der  Ebene  gehören. 
Hier  wie  in  so  manchem  anderen  Falle  wird  eine  wirkliche  Verein- 
fachung nicht  bewirkt  durch  den  anscheinend  elementareren  Ausgangs- 
punkt, da  man  dann  eine  Reihe  von  Dingen  betrachten  muss,  die 
mit  der  Sache  selbst  nicht  nothwendig  in  Verbindung  gesetzt  werden 
müssen. 

Erwähnt  sei  noch  die  nach  dem  Vorhergehenden  evidente  That- 
sache,  dass  die  projective  absolute  Invariante  zweier  Elemente  2.  0. 
desselben  trivialen  Vereins  als  Quotient  zweier  Krümmungen  gedeutet 
werden  kann ; und  dass  insbesondere  conjugirte  Elemente  entgegengesetzt 
gleiche  Krümmungen  haben.  *) 


§ 14- 

Zusammenhang  zwischen  den  projectiven  und  den  elementaren 
Coordinaten  der  Elemente  2.  Ordnung. 

Die  vorgenommenen  Ergänzungen  der  zunächst  nur  für  eine 
Umgebung  eines  Elementes  allgemeiner  Lage  definirten  Element- 


i)  Dass  der  Quotient  aus  den  Krümmungen  zweier  einander  be- 
rührender ebener  Curven  eine  absolute  Invariante  der  allgemeinen  pro- 
jectiven Gruppe  ist,  hat,  für  den  F'all  Euklidischer  Maassbestünmung, 
Herr  R.  Mehuku  bemerkt. 
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mannigfaltigkeit  zu  „natürlichen“  Continuis  bilden  nur  einige  — 
wiewohl  anscheinend  die  einfachsten  — unter  unendlich  vielen 
möglichen.  Andere  Gruppen  können  an  Stelle  der  Collineationen 
gesetzt  werden,  und  man  wird  beim  Uebergang  von  einer  Art  der 
Ergänzung  zu  anderen  kaum  ein  anderes  allgemein  anwendbares 
Mittel  haben,  als  dass  man  von  jeder  Art  von  Eleinentcoordinateii 
den  Uebergang  zu  den  elementaren  (x,  y,  y',  y")  bewirkt.  Ausser- 
dem sind  diese,  ungeachtet  der  ihnen  anhaftenden  bekannten 
Mängel,  sowohl  in  der  allgemeinen  Theorie  derDififerentialgleichungeu 
als  auch  bei  vielen  speciellen  Problemen  schlechterdings  nicht  zu 
entbehren.  Wir  führen  aus  diesen  Gründen  noch  die  Formeln 
an,  die  sich  aus  den  zuvor  entwickelten  ergeben,  wenn  man 
durch  die  Substitutionen 


zu  CABTESischen  Coordinaten  übergeht. 

Lassen  wir  zunächst  noch  den  Parameter  t beliebig,  und 
setzen  wir  zur  Abkürzung 

(70)  J = x'y"  — y'x", 

so  erhalten  wir  an  Stelle  von  (8*)  die  folgenden  Ausdrücke  für 
die  projectiven  Coordinaten  des  Elementes  2.  0.,  das  zum  Punkte  t 
einer  Curve  x = x{t),  y — yif)  gehört: 


i _ i _ 1 


^-{xy'  — yx'\  = J — J/',  = ’-a:'. 

Setzen  wir  überdies  t = x,  so  ergeben  sich,  nach  Multiplication 
_2  2. 

aller  dieser  Ausdrücke  mit = 1/"^  ■>  die  noch  einfacheren  Formeln 

(72)  X,  = i^-x,  x,  = Vir-y 

Ui=xy'  — y,  Tj\  = —y',  Us=l. 

Sind  die  eingeführten  CAUxEsischen  Coordinaten  insbesondere 
rechtwinklig,  so  geht  der  Ausdruck  für  die  Krümmung  K in  der 
Euklidischen  Ebene  über  in  den  elementaren: 


K = 


\Vi+y'*\ 
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Man  kann  also,  in  gewissem  Umfange,  auch  die  Grössen  x, 
y,  y\  \^y"  (oder  an  Stelle  von  als  Coordinaten  eines 

orientierten  Elementes  2.  0.  ansehen.  Aber  diese  Coordinaten 
haben  ausser  anderen  auch  noch  den  Mangel,  dass  sich  die 
orientirten  linearen  Transformationen  durch  sie  nicht  'übersichtHch 
darstellen  lassen. 

Mit  Hülfe  der  Gleichungen  (72)  kann  man  in  eine  vor- 
gelegte algebraische  Differentialgleichung 

/■(*, !/,  y\  Vy")  = 0 


zunächst  die  homogenen  Coordinaten  X,- : Ui  einführen,  daim,  nach 
den  aus  der  Theorie  der  ternären  Formen  bekannten  Eegeln,  die 
zugehörige  Normalform  herstellen,  und  so  die  Vielgestaltigkeit  der 
zunächst  gefundenen  Gleichung  beseitigen.  Eine  singuläre  Stellung 
nimmt  dem  gegenüber  nur  die  Gleichung  3/"  = 0 ein. 

Für  die  absolute  Invariante  zweier  Elemente  2.  0.  findet 
sich  bei  Gebrauch  elementarer  Coordinaten  ein  Ausdruck,  der 
kaum  eine  geeignete  Grundlage  ahgeben  dürfte  für  die  Schluss- 
folgerungen, die  wir  an  diesen  Begriff  geknüpft  haben: 

Ux,  — — (y,  — y,)j  y[' 


§ 15- 
Beispiele. 

Wir  schliessen  mit  einigen  Anwendungen. 

Es  sd  vorgelegt  eine  irrcducibele  Fläche  2.  Grades,  die  den 
Hauptpunkt  o gum  Mittelpunkt  hat.  Die  Gaaden  des  Tangenten- 
complexes  dieser  Fläche  sollen  zu  integrirendcn  Regelflächen  an- 
geordnet  werden  durch  Lösung  des  entsprechenden  Problems  der 
ebenen  Geometrie. 

Die  Fläche  sei  zunächst  reell  und  nicht  geradlinig.  Wir 
können  dann  ihre  Gleichung  in  Punktcoordinaten  iu  der  Gestalt 

(73)  j^(cdx)*-a:^(ix)*  = o 

schreiben,  indem  wir  unter  ((r)*  eine  wesentlich-positive  quadra- 
tische Form  der  Veränderlichen  Xj,  x,,  Xj,  unter  J deren  Invariante, 
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unter  A' ^ irgend  eine  positive  Zahl  (+0)  und  unter  {az)  wie 
früher  die  lineare  Form  verstehen.*) 

Die  Gleichung  des  zugehörigen  Tangentencomplexes  ist 

<'74)  ,7»  • (AX)*- A“(?7y/)*=  0, 

wo  A,.A*  - /,./*  und  {Uyiy  = {{LL'Uy. 

Vergleichen  wir  diese  Formel  mit  der  Nr.  (66),  so  erkennen 
wir,  dass  die  gesuchten  Rcgelfiächen  vom  zweiten  Grade  und  Bildir 
von  KeyilscUnitten  in  der  Ebene  sind;  nämlich  Bilder  von  Kreisen 
von  der  Krümmung  i A in  Bezug  auf  die  zum  Kegelschnitt 
{Izf  = 0 oder  (L  Z)*  = 0 gehörige  Nicht- Euklidische  Maass- 
bestimmung. Die  reellen  Integralcurven  der  Gleichung  (74)  ins- 
besondere, die  wir  nach  § 5 und  § 9 als  eine  gewöhnliche  Dif- 
ferentialgleichung 2.  Ordnung  auffassen  können,  sind  sämmtlich 
enthalten  in  der  Form 

I (1  + y)(lz)  } * - a»  ■ {L  ly  ■ {Lzy  = o, 

\ (1  4- A*)-A-(iry)*  — (xy)*-(iFv4)*  = o, 

wo  y einen  beliebigen  reellen  Punkt  bedeutet. 

Durch  jedes  reelle  Linienelement  gehen  zwei  Integralcurven 
der  Gleichung  (74),  deren  Elemente  2.  0.  im  Berührungspunkt 
conjugirt,  also  entgegengesetzt  gekrümmt  sind. 

Lassen  wir  jetzt  die  über  die  Realität  des  Complexes  (74)  ge- 
machten Voraussetzungen  fallen,  oder  betrachten  wir  auch  bei 
reellem  Complex  imaginäre  Lösungen,  so  sind  diese  nur  noch  „im 
Allgemeinen“  unter  der  Form  (75)  darstellbar. 

Sei  zunächst  A*  -j-  1 4°  9,  so  kommen  (im  Continuum  C)  zu 
den  Lösungen  (75)  noch  oü*  triviale  Lösungen  hinzu,  nämlich  die 
c»’  trivialen  Vereine,  deren  Linienelemente  dem  Kegelschnitt 
{LZy  = 0 angehören;  und  ausserdem  noch  zwei  Schaaren  von 

1)  Bezeichnet  man  die  linke  Seite  der  Gleichung  (73)  mit  (azy 
so  wird  die  Covariante  («!«)*=  ^(aa‘ a"wy  dieser  quaternären  Form 
gegeben  durch  den  Ausdruck 

t if  * » l 

= — A3  ( A»  J^(woy  — («’!)’/  , 

[(jpf,)*  = i(H'io)*], 

und  ihre  Invariante  ist 

± 

D = taoy  ■ (may  = — K*  Js 
(unter  den  gemachten  Voraussetzungen  eine  negative  Grösse). 
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je  oo^  ausgezeichneten  Lösungen,  nämlich  alle  geraden  Vereine, 
deren  Gerade  U dem  Kegelschnitt  ( U — 0 angehört,  und  alle 
Punktvereine,  deren  Punkt  X demselben  Kegelschnitt  (ZX)*  = 0 
angehört.  Diese  Lösungen  sind  wie  die  übrigen  regulär.  Wenn 
also  der  Punkt  Y auf  den  Kegelschnitt  rückt,  so  erhält  man  an 
Stelle  der  Lösung  (75)  drei  verschiedene  specielle  Lösungen,  die 
den  genannten  drei  Schaaren  angehören;  und  erst  wenn  man  diese 
reducibelen  Lösungen  den  unter  der  Form  (75)  darstellbaren  hin- 
zufügt,  entsteht  ein  im  Continuum  G verlaufendes  abgeschlossenes 
Coniinuum,  das  sämmtlichc  Lösungen  umfasst. 

Ist  dagegen  Ä®  + 1 = 0,  so  wird  die  Lösungsform  (75)  il- 
lusorisch. An  ihre  Stellen  tritt  die  andere 

(76)  k(Lzy  + g.  {(L  Y){LZ)  } ® = 0, 

wo  nunmehr  {L  Y)®  = 0 , und  I : g,  ein  Paar  binärer  Parameter 
sind.  Die  krummen  Integralvereine  der  allgemeinen  Lösung 
sind  jetzt  die  Grenzhreise  der  Nicht- Euklidischen  Geometrie,  die 
den  Kegelschnitt  (LZy  — 0 vierpunktig  berührenden  Kegel- 
schnitte, die  eben  durch  die  Gleichung  (76)  dargesteUt  werden. 
Dazu  kommen,  als  ebenfalls  reguläre  Lösungen,  die  auch  im  all- 
gemeinen Falle  vorhandenen  00^  trivialen  und  2.  00^  ausgezeich- 
neten Vereine.  Es  tritt  aber  überdies  jetzt  eine  einzelne  singu- 
läre Losung  auf,  nämlich  der  Kegelschnitt  {L  Z)-  = 0 selbst. 
Und  diese  Lösung  gehört  zu  denen,  die  auch,  im  weiteren  Sinne, 
regulär  genannt  werden  können:  Alle  irreducibelen  und  reducibelen 
Lösungen  bilden  deshalb  zusammengefasst  auch  in  diesem  Falle 
ein  abgeschlossenes  Continuum. 

Auf  ähnliche  Art  lässt  sich  der  Secantcncomplex  eines  (irre- 
ducibelen) Kegelschnittes  behandeln,  der  in  einer  Ebene  durch  den 
Hauptpunkt  liegt,  und  die  Spiegelung  an  Hauptpunkt  und  Haupt- 
ebene  zulässt.  Das  entsprechende  Integrationsproblem  der  ebenen 
Geometrie  hat  zu  regulären  Lösungen  Kreise  voö  constantem 
Radius  bei  Euklidischer  Maassbestinunung.  — 

Unter  allen  Gattungen  algebraischer  Differentialgleichungen 
2.  0.  ist,  nach  Ausschluss  der  trivialen  und  der  ausgezeichneten, 
die  einfachste  die,  die  durch  die  Zerlegungen  l = l-f-0,  l=0-fl 
definirt  wird  (S.  365).  Wir  stellen  daher  jetzt  die  Aufgabe: 

Es  sollen  die  Giraden  eines  beliebigen  linearen  lAniencom- 
plexes  oder  Gewindes  durch  Integration  des  zugeordnet^  Problems 
der  ebenen  Geometrie  zu  integrirenden  Regelflächen  angeordnet  werden. 
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Wir  wollen  auch  hier  auf  reelle  Figuren  besondere  Rück- 
sicht nehmen,  und  wollen  daher  zunächst  voraussetzen,  dass  die 
beiden  in  der  linearen  Gleichung 

(77)  {AX)  + {ur)  = 0 

auftretenden  linearen  Formen  reell  seien. 

Ueberdies  wollen  wir  zunächst  annehmen,  dass  die  Invariante 
I.4P)  des  Complexes  (von  deren  Vorzeichen  das  ,4jinks“-  oder 
j.Bechts“- Gewundensein  des  Complexes  abhängt)  einen  ponitivcn 
Werth  habe. 

Man  ermittelt  nun  durch  eine  geometrische  üeberlegung  un- 
schwer die  allgemeine  Lösung  der  Gleichung  (77)  ihrem  Charakter 
nach,  und  ebenso  findet  man  sie  durch  Rechnung.  Wir  begnügen 
uns  daher  mit  einer  Verification. 

Zunächst  kann  man  ohne  Beschränkung  annehmen,  dass 
(jIP)  = 1 ist.  Sind  dann  zwei  Punkte  Q,  Jl  auf  der  Geraden  A 
nach  Belieben,  aber  mit  solchen  Coordinaten  angenommen,  dass 
(PQIt)  ebenfalls  = 1 wird,  so  kann  man 
^ 

A = QR,  B = KP,  C = PQ, 

^ 

P=BC,  Q = CA,  R=^AB 

setzen.  Die  allgemeine  Lösung  der  Gleichung  (77),  und  damit 
jeder  krumme  Integralverein,  wird  nun  in  Punkt-  und  Linien- 
coordinaten  dargestellt  durch  die  Gleichungen 

(70)  2(5X)(CX)-(^X)*  = 0, 

2{UQ){ ÜB)  - ( UP)-  = 0. 

In  der  That  ist  jede  der  beiden  quadratischen  Formen  links 
die  Covariante  zweiten  Grades  der  anderen,  und  die  Invariante 
von  jeder  hat  den  numerischen  Werth  Eins.  Liegt  daher  der 
Punkt  X auf  dem  Kegelschnitt  (79),  so  erhält  das  diesem  an- 
gehörende Element  2.  ü.  die  Coordinaten 

X*  : U,  = X, : {BX)C,  + {CX)B,  - {AX)A,. 

Diese  genügen  der  Gleichung  (77). 

Die  Lösung  enthält  die  erforderlichen  beiden  Parameter  in 
Gestalt  der  den  Coordinaten  von  Q,  B noch  anhaftenden  Willkür. 

J)ie  intpgrirrndm  BegUfächen  eines  (nicht  ausgearteten)  linearen 
Liniencomplexes  sind  vom  zweiten  Grade  und  Bilder  von  Kegel- 

Math.-pbys.  Clasao  1901.  27 
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schnitten.  In  Bezug  auf  alle  diese  Kegelschnitte  sind  der  Punkt  P 
und  die  Gerade  A (die  durch  Nullpunkt  und  Nullebetic  von  Ilaupt- 
ebcne  und  Hauptpunkt  bestimmt  tcerden)  Pol  und  Polare,  und  sie 
werden  unter  einander  vertauscht  durch  die  dreigliedrige  projectice 
Gruppe.  (ßi,h^),  die  durch  die  Figur  {A,P)  bestimmt  icird. 

Verlegt  man  die  Gerade  A in’s  Unendliche,  so  besteht  diese 
Gruppe  aus  den  eigentlich-  und  uneigentlieh  - flächentreuen  Colli- 
neationen,  die  den  dann  in  Endlichen  gelegenen  Punkt  P in  Euhe 
lassen.  Die  reellen  Kegelschnitte  (79)  sind  sämmtlich  concentrische 
Hyperbeln,  mit  Hauptaxen,  deren  Product,  aufs  Quadrat  erhoben, 
einen  constanten  Werth  ergiebt  (der  gleich  der  negativen  Einheit 
gesetzt  werden  darf). 

Durch  ein  Uinienelement  (U,  F),  dessen  Punkt  nicht  auf  A 
liegt,  und  dessen  Gerade  nicht  durch  P geht,  geht  eine  der 
Integralcurven,  die  unschwer  ermittelt  werden  kann,  hier  aber 
nicht  mehr  abgeleitet  werden  soll. 

Zu  den  Lösungen  (79)  kommen  als  specielle  Lösungen  hinzu: 
Die  00*  trivialen  Vereine,  die  ihre  Gerade  durch  P schickeu 
und  ihren  Punkt  auf  A haben,  die  ao'  geraden  Vereine,  3ie  ihre 
Gerade  durch  P schicken,  und  die  Punktvereine,  die  ihren 
Punkt  auf  A haben.  Alle  diese  Lösungen  sind  regulär:  Die 
Kegelschnitte  (79),  die  dieselbe  Gerade  B auf  A berühren,  haben 
dort  nicht  nur  dreipunktige,  sondern  sogar  vierpunktige  Berührung. 
Je  drei  von  den  zuletzt  genannten  speciellen  Lösungen  können 
zusammen  als  Grenzfall  einer  irreducibelen  Lösung  der  Form  (7g) 
angesehen  werden,  und  auf  die.se  Art  angeschaut  bildet  der  In- 
begriff aller  Lösungen  ein  abgeschlossenes  Continuum. 

Die  zweite  Annahme  (A  /’)  •<  0 lässt  sich  durch  eine  ima- 
ginäre Transformation  auf  die  erste  zurückföhren.  An  Stelle 
der  Hyperbeln  treten  als  reelle  krumme  Integralcurven  concen- 
trische. flächenglciehe  Ellipsen. 

Ist  endlich  (AP)  = 0,  ohne  dass  die  Gleichung  (77)  trivial 
würde,  so  sagt  diese  Gleichung  unmittelbar  aus,  dass  das  Ele- 
ment (X:  U)  zu  dem  Element  (P : — A)  sich  in  Kegelschnittlage 
befindet.  Die  krummen  Integralcurven  sind  die  fX)®  dieses  Ele- 
ment enthaltenden  irreducibelen  Kegelschnitte;  also  unter  Um- 
ständen alle  Parabeln,  die  aus  einer  unter  ihnen  durch  die 
Schiebungen  der  Euklidischen  Geometrie  hervorgehen. 

Die  Schaaren  von  cx)'  speciellen  Lösungen  verhalten  .sich 
insofern  anders  als  im  allgemeinen  Palle,  als  die  Schaar  der 
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trivialen  Lösungen  in  zwei  getrennte  Schaaren  zerfallen  ist,  und 
zwei  von  den  ausgezeichneten  Lösungen  zugleich  singulär  sind. 
Der  gerade  Verein  A ist  nämlich  jetzt  Enveloppe  der  oo'  trivialen 
Lösungen  der  einen  Schaar,  und  der  Punktverein  P ebenso 
Enveloppe  für  die  andere  Schaar.  — 

Die  behandelten  Differentialgleichungen  gehören  sämmtlich 
zu  denen,  die  wir  eimühlig  genannt  hatten.  Will  man  zwischen 
den  einander  zugeordneten  Figuren  der  Ebene  und  des  Raumes 
ein  vollkommen  ein-eindeutiges  Entsprechen  haben,  so  muss  man 
erstens  den  Orientirungsprocess  vornehmen,  und  zweitens  entweder 
das  Continuum  C durch  das  Continuum  A ersetzen,  oder  statt 
des  PLÜCKEu’schen  Linienconfinuums  das  Continuum  benutzen,  das 
dem  Elementcontinuum  C zugeordnet  ist.  (Vgl.  S.  379).  — 

Die  beiden  im  gegenwärtigen  § behandelten  speciellen 

Probleme,  die  einzigen,  die  auf  (nicht-triviale  oder  ausgezeichnete) 
Differentialgleichungen  2.  0.  mit  einfacher  pi-ojectiver  Gruppe 
führen,  stehen  in  einem  interessanten  Zusammenhang,  den  wir 
anhangsweise  kurz  noch  andeuten  wollen.  Die  3o'  Differential- 
gleichungen von  Kreisen  constanter  Krümmung,  bei  Nicht-Eukli- 
discher Maassbestimmung,  werden  durch  Beifügung  von  ausgezeich- 
neten und  trivialen  Gleichungen  leicht  zu  einem  abgeschlos- 
senen Continuum  ergänzt;  ebenso  die  00'  Differentialgleichungen 
von  concentrischen  Kegelschnitten  mit  constantem  Flächeninhalt. 
Die  durch  die  Dilatationen  zu  einer  viergliedrigen  Gruppe  von 
Berührungstransformationen  erweiterte  Gruppe  der  Nicht-Euklidi- 
schen Bewegungen  ist  nun  zur  allgemeinen  linearen  homogenen 
Gruppe  derart  durch  Berühnnigstransfonnationen  ähnlich,  dass 
die  00^  Differentialgleichungen  der  einen  Schaar  in  die  der 
anderen  übergehen.  Man  kann  durch  projective  Beziehung  des 
absoluten  Kegelschnittes  auf  die  unendlich  ferne  Gerade  eine 
Berührungstransformation  construiren  und  analytisch  ausdrücken, 
die  die  Ueberführung  leistet.  Man  kann  dabei  noch  eine  beliebige 
nicht-triviale  und  nicht  den  Grenzkreisen  entsprechende  Gleichung 
der  ersten  Schaar  einer  beliebigen  nicht -trivialen  oder  aus- 
gezeichneten Gleichung  der  zweiten  Schaar  zuordnen.*) 

i)  Dass  die  specielle  lineare  homogene  Gruppe  zur  Gruppe  der  Nicht- 
Euklidischen  Bewegungen  durch  BerUhrungstransformationen  ähnlich 
ist,  ist  bekannt.  Vgl.  Lie  u.  Engel,  Transformationsgiuppen  II,  312. 


27* 
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E.  Stidt: 


§ >5- 


Nachtrag  nnd  Srhlasswort. 


In  den  vorausgehenden  Entwickelungen  hatten  wir  angenommen, 
dass  die  zu  untersuchenden  Curven  in  Parameterdarstellung  ge- 
geben vorliegen.  Man  kann  aber  auch  leicht  die  Elemente  2.  0. 
finden,  die  zu  einer  durch  ihre  Gleichung  gegebenen  Curve  ge- 
hören. Sei  die  Curve  zunächst  algebraisch,  ( -4X)"  = 0,  und  sei 

(80)  (HZ)*"- 6 = 

die  HESSF.’sche  Covariante  der  Form  (.idX)’',  so  ist  das  einem  der 
HESSE’schen  Curve  nicht  mehrfach  angehörenden  Curvenpunktc  X 
entsprechende  Element  2.  0.  (im  ersten  Continuum): 

(81)  (f/(n  - • -X: 

Der  Gültigkeitsbereich  dieser  Formel  ist  etwas  enger  als  der 
der  Nr.  (8),  da  sie  bereits  hei  einfachen  Doppelpunkten  illusorisch 
wird.  In  der  Gestalt 


(82) 


1 

av  1 

-1)* 

ax,ax,l 

X: 


dx) 


erstreckt  sich  die  Formel  auch  auf  transcondente  Cui-ven,  die  durch 
analytische  Gleichungen  /"(X^,  Xj,  Xj)  = 0 dargestellt  sind,  voraus- 
gesetzt, dass  der  Grad  n der  homogenen  Function  f nicht  gleich 

Eins  ist,  und  dass  die  Diiferentialquotienten  nicht  vermöge 

f — 0 identisch  verschwinden.  Es  ergeben  sich  daraus  einfache 
Ausdrücke  für  die  Krümmung  einer  ebenen  Curve.  Bei  Euklidi- 
scher Maassbestimmung  z.  B.  ist  die  Krümmung  K einer  ebenen 
Curve  «ter  0.  (AX)"  = 0 gegeben  durch 

(83)  (£X)f/(n-l)(ZfX)»-« 
Y^A\A’){AXf-\A’  Xf-^' 

die  Krümmung  einer  Curve  »»ter  Classe  (^UP)'”  — 0 durch 

(84) 

VU\  U y (n  — 1) 

wo  nunmehr  (Z77/')*”‘~®  die  HESSE’sche  Covariante  der  Form  (UP)’' 
bedeutet. 

Eine  besondere  Erwähnung  verdient  wohl  auch,  dass  man  einen 
krummen  Verein  von  Elementen  i.  0.  (X,,  17,)  nicht  nur  mit  Hülfe 

i)  8.  Qundklfiiiokr  und  Dinoki.de v,  Kegelschnitte,  IT,  § 21. 
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der  Formel  (13)1  sondern  auf  einfachere  Weise  schon  auf  Grund 
des  an  die  Gleichung  (*o)  geknüpften  Satzes  zu  einem  Verein  von 
Elementen  2.  0.  erweitern  kann:  Die  fraglichen  Elemente  sind 

(85)  {ViUU'Ü")  ■ X : . U) . 

Eine  der  durchgeführten  ähnliche  Theorie  lässt  sich  entwickeln 
für  die  Geometrie  der  Inversionen  und  für  die  LiE’sche  Geometrie 
* der  Berührungstransformationen,  die  Kreise  in  Kreise  oder  — im 
Raume  — Kugeln  in  ebensolche  überführen.  Durch  die  Aus- 
dehnung der  angestellten  Ueberlegungen  auf  den  Raum  wird  ein 
neues  Licht  geworfen  auf  den  Satz  Enneper’s  vom  Zusammenhang 
zwischen  der  Krümmung  einer  Fläche  und  der  Torsion  ihrer 
asymptotischen  Linien,  sowie  auf  den  LiE'schen  Satz  über  die 
Torsion  der  Curven  in  einem  linearen  Liniencomplex.  Diese 
Gegenstände  sollen  in  einigen  weiteren  Arbeiten  erörtert  werden. 
Ein  Theil  der  angestellten  Betrachtungen  lässt  sich  (auf  mehrere 
Arten)  auch  auf  eine  unbestimmte  Dimensionenzahl  übertragen. 
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Auf  einer  Fläche  mit  dem  quadratischen  Bogenelement; 

(i)  ds^  edx^ 2fdxdy -\- gdy^ 

erhält  man  nach  Gaüss  zu  jeder  Curve  eine  geodätische  Parallel- 
curve,  wenn  man  durch  jeden  Punkt  der  Curve  eine  geodätische 
Linie  von  constanter  Länge  legt,  die  die  Curve  senkrecht  schneidet, 
und  die  Endpunkte  dieser  geodätischen  Linien  durch  eine  Curve 
verbindet.  Wählt  man  die  constante  Länge  jener  geodätischen 
Linien  unendlich  klein,  so  erhält  man  eine  infinitesimale  Be- 
rühmngstransformation  (Paralleltransformation),  die  man  offenbar 
ohne  Integration  angeben  kann,  deren  merkwürdige  Eigenschaften 
aber  anscheinend  bisher  noch  gar  nicht  beachtet  worden  sind. 
Selbst  Lie  hat  nur  einmal  gelegentlich  auf  das  Vorhandensein 
dieser  infinitesimalen  Transformation  hingewiesen,  aber  ohne  sie 
aufzustellen,  geschweige  denn  näher  zu  untersuchen.  Man  vgl. 
seinen  Aufsatz:  IHe  infinitesimalen  Berührungstransformationen 
der  Mechanik,  diese  Berichte  i88g,  S.  148. 

Wir  wollen  zunächst  die  besprochene  infinitesimale  Trans- 
formation wirklich  bilden,  sodann  ihre  Eigenschaften  entwickeln 
und  endlich  einige  Folgerungen  daraus  ziehen. 

§ I- 

Ist  F{x,  y)  — 0 eine  Curve,  so  soll  jeder  Punkt  der  Curve 
senkrecht  zu  dem  Bogenelemente  der  Curve  um  die  constante 
unendlich  kleine  Strecke  6 t verschoben  werden.  Für  die  Zu- 
wachse 6x  und  6y  von  x und  y erhält  man  daher  die  Gleichungen: 

e6x*  2föx6y  -j-  g6y*  = St* 
cdxöx  -f  f(dx6y  + dySx)  gdySy  = 0, 

i)  Angekündigt  in  der  Sitzung  vom  i.  Juli,  dag  Maniiscript  ein- 
gereicht am  15.  Juli. 
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oder  wenn  man  setzt; 


die  Werthe: 


dF  — pdx  + gdy  = 0 , 


dx 


gp  — fg 


Vieg  — D(eg*  — 2/>a  + gp‘, 


Sy  = 


eq  — fp 


V(fig  — n {eg'  — 'ifpg  + gp'^ 

Bei  Anwendung  der  Bezeichnung: 

(2')  H 

V eg- f‘ 

ist  daher: 


(3) 


Sx  = Yp°^^ 


dJl 

dq 


St. 


Die  Zuwachse  von  j)  und  g sind  jetzt  so  zu  bestimmen,  dass 
S(^pdx  gdif)  = 0 wird,  dann  gehen  je  zwei  unendlich  benachbarte 
vereinigt  liegende  Linienelemente:  x,  y,  p,  g und  x + dx,  . . ., 
q dq  der  Curve  in  zwei  ebensolche  Linieneleraente  über  und 
also  die  ganze  Curve  als  Linieneleraentgebilde  betrachtet  wieder 
in  eine  Curve.  Hieraus  ergieht  sich: 

Spdx  -f  Sgdy  + + 3«*^)  St  = 0 


oder,  wegen  der  HomogeneitUt  von  II: 

(3-) 


Unsre  infinitesimale  Paralleltransformation  erscheint  daher  als 
eine  homogene  Berührungstransformation  im  Sinne  Lies  und  ihre 
charakteristische  Function  ist  die  Grösse  II,  also  die  Wurzel  aus 
dem  zur  Form  (i)  gehörigen  BELTRAMischen  Difierentialparameter *) 
erster  Ordnung. 


§ 2. 

Die  Gleichungen  (3),  (3')  zeigen  unter  anderem,  dass  der 
Punkt  X,  y jedes  Linienelementes  x,  y,  p,  q bei  der  von  unsrer 
infinitesimalen  Transformation  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  eine 


i)  Bei  dieser  Gelegenheit  möchte  ich  es  einmal  öffentlich  aus- 
sprechen, dass  mir  die  Bczeichnung„l)ifferentialparameter“  so  unglücklich 
gewählt  erscheint,  wie  nur  möglich ; man  könnte  dafür  „Differentiator“ 
sagen,  doch  wird  man  sich  wohl  bei  der  einmal  üblichen  Ausdrucks- 
weise bescheiden  müssen. 
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geodätische  Linie  besclireibt,  dass  also  jede  endliche  Transforma- 
tion dieser  eingliedrigen  Gruppe  eine  solche  Paralleltransformation 
ist,  wie  sie  schon  Gai'ss  benutzt  hat.  Es  folgt  das  ohne  Weiteres 
daraus,  dass  die  HAMii.TONSche  partielle  Differentialgleichung,  auf 
deren  Integration  die  Bestimmung  der  geodätischen  Linien  hinaus- 
konimt,  die  Form  U ==  1 erhalten  kann. 

Viel  merkwürdiger  ist  jedoch  eine  andere  Eigenschaft  unsrer 
Transformation,  die  sich  durch  eine  einfache  geometrische  Be- 
trachtung ergiebt.  Sind  nämlich  A,  B,  C drei  auf  einander 
folgende  Punkte  einer  Curve  I\x,  y)  = 0 und  führt  man  auf 
diese  Curve  die  infinitesimale  Paralleltransformation  (3),  (3')  aus, 
so  entsprechen  den  Punkten  A,  B zwei  Punkte  A',  B'  der  trans- 
formirten  Curve  derart,  dass  AA'  = 81  senkrecht  zn  AB  und 
BB'  = öt  senkrecht  zu  BC  ist.  Wir  wollen  uns  dabei  das 
Vorzeichen  der  Quadratwurzel  in  (2)  so  gew’ählt  denken,  dass 
A\  B'  nicht  in  die  Höhlung  der  Curve  .42fC'  zu  liegen  kommen. 
Nun  ist  AB  = ds  ein  Bogenelement  der  ursprünglichen  Curve, 
A'B'  das  entsprechende  Bogenelement  der  transformirten  Curve, 
also  A' B’  = rfs  + dds.  Bestimmt  man  daher  auf  A' B'  deu 
Punkt  J5"  so,  dass  A' B"  = AB  = ds  wird,  so  ist  B" B'  — Sds. 
Ferner  ist  bis  auf  unendliche  kleine  Grössen  höherer  Ordnung 
BB"  — AA'  = BB'  — St  und  ausserdem  BB"  senkrecht  zu 
AB,  so  dass  der  Winkel  B"BB'  gleich  dem  geodätischen  Con- 
tingenzwinkel  dx  der  Curve  ABC  ist.  Folglich  ergiebt  sich: 
B" B'  = Sds  = dx  . St. 

Wir  wollen  jetzt  diese  Gleichung  auf  analytischem  Wege 
beweisen  und  dann  noch  eine  andere  ähnliche  für  Sdx  ableiten. 
Dabei  denken  wir  uns  aber  vorher  das  Bogenelement  auf  die 
einfache  Form: 

(4)  ds^  = 

gebracht,  was  offenbar  die  Allgemeinheit  der  Untersuchung  nicht 
beeinträchtigt.  Unsre  infinitesimale  Paralleltransformation  ist  ja 
in  einer  Weise  definirt,  die  von  dem  auf  der  Fläche  benutzten 
Coordinatensystem  unabhängig  i.st;  die  Ausdrücke  Sds  und  Sdx 
sind  daher  auch  vom  Coordinatensystem  imabhängig  und  ver- 
halten sich  somit  auch  bei  allen  Biegungen  als  Invarianten. 

Es  ist  zur  Erleichterung  des  Verständnisses  vielleicht  das 
Beste,  wenn  ich  unsre  infinitesimale  Paralleltransformation  für 
das  Bogenelement  (4)  noch  einmal  direct  ableite  und  überdies 
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statt  der  homogenen  Grössen  p,  q,  die  manchem  ungewohnt  sind, 
die  durch  dy  — y'dx  = 0 definirte  Grösse  y’  zur  Bestimmung  der 
Linienelemente  auf  der  Fläche  benutze.  Unsre  infinitesimale 
Transformation,  die  den  Punkt  des  Linienelementes  x,  y,  y'  senk- 
recht zu  dem  Linienelemente  um  die  Strecke  6t  verschiebt,  ist 
dann  durch  die  Gleichungen: 

e'^öxöy  — öt^,  dxöy dyöx  = 0 


bestimmt,  aus  denen  folgt:  6y  — y'6x  und  somit: 


(5) 


6x 


Vy 


te 


’Vd'st. 


Hieraus  endlich  erhält  man  wegen: 


6y' 


dy 


= ^Jy-  y'  = ^ ißy  - y'^^)  + y"^^ 


, d 


dx  dx 


dx 


dx ' 


für  6y'  den  Werth: 

(5')  Sy'  = *(«’x  + y'wy)e~^''’yy'  6t. 


Dass  dieser  Ausdruck  von  y"  frei  ist,  zeigt  eben,  dass  man  es 
wirklich  mit  einer  infinitesimalen  Berührungstransformation  im 
Sinne  Lies  zu  thun  hat. 

Nun  ergiebt  sich: 


Sds 

St 


= I ~ } + 


+ y'lVy)dX  — 


oder: 

(6)  Sds=  — (y"  — y’wx  + y'^Wy)  dx  ,6t. 


Da  aber  der  Ausdruck: 

Sds  __  J.2/" 

ds  .S~t~  2 ‘ 


y 

y 


''«.r  + y'’“-' 
'3,2^  i«’ 


y 


nichts  anderes  ist  als  die  geodätische  Krümmung  für  das  Bogen- 
element (4),  so  können  wir  die  Gleichung  (6)  auch  schreiben: 

(7)  6ds  — dt . 6t, 
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wo  dt  den  geodätischen  Contingenzwinkel  bezeichnet.  Nach  dem 
früher  Gesagten  ist  klar,  dass  hier  dt  negativ  aasfällt,  wenn  die 
infinitesimale  Paralleltransformation  nach  der  Seite  gerichtet  ist, 
der  die  Curve  ihre  Höhlung  zukehrt. 

Um  jetzt  ädr  zu  finden,  müssen  wir  zunächst 

= di  + y"’^^ 


^ dx'^^y  ~ y'^^^  + y"^^ 


berechnen.  Das  ergiebt: 

ivL 

st 


-|r  = * (»XI  + + y'^Wyy)  c"  * " )/y ' — 


- •?(wx  + .y'K'i,)*e  *“’VF  + 


Ferner  wird: 

gt  ~ y'^^v)  = » («V  — ^y'iVy)  (m*  + y’w,^  e “ » " y^'  + 


1 , 


+ ie 


Setzt  man  daher: 


y 


- y’iVx  + y'^Wy  = h , 


so  kommt: 

- 4i>'®  -«Vye~  * " — ^ (k'1  — »/'*«'*)  c“  y»/'  + 


St 


+ i(»x+  2^'iCy)(!  2“^ 


oder 

^ — i 

d«  ~ 2 ® y'3/2‘ 

Aber  es  ist: 
und 


Vy' 


-3/2 


i(2 iCj,  + i/'w’y)  e * “ - + 4i)/'ä-2|fjye  s ' 

yy 


dt  = 


ih  dx 

■2"F 


S /dx\  3i  , , , . dx  i —\u’V"dx 

»■  —luihdx 


2* 


-5/2 


' /o  I ' \ — ^ 

*(2«;:,  + 1/  ICy)c  3 
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demnach: 


^=2yy'u>*,e  »"da: 


2w. 


-ds, 


oder,  da  das  GAUssische  Krümraungsmaass  des  Bogenelementes 
(4)  den  Werth: 


2 IC. 


besitzt, 

(8)  Sdx  = — k . ds  . St . 


Die  Formeln  (7')  und  (8),  besonders  aber  die  zweite,  die 
man  auch  schreiben  kann: 


(8') 


^<Is) 


= — k . ds , 


scheinen  mir  sehr  beachtenswerth , denn  sie  zeigen,  dass  die 
beiden  fundamentalen  Begriffe  der  Flilchentheorie,  die  geodätische 
Krümmung  und  das  GAUssische  Krümmungsmaass  aus  dem 
Bogenelement  durch  einen  äusserst  einfachen  invarianten  Process, 
eben  unsre  infinitesimale  Paralleltransformation,  hervorgehen. 

Bezeichnet  man  die  geodätische  Krümmung  dz:ds  mit  g, 
so  erhält  man  aus  (7)  und  (8) 


(9) 


eine  Formel,  die  auf  Liouville  zurückgeht,  vgl.  Ricci,  Lezioni 
Sulla  teoria  delle  superficie,  Fratelli  Drucker,  Verona-Padova 
i8g8,  S.  igof.  Aus  (g)  und  (7)  oder: 


^7') 


Sds  = g . ds  . St 


folgt  wieder  (8),  aber  da  die  einfache  Formel  (7)  der  Aufmerk- 
samkeit der  Mathematiker  entgangen  zu  sein  scheint,  so  bat  man 
jedenfalls  auch  (8)  bisher  noch  nicht  bemerkt. 

Ausdrücklich  erwähnt  sei  noch,  dass  die  Zweideutigkeit  der 
Quadratwurzel,  die  in  den  Gleichungen  unsrer  infinitesimalen 
Paralleltransformation  auftritt,  sich  zwar  bei  der  Formel  (7)-  für 
den  Contingenzwinkel  fühlbar  macht,  auf  die  Formel  (8)  oder 
(8'j  aber  keinen  Einfluss  mehr  hat. 
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Friedrich  Engki.; 


§ 3. 


Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  auch  zu  jedem  quadratischen 
Bogenelemente : 

I,  ä,  3 

(io)  x^dx^dx^ 

ty  k 

des  7/.,  eine  infinitesimale  Paralleltransformation  des  Raumes  ge- 
hört, bei  der  der  Punkt  jedes  Flächeneleinentes  senkrecht  zu 
dem  Elemente  um  eine  unendlich  kleine  constante  Strecke  St 
verschoben  wird.  Bei  der  eingliedrigen  Gruppe,  die  von  dieser 
infinitesimalen  Transformation  erzeugt  wird,  beschreibt  der  Punkt 
jedes  Flächenelementes  eine  geodätische  Linie,  zu  der  das 
Flächenelement  stets  senkrecht  bleibt.  Denken  wir  uns  daher 
die  betreifende  eingliedrige  Gruppe  auf  alle  die  Flächenelemente 
einer  Fläche  F ausgeführt,  deren  Punkte  einer  auf  F liegenden 
Curve  C angehören,  so  erhalten  wir  <x>“  Flächenelemente,  deren 
Punkte  auf  oo'  geodätischen  Curven  liegen,  die  durch  die  Punkte 
von  C gehen  und  F senkrecht  treffen.  Diese  oo^  geodätischen 
Curven  bilden  eine  Fläche  G,  auf  der  jede  der  oo'  durch  unsre 
eingliedrige  Gruppe  erzeugten  Parallelflächen  zu  F eine  ParallcI- 
curve  zu  C ausschneidet.  Demnach  bestimmt  unsre  infinitesi- 
male Paralleltransformation  des  auf  der  Fläche  G eine  infini- 
tesimale Paralleltransformation  der  Linienelemente  der  Curve  C 
und  ihrer  Parallelcurven  und  es  ist  klar,  dass  diese  Parallel- 
transformation die  betreffenden  Linienelemente  genau  so  trans- 
formirt,  wie  die  Paralleltransformation,  die  man  nach  § i auf  G 
erhält,  wenn  man  vermöge  der  Gleichung  von  G das  Bogen- 
element (lo)  durch  zwei  Veränderliche  ausdrückt. 

Hieraus  ergiebt  .sich  Folgendes:  Bezeichnet  man  mit  Scp  den 
Zuwachs,  den  irgend  ein  Ausdruck  (p  bei  der  durch  (lo)  be- 
stimmten infinitesimalen  Paralleltransformation  erhält,  und  be- 
rechnet man  aus  (lo)  das  Bogenelement  ds,  das  die  auf  der 
Fläche  F liegende  Curve  C in  irgend  einem  ihrer  Punkte,  etwa 
in  P hat,  so  ist  äds:dt  der  zu  P gehörige  Contingenzw'inkel 
der  Curve  C,  wenn  diese  als  Curve  auf  der  Fläche  G betrachtet 
wird,  und  SSds:ds  . ist  das  negativ  genommene  Gaussische 
Krümmungsmaass  der  Fläche  G in  dem  Punkte  P. 

Diese  allgemeinen  Betrachtungen  will  ich  jetzt  zunächst  auf 
den  Euklidischen  Raum  anwenden. 
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Ist  fix,  y,  ^)  = 0 irgend  eine  Fläche  F ira  Euklidischen 
Raume  und  setzt  man; 

d/'=  udx  + V(]y  + Kdz, 

so  ist  das  Flächenelement  der  Fläche  im  Punkte  x,  y,  e bestimmt 
durch  X,  y,  s und  die  Verhältnissgrössen  m,  v,  w und  für  die 
unendlich  benachbarten  Punkte  der  Fläche  ist:  Eudx  = 0. 
Unsre  infinitesimale  Paralleltransformation  verschiebt  den  Punkt 
ar,  y,  z senkrecht  zu  dem  Elemente  um  die  Strecke  St,  also  muss 
werden : 

Sx^  + Sy^  + Sz^  = St^ 

Sx  : Sy  : Sz  — u : V •.  w , 

das  heisst; 

, uit  vät  wit 

(11)  da;  = — Sy  = — Sz  — — 

wo  das  Minuszeichen  gewählt  ist,  um  nachher  die  Formel  für 
den  Contingenzwinkel  mit  dem  üblichen  Vorzeichen  zu  erhalten. 
Verlangt  man  jetzt  noch:  S(£udx)  = 0,  so  ergiebt  sich: 

(ii')  d«  = 0,  d«  = 0,  d«i  = 0. 

Diese  Formeln  sind  übrigens  längst  von  Lie  angegeben, 
vgl.  die  auf  S.  404  angeführte  Note. 

Aus  dem  Ausdrucke  für  das  Bogenelement: 

(12)  ds^  = Jx®  + dy^  + 
ergiebt  sich  nunmehr: 

Sds  Zdxdu 

~ dsY^* 


und  das  ist  nach  § 3,  wenn  man  die  darin  vorkommenden 
Grössen  für  irgend  eine  Curve  C auf  F berechnet,  der  zum  Punkte 
X,  y,  z gehörige  geodätische  Contingenzwinkel  von  C auf  der 
geradlinigen  Fläche  G,  die  von  den  längs  C gezogenen  Nor- 
malen der  Fläche  F gebildet  wii-d.  Ist  C der  durch  x,  y,  z 
und  X -j-  dx,  y -j-  dy,  z -y  dz  gelegte  ebene  Normalschnitt  von 
F,  so  stellt  (13)  bekanntlich  den  Contingenzwinkel  von  C in 
der  Ebene  dieses  Normalschnitts  dar,  also  ist  der  geodätische 
Contingenzwinkel  von  C auf  der  zugehörigen  geradlinigen  Fläche 
G identisch  mit  dem  Contingenzwinkel  des  C in  x,  y,  z be- 
rührenden Normalschnitts. 
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Weiter  findet  man: 


Sids  Z{udv  — vduy  /idxduX* 

d77äp~  di'(£uy  [dx^y^üy- 


Setzt  man:  p ^ — u:  w, 
f £(udv  — vduy 

, dsy£ü^ 

(»4) 


(/  ==  — v:to,  so  ergiebt  sich: 

dp'  + dg'  4-  {pdq  — qdpy 
ds'il  -j-  p’  + 2')‘ 

(1  1 \ dpdx  -}-  dqdy 

dx’-y\  + ~l"  3‘ 


und: 

dpdx  -f-  dqdy  Edxdu 

ds'Yl  + p*  H-  9'  dx'Yu'  + e'  + tc’ 


1 

Ü.Ä. 


wo  itj  und  ifj  die  beiden  Hauptkrüinmungsradien  von  F sind. 
Bezeichnet  man  daher  die  Krümmung  des  die  Curve  C in  x,  y,  i 
berührenden  Normalschnitts  mit  Ä‘„,  so  wird: 


(>d') 


Sds 
ds  . Üt 


(-5) 


iSdjt_ 
dx  . dt' 


Hier  stellt  der  Au.sdruck  (15)  nach  § 3 im  Punkte  x,  f/,  z das 
negativ  genommene  OAUSHische  Krüninmngsmaass  der  gerad- 
linigen Flüche  G dar,  die  von  den  längs  C errichteten  Normalen 
der  Fläche  F gebildet  wird. 

In  einer  bald  folgenden  Mittheilung  sollen  die  allgemeinen 
Betrachtungen  des  § 3 auf  den  Ti’j  mit  beliebiger  projectiver 
Maassbestimniung  angewendet  werden.  Ich  erhalte  dabei  durch 
Benutzung  der  symboli.scheu  Methode  der  Invariantentheorie  un- 
gemein  einfache  Ausdrücke  für  da.s  Product  und  tiir  die  Summe 
der  Hauptkrümmungen  einer  Fläche.  Es  sind  das  dieselben  Aus- 
drücke, die  man  bekommt,  wenn  man  gewisse  von  mir  gefundene 
Coordinaten  für  die  Elemente  zweiter  Ordnung  des  Raumes  an- 
wendet. lieber  diese  Coordinaten,  die  die  lange  von  mir  ge- 
suchte, wirklich  praktisch  brauchbare  Ausdehnung  der  Ci-ebsch- 
ischen  Counex-t'oordinaten  auf  die  Elemente  zweiter  Ordnung 
des  Raumes  liefern  (vgl.  diese  Ber.  1893,  S.  468  tf.),  gedenke 
ich  hei  einer  andern  Gelegenheit  ausführliche  Mittheilungen  zn 
machen. 


Uruckfertig  erklärt  SO.  VII.  ISUl  ] 
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W.  His:  Ueher  wissenschaftliche  Centralansintten  und  speciell 
über  Centrnlunstallen  mr  Förderurifl  der  Gchirnhenntniss.  Er- 
läuterungen zu  handen  der  von  der  internationalen  Association 
der  Akademien  in  Paris  auf  Antrag  der  Königl.  Sächs.  Gesellsch. 
der  Wissensch.  beschlossenen  Commission.  Mit  einem  Anhänge: 
lieber  trissensehaftUche  Stiftungen. 

Einleitung. 

Bei  der  vom  i6.  his  20.  April  in  Paris  tagenden  internationalen 
Association  der  Akademien  hatte  die  Kön.  silchs.  Ges.  d.  Wissen- 
schaften folgenden  Antrag  eingereicht  ^):  „Die  internationale 

Association  der  Akademien  möge  eine  Fachcornmission  aufstellen 
zur  Berathung  der  Mittel  und  Wege,  wie  auf  den  Gebieten,  eincs- 
theils  der  menscJdichen  und  thieri.schen  Fntwicklungsgeschichte, 
anderntheils  der  Hirnanatomic  eine  nach  einheitlichen  Grundsätzen 
erfolgende  Sammlung,  Va'arbeitung  und  allgemeine  Nutzbarmachung 
von  sichernn  Beobachtungsmaterial  erreicht  werden  kann}'  Im  Ver- 
lauf der  Discussion  dieses  Antrages  hat  es  sich  als  wünschhar 
herausgestellt,  die  in  demselben  gestellten  Aufgaben  zu  theilen  und 
nur  die  auf  Gehirnforschung  bezüglichen  als  international  zu  be- 
handelnde beizubehalten.  Der  von  der  Association  gefasste  Be- 
schluss lautet  nunmehr: 

1)  Die  Berathung  der  auf  mensddichc  und  thierische  Ent- 
wicklungsgcschiddc  bezüglidten  Abschnitte  des  Antrages  ist  vorerst 
den  betreffenden  Fachvereinen-  {den  anatomi.sdien  Gesellschaften) 
zu  überlassen, 

2)  Dagegen  setzt  die  inUrnutionale  Association  der  Akademien 
eine  Spceialcommission  nieder,  die  eine  nach  einheitlidien  Grund- 
sätzen erfolgende  Durchforschung,  Sammlung  und  allgnneinc  Nutz- 
barmadtung  des  auf  Gehirnunalmnie  bezüglichen  Materiales  zu  be- 

i)  8.  Berichte  der  k.  b.  Ges.  d.  Wissensch.  math.  phys.  Klasse. 
Bd.  53.  — Bitzg.  vom  4.  März  iqoi. 
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rathen  hat.  Dir.  Commission  hat  insbesotidere  die  Schaffung  !>e- 
sonderer  Centndinslitute  in  Erwägung  zu  ziehen,  in  denen  die 
Methoden  der  Forschung  entwickelt,  das  vorhandene  Beohachttings- 
material  atif gespeichert  und  der  allgemeinen  Benutzung  der  dabei 
interessirten  Gelehrten  zugängUeh  gemacht  wird.^) 

Die  Ernennung  der  Seitens  der  Association  der  Akademien 
geplanten  Commission  steht  noch  bevor.  Dagegen  hat  mittler- 
weile die  anatomische  Gesellschaft  bei  ihrer  Zusammenkunft  in 
Bonn  eine  aus  den  Herren  Wai.deyeu,  Rabl,  Keibel  und  His 
bestehende  Commission  niedergesetzt  mit  dem  Auftrag,  „sid 
über  die  Grundsätze  erspriessliehen  Zusammenarbeitens  auf  dem 
Gebiet  ait wickelungsgeschichtlicher  Forschung  zu  einigen."  Diese 
Commission  hat  das  Recht  der  Cooptation.  *) 

Die  nachfolgenden  Auseinandersetzungen  haben  den  Zweck 
zur  KlUrung  der  den  beiden  Commissionen  gestellten  Aufgaben 
beizutragen,  und  ich  lasse  zunächst,  bevor  ich  in  Einzelnes  ein- 
trete, einige  allgemeine  Erwägungen  vorausgehen. 

Universitätsanstalten  and  CeDtralaBStalten. 

Eine  grosse  Zahl  unserer  zur  Zeit  bestehenden  wissenschaftlichen 
Anstalten  sind  Universitäts-  d.  h.  Lehranstalten.  Ihre  Vorsteher 
sind  Lehrer,  die  Sammlungen  an  Instrumenten,  Präparaten  u.  s.  w, 
Mittel  zum  Lehrzweck,  und  diesem  Zweck  hat  sich  Alles  unter- 
zuordnen. Diese  besondere  Natur  der  Anstalten  bringt  in  ihre 
Führung  ein  ausgesprochenes  Princip  der  Discontinuität , indem 
die  Persönlichkeit  des  Vorstehers  dabei  völlig  in  dem  Vorder- 
grund steht.  Ein  jeder  Lehrer  vertritt  eine  bestimmte  Richtung, 
und  er  wird  sein  Unterrichtsmaterial  nach  der  Richtung  hin 
möglichst  auszubilden  und  zu  vervollständigen  suchen.  Erfolgt 


1)  Association  internationale  des  Academies.  Premiere  assemblee 
generale.  Coinpte  rendu.  Paris,  Gauthier-Villars  1901.  S.  46. 

l'Association  nominera  une  comraission  speciale  ayant  la  mission 
de  discuter  les  moycns  3e  faire  avancer  les  dtudes  en  commun 
Bur  l'anatomie  du  cerveau. 

Elle  engagera  cctte  coinmission  ä discuter  la  fonnation  d'un 
Systeme  international  d’etablissements  qui  soient  destines  ä.  developper 
les  indthodes  de  recherches,  ä rassembler  d’apres  des  principes  uni- 
formes le  matericl  d’observation  et  ä mettre  ce  deniier  ä la  portee  des 
savants  qui  pourraient  en  avoir  besoin. 

2)  Aiiat.  Anzeiger  1901.  Bd.  XIX.  Nr.  16.  S.  416. 
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mit  dem  Wechsel  des  Lehrers  ein  Wechsel  der  Richtung,  so  kann 
es  leicht  kommen,  dafs  der  (Jharacter  der  Anstalt  binnen  kurzem 
ein  ganz  anderer  wird.  Früher  gesammeltes  Material  wird  bei- 
seite gethan,  anderes  tritt  an  dessen  Stelle.  Dabei  kann  es 
kommen,  dafs  Sammlungen,  zu  deren  Schaffung  ganze  Lebens- 
arbeiten aufgewendet  wordem  waren,  ihrem  ursprünglichen  Zweck 
entfremdet  werden  oder  zu  Grunde  gehen.*) 

Beispiele  hierfür  würden  sich  wohl  aus  den  verschiedensten 
Universitätsinstituten  beibringen  lassen  Es  bedarf  eben  nur 
kurzer  Perioden  der  Unachtsamkeit,  um  die  Ergebnisse  Jahrzehnte 
langer  Bemühungen  in  Zerfall  gerathen  zu  lassen.  Dabei  ist 
in  der  Kegel  auch  Niemanden  ein  besonderer  Vorwurf  zu  machen. 
Wer  eine  Sammlung  angelegt  bat,  bat  ein  Herz  dafür,  er  kennt 
die  Geschichte  jedes  Stückes,  dessen  Eigenthümlicbkeiten  und  be- 
sondere Verwertbbarkeit  beim  Unterricht.  Der  Nachfolger  weiss 
von  dem  Allen  nichts.  Unbekannt  mit  der  Geschichte  der  einzelnen 
Stücke  und  deren  besonderen  Tugenden  opfert  er  sie  vielleicht 
harmlos  anderen  nützlichen  Zwecken  oder  überlässt  sie  der  Für- 
sorge von  uncontrolliiten  Unterbeamten.  Auch  ist  zu  bemerken, 
dass  gewisse  Arten  von  Sammlungen,  wie  z.  B.  Sammlungen 
mikro.scopischer  Präparate,  fast  nur  in  den  Händen  dessen 
Werth  haben,  der  sie  geschaffen  und  sich  in  deren  gesammtes 
Detail  eingearbeitet  hat.  Die  Geheimnisse  einer  nach  Tausenden 


i)  Derartige  Vorgänge  habe  ich  wiederholt  erlebt;  einer  meiner 
Bekannten,  für  zoologische  Systematik  einer  bestimmten  Thiergruppe 
sich  interessirend,  hat  in  langjähriger  aufopfernder  Arbeit  eine  species- 
reiche  Saminhmg  der  l)etreffenden  Gruppe  zusammengebracht.  Sein 
Nachfolger,  ein  eifriger  Lehrer  der  vergleichenden  .:Vnatomie,  liess 
seinerseits  dies  mühsam  erworbene  Material  in  Studentencursen  ver- 
arlieiten.  In  einem  anderen  Fall  hat  ein  ührenar/.t  während  .Tahrzehnten 
bei  allen  Sectionen  mittels  einer  Kettensäge  die  Schädelbasis  heraus- 
genommen und  eine  unschätzbare  Sammlung  von  feuchten  Gehör- 
präparaten, normalen  und  pathologischen,  angelegt.  Zwei  Jahre  nach 
seinem  Tode  fand  es  sich,  dass  die  Sammlung  verschimmelt  und  ver- 
trocknet Avar,  weil  der  Institutsvorsteher  sie  nicht  beachtet,  der  Instituts- 
diener aber  völlig  vernachlässigt  hatte.  Tm  Kleinen  habe,  ich  selbst 
Ähnliches  erlebt,  da  ich  s.  Z.  die  mir  gehörigen  Originalstücke  zu  den 
Crania  helvetica  als  besondere  kleinere  Sammlung  geordnet  und  cata- 
logisirt  meinem  Nachfolger  hinterliess.  Nach  einigen  Jahren  Hessen 
sich  nur  mit  Mühe  noch  einzelne  Stücke  als  zu  der  ursprünglichen 
Sammlung  gehörig  heraustinden,  die  übrigen  waren  zu  osteologischen 
Zwecken  verbraucht  w^orden. 

Matb.-pbys.  Classe  1901.  28 
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zUhlenden  Sammlung  vou  Objectträgem  enthüllen  sich  nur  dem, 
der  die  Herkunft  und  JJehandlungsweise  der  Präparate  mit  allen 
Einzelheiten  kennt  und  der  die  Präparate  Stück  für  Stück  dureli- 
beobachtet  hat. 

Im  Gegensatz  zu  den  Universitätsanstalten  mit  ihrer  wech- 
selnden Führung  stehen  grosse  Landesmuseen,  Hibliotheken  und 
verwandte  Institutionen.  Sie  mögen  vorläufig  unter  der  Collectiv- 
bezeichnung  von  „Vcntralanslallcn“  zusammengefasst  werden. 
Schon  der  Titel  den  die  Vorsteher  solcher  Sammlungen 

häufig  führen,  besagt  dass  diese  nach  eonservativeu  Grundsätzen 
verwaltet  werden  sollen.  Ein  möglichst  reiches  ^laterial  soll 
aufgespeiehert  und  in  möglichst  übersichtlicher  Weise  geordnet 
werden.  Hierbei  haben  die  besouderen  Liebhabereien  der  Vor- 
steher und  ihrer  Gehilfen  zurückzutreteu  vor  den  Forderungen 
der  Allgemeinheit.  Bei  Museen  kann  schon  durch  die  Art  der 
Aufstellung  eireicht  werden,  dass  der  Besucher  Anschauung  und 
Belehrung  über  bestimmte  Wissensgebiete  bekommt.  Die  Auf- 
stellung wird  dabei  zu  einer  besonderen  Kunst  und  zu  einer 
Aufgabe  ersten  Ranges  für  den  Voreteher  der  betrelfenden 
Sammlung.  Musteraustalten  der  Art  sind  die  Sammlungen  des 
Louvre  und  die  des  Jardin  des  Plautes  in  Paris,  die  des  British-, 
des  S.  Kensiugtou-,  und  des  Hunter-Museums  in  London  und  in 
neuerer  Zeit  auch  die  grossartigen  Museen  in  Berlin  und  Wien. 
Diese  Museen  erfüllen  im  Allgemeinen  einen  doppelten  Zweck, 
einesteils  ermöglichen  sie  den  Wissbegierigen  der  verschiedenen 
Stände  einen  geordneten,  rasch  zu  erlangenden  Überblick  über 
das  vorhandene  Anschauungsgebiet.  Andemtheils  aber  bewahren 
sie  in  ihren  Vorrathsräumen  aufgespeichertes  Forschungsmaterial 
zu  handen  vou  Gelehrten,  die  bestimmte  Aufgaben  eingehender 
zu  dm-chforschen  wünschen. 

Als  grossartiges  Beispiel  einer  Centralanstalt,  welche  einer- 
seits der  Verbreitung  thatsächlicher  Naturanschauung  und  anderer- 
seits der  Fördening  wissenschaftlicher  Foi-schung  dient,  steht 
A.  Dohuk's  zoologische  Station  in  Neapel  da.*)  Hier  bietet  das 
im  Erdgeschoss  befindliche  Aquarium  Gelehrten  und  Ungelehrten 


i)  Hierüber  verweise  ich  auf  meinen  1886  vor  der  Ges.  deubseber 
Naturf.  u.  Aerzte  in  Berlin  gehaltenen  Vortrag:  „Die  Entwickelung 
der  zoologischen  Station  in  Neapel  und  das  wachsende  Bedürfniss  nach 
wissenschaftlichen  Centralanstalten“. 
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eine  unerschöpfliche  Quelle  belehrender  Anschauung  über  die 
lebenden  Wesen  des  Meeres  ^ während  die  Station  im  engeren 
Sinn  eine  Forschungsstätte  ist  mit  möglichst  liberaler  Gewähruug 
aller  erforderlichen  Hilfsmittel.  Die  Beamten  der  Anstalt  er- 
theilen  keinen  Unten-icht,  dass  heisst  .sie  halten  keine  Vorlesungen, 
aber  doch  verlässt  kein  Forscher  die  Station,  der  ihnen  nicht 
in  reichem  Maasse  für  ihre  sachkundige  Belehrung  Dank  schuldig 
bliebe. 

Die  Verwaltung  wissenschaftlicher  Hilfsmittel  zu  allgemeinem 
Gebrauch  tritt  am  schärfsten  bei  öflentlichen  Bibliotheken  zu 
Tage.  Die  Interessenten  verschiedenster  Art  finden  hier  ihr 
litterarisches  Rüstzeug  stets  bereit  liegend,  Auch  besteht  keinerlei 
abweichende  Auffassung  über  die  Bedeutung  öffentlicher  Bibliotheken 
und  über  die  Wünschbarkeit  möglichst  liberaler  Verwaltungs- 
grundsätze. Die  Beamten  stehen  im  Dienste  der  Allgemeinheit 
und  ihre  besondere  Richtung  hat  völlig  in  den  Hintergrund  zu 
treten. 

Als  einen  andersgearteten  Typus  von  Centralanstalten  können 
wir  die  astronomischen  Observatorien  betrachten.  Von  der  stillen 
Thätigkeit  dieser  Arbeitsstätten  dringt  nur  ausnahmsweise  etwas 
nach  Aussen  und  auch  da,  wo  sie  an  Universitäten  angegliedert 
sind,  sind  sie  in  ihrer  Thätigkeit  verknüpft  mit  grossen,  der 
Gesammtwissenschaft  gestellten  Aufgaben.  Alle  bestehenden 
Sternwarten  bilden  ein  grosses  Netz  von  Stationen,  die  mit  ihrer 
Arbeit  ineinander  zu  greifen  haben.  Jede  derselben  arbeitet 
an  der  Melu-ung  eines  Thatsachenbestandes , der  Allen  zu  gute 
kommt  und  jeder  ist  dabei  ihr  besonderer  Platz  angewiesen. 


In  obiger  summarischer  üebersicht  kommen  die  verschiedenen 
Richtungen  zum  Ausdruck,  nach  denen  hin  die  Bedeutung  von 
Centralanstalten  sich  zu  enrtvickeln  vermag,  Es  sind  dies 

Im  Interesse  der  Forschurig: 

1)  die  Bewältigung  grösserer,  über  die  Kräfte  einzelner 
Forscher  hinausgehender  Aufgaben,  vor  allem  solcher  Aufgaben, 
welche  ein  nach  einheitlichem  Plan  arbeitendes,  technisch  geschultes 
Personal  verlangen. 

2)  die  Theilnahme  an  solchen  tcissenschaftlichen  Unter- 
nehmungen, die  nur  durch  Cooperation  verschiedener  Anstalten 
möglich  sind. 

28* 
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3)  dk  Außpfichcrunff  wissenscJiafllichm  Mataialcs  zu 
Ginistm  der  desselben  bcdiirfaulm  Forscher. 

4)  die  Anlage  von  Archiven,  in  denen  bereits  verarbeiMes 
oder  der  Bearbeitung  harrendes  Material  bis  auf  Weiteres  auf- 
beieahrt  wird. 

5)  die  Ausbildung  besonderer  Forsehungsmethoden. 

Im  Interesse  der  Verbreitung  wissenschaftliehn-  Kenntnisse: 

(>)  die  geordnete  Aufstellung  und  Erlmderung  des  der  all- 
gemeinen Belehrung  in  engeren  und  weiteren  Kreisen  dienenden 
Matei'iales. 

Mag  bei  den  betreffenden  Anstalten  die  eine  oder  die  andere 
Riebtung  mehr  in  den  Vordergrund  treten,  so  ist  für  alle  er- 
forderlicdi,  dass  eine  Disrontinuität  in  den  leitenden  Grundsätzen 
der  Führung  ausgesehlossen  sei. 

11'7(>  hunn  bei  umfangreichen  wissenschaftlichen  Arbeiten  die 
Controlle  iles  Materiales  für  andere  Forscher  ermöglicht  werden? 
(Zu  Nr.  4 obiger  Aufzählung). 

Es  ist  eine,  besonders  unter  jugendlichen  Forschern  weit 
verbreitete  Ansicht,  es  sei  zur  llegründung  der  erhaltenen  Er- 
gebnisse nötbig,  das  benützte  Material  und  die  bei  der  Arbeit 
durcbrnessenen  Wege  in  möglichster  Vollständigkeit  dem  Leser 
auseinander  zu  legen.  Dieser  Ansicht  verdankt  man  die  Publi- 
cation  von  detaillirten  Beobachtungstagebüchem , die  Mittbeilung 
endloser  Zahlentabellen,  die  Beschreibung  umfangreicher  Schnitt- 
reihen und  ähnlicher  Belege  aufgewendeten  Fleisses.  — Solchen 
Publicationen  liegt  die  Voraussetzung  zu  Grunde,  es  sei  der 
Leser  geneigt,  das  mitgeteilte  Rohmaterial  seinerseits  noch  einmal 
durehzuarbeiteu,  und  er  werde  dadurch  für  die  Anschauung  des 
Autoi-s  gewonnen  werden.  Diese  Voraussetzung  ist  aber  er- 
fahnuigsgemäss  eine  irrthümliche.  Der  Leser  verlangt  nicht  das 
Rohmaterial,  sondern  die  durchdachten,  wissenschaftlich  verdauten 
und  durch  eine  Auswahl  treffender  Beweisstücke  begründeten 
Ergebnisse  des  Autors.  Durch  den  Charakter  der  Darstellung 
und  nicht  durch  die  Menge  des  mitgetbeilten  Rohstoffes  erwirbt 
sich  dieser  beim  wissenschaftlichen  Publicum  das  Vertrauen,  da.s 
seiner  Arbeit  den  gewünschten  Erfolg  bringt.  Auch  im  wissen- 
schaftlichen, nicht  nur  im  geschäftlichen  Leben  bildet  der  Credit 
die  Basis  eines  erspriesslichen  Verkehrs. 

Nun  mag  es  aber  unter  gewüssen  Umständen  in  der  That 
wünschbar  sein,  das  einzelne  später  kommende  Forscher  Einblick 
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bekommen  in  das  gesaimnte  Material  ihrer  Vorgänger.  Dafür 
giebt  es  ein  sehr  einfaches,  die  Litteratur  nicht  bela.stendes 
Mittel:  man  deponirt  die  betreffenden  Aetenstüeko,  Tagebücher, 
Zahlentabellen,  Schnittreihen  u.  s.  w.  bei  einer  geeigneten  wissen- 
schaftlichen Anstalt,  bei  der  sie  von  Späteren  stets  wieder  eingesehen 
und  verglichen  werden  können.  Xs  ist  nicht  gut,  dass  Alles  ge- 
druckt werde,  und  wenn  wir  es  dahin  bringen  können,  dass  der 
entbehrliche  Ballast  in  der  Litteratur  gemindert  wird,  so  werden 
uns  unsere  Nachfolger  Dank  dafür  schulden. 

l'eber  Ceiitralinstitiife  zur  Förderung  der  Kenntniss  des  (lehirnes. 

Die  Nothwendigkeit,  die  Kenntniss  des  Gehirnes  in  umfassendem 
Maasse  zu  föi-deru  und  zu  verbreiten  macht  sich  in  immer  weiteren 
Kreisen  fühlbar.")  Zuerst  haben  bekanntlich  die  Psychiater  das 
Bedürfniss  empfunden  das  Maass  ihrer  Kenntnisse  vom  Gehirn  über 
das  von  den  Anatomen  Gebotene  hinaus  zu  erweitern.  Mkynkut, 
Guoiien  und  weiterhin  Fi.eciishi  sind  als  Bahnbrecher  voraus- 
gegangen; die  von  ihnen  geschaffene  Wissenschaft  aber  ist  während 
geraumer  Zeit  eine  Art  von  Geheimlehre  gebUeben.  Zu  den 
Schwierigkeiten  völlig  neuer  und  verwickelter  köiiierlicher  Auf- 
lassung und  zu  der  Schwerverdaulichkeit  der  ersten  litterarischen 
Darstellungen  kam  noch  der  Stacheldraht  einer  eigenen  Nomen- 
klatur, um  den  Zutritt  in  dies  Gebiet  zu  erschweren.  Dem  ist  in- 
de.s.scn  durch  die  gewandten  Darstellungen  jüngerer  Autoren, 
eines  Edingeu,  Okersteiner  u.  A.  insofern  abgeholfeu  worden,  als 
wenigstens  die  litterarische  Einarbeitung  in  die  Gehirnlehre  zur 
Zeit  keine  besonderen  Schwierigkeiten  darbietet.  Auch  ist  die 
Methodik  der  Forschung  während  der  verflosseuen  Jalrrzchnte 
durch  GoLtii,  Ehrlich,  Weicert  u.  A.  ungemein  gefördert  und 
dem  entsprechend  auch  die  Zahl  selbständiger  und  erfahrener 
Gehirnforschcr  erheblich  gemehrt  worden.  Auf  der  anderen  Seite  aber 
ist  der  Kreis  derer,  die  von  Berufswegen  einer  genauen  Kenntniss  der 
Gehimanatomie  bedürfen,  in  ungeahntem  Maas.se  gewachsen.  Den 

1)  Man  darf  sich  übrigens  hierin  nicht  täuschen.  Auch  hier  zeigt 
die  Erfahrung,  dass  die  Forscher  eher  geneigt  sind,  sich  ihr  Material 
von  Grund  auf  neu  zu  schaffen,  als  das  ihrer  Vorgänger  im  Einzelnen 
dnrchziiarheiten. 

2)  Man  vergl.  hierüber  da,s  bereits  1886  in  meinem  in  Berlin  ge- 
haltenen Vortrag  Gesagte. 
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Anatomen,  Physiologen  und  Psychiatern  haben  sich  zuerst  die 
internen  Kliniker  augeschlossen,  von  denen  heutzutage  eine  sehr 
gründliche  Kenntniss  von  der  Organisation  des  Gehirnes  verlangt 
wird.  Dann  sind  die  Chirurgen  gefolgt,  die,  auf  eine  in’s  Einzelne 
gehende  Kenntniss  des  Organes  sich  stützend,  aus  den  Erscheinungen 
vorhandener  Störungen  den  Ort  der  Störung  fcstzustellen  und 
chirurgisch  zu  behandeln  gelernt  haben.  Weiterhin  haben  die 
Psychologen  erkannt,  dass  die  Gehirnlehre  zu  einer  Grundlage 
ihrer  Forschung  worden  muss,  und  endlich  ist  die  Menge  der 
Interessenten  unübersehbar,  die  bei  Schaffung  einer  vergleichenden 
Gehimlehre  betheiligt  sein  wird.  Hier  liegen  in  der  That  Auf- 
gaben der  allerumfassendsten  aber  auch  der  allerinteressantesteq 
Art  vor.  Aus  ähnlichen  Aufiingen  entwickeln  sich  die  verschiedenen 
Gehirnformen,  und  sic  spccialisiren  sich  mehr  und  mehr  nach 
Klassen,  Ordnungen,  Gattungen,  Species  und  Individuen.  Gewisse 
Zellengruppen  und  Faserbahnen  kehren,  wenn  auch  in  sehr  wechselnder 
Ausbildung  allenthalben  wieder,  andere  sind  für  diese  oder  jene 
Thierform  spccifisch,  und  wie  der  Rau  des  Gehirnes,  so  wechseln 
auch  dessen  Lebensäusserungen.  Von  einer  fortgeschrittenen 
Gehirnlehre  wird  verlangt  werden,  dass  sie  den  Zusammenhang 
zwischen  dem  Wechsel  in  der  Gehirnorganisation  und  dem  seiner 
Lebensäusserungen  zu  klarem  Ausdruck  bringt. 

Bei  der  centralen  Stellung,  die  die  Gehirnlehre  einnimnit 
und  deren  Bedeutung  noch  in  vollem  Wachsen  begriffen  ist,  geht 
es  nicht  an,  dass  sie  auf  die  Dauer  von  Anatomen  und  Psychiatern, 
gewisserma.ssen  im  Nebenamt,  erledigt  wird.  Schon  heute  ist  der  Um- 
fang des  Gebietes  so  gross,  dass  ihm  ein  Einzelner  und  auch  selbst 
eine  einzelne  Anstalt  nicht  mehr  nach  allen  Richtungen  gerecht 
zu  werden  vermag.  Die  topographische,  die  histologische,  die 
entwickelungsgeschiehtliche  und  die  vergleichend  anatomische  Ver- 
folgung der  vorliegenden  Probleme  verlangen  jede  ihre  Be- 
rücksichtigung und  dabei  greifen  die  Probleme  auf  das  mannig- 
fachste in  einander  über.  Die  Vielgestaltigkeit  der  zu  lösenden 
Aufgaben  und  der  Umfang  der  erforderlichen  Arbeit  drängen  da- 
rauf hin,  ein  System  von  C'entralanstalten  zu  errichten,  die  nach 
gemeinsamem  Plan  arbeitend,  und  sich  gegenseitig  imterstützend, 
die  Specialarbeiten  unter  sich  theilen.  In  dem  Sinn  ist  von  der 
internationalen  Association  der  Akademien  in  Paris  der  oben 
angeführte  Beschluss  gefasst  worden. 

An  der  sehr  lebhaften  Verhandlung  hatten  sich  die  Herren 
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Waldeyer,  Ray-Lanke.ster,  llETzirs,  Mosso,  Oiaro,  Ehlers  und 
Perrier  betheiligt  und  übercinstiininend  die  Wünschbarkeit  eines 
Vorgehens  in  der  angegebenen  Richtung  anerkannt.  Es  sind,  wie 
man  sieht,  drei  getrennte  Aufgaben,  die  den  zu  begründeten  An- 
stalten überwiesen  werden; 

1)  die  AHshdduwj  der  auf  Grhirnforschumj  heziigVuhen 
Methoden. 

2)  Die  Sammluwj  ron  Beobarhlinifisninterial. 

3)  Die  Nulsbannnchun;/  de.“  (jesammellm  3[nleriales  in  all- 
gtmeinerem  Interesse. 

lieber  die  Ausbildung  der  auf  (iehirnrorsebung  bezüglichen  Methoden. 

sind  weitere  Erörterungen  kaum  erforderlich.  Anstalten,  denen 
die  Aufgabe  zufilllt,  lleobachtungsinaterial  zu  sammeln,  die  dem- 
nach darauf  angewiesen  sind,  mit  den  Methoden  und  Ergebnissen 
der  neuesten  Forschung  in  Fühlung  zu  stehen,  werden  die  über- 
nommenen Methoden  ohne  Weiteres  auch  .selbstständig  vervoll- 
kommnen und  durch  neu  erfundene  vennehren.  Wichtig  erscheint 
vor  Allem,  dass  die  Methoden  klarer  und  übersiehHieher  Dar- 
strlliinff  der  gewonnenen  Krfahrungen  durch  zweckmässige  Com- 
bitiirung  von  Modellen,  Photogrammen , Diapositiven  u.  s.  w.  zu 
immer  befriedigenderer  Ausbildung  gebracht  werden. 

Die  Sammlung  von  Beobarhtiingsmaterial 

wird  die  Hauptaufgabe  der  zu  begründenden  Anstalten  sein.  Es  sollen 
die  Anstalten  Archive  werden,  in  denen  das  erreichbare  Material  in 
möglichster  Reichlichkeit  und  Vollständigkeit  aufgespeichert  und 
geordnet  wird.  Hierbei  handelt  cs  sich  ebensowohl  um  Sammlung 
von  bereits  vorhandenem,  als  um  die  von  neu  zu  schaffendem 
Material.  Das  sich  cröflhende  Feld  ist  nun  allerdings  ein  un- 
ermesslich grosses:  A'’orerst  ist  hervorzuheben,  dafs  wenn  in  den 
Beschlüssen  der  internationalen  Association  der  Akademien 
Centralanstalten  für  Förderung  der  „Gehirnlehre“  in’s  Auge  ge- 
fasst worden  sind,  laut  ausdrücklicher  Verständigung,  das  Haupt- 
organ für  das  tiesammtsystem,  das  Gehirn  für  das  Nervensystem 
gesetzt  worden  ist.  Die  Bearbeitung  von  Rückenmark,  Ganglien 
und  Sinnesorganen  fällt  mit  in  den  Bereich  der  zu  begründenden 
Anstalten,  und  in  diesem  weiten  Sinn  ist  auch  in  diesem  Aufsatz 
überall  vom  Gehirn  die  Rede. 
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Bleiben  wir  zunächst  beim  menschlichen  Gehirn,  so  kommen 
für  die  gröbere  anatomische  Behandlung,  Wägung  und  Messung 
des  Gesammtorganes  und  seiner  Theile  in  Betracht,  sodann  die 
Feststellung  der  Formvarietätcu,  und  der  durch  das  Alter  be- 
stimmten Müditicationon.  Speciell  heim  Grosshirn  bildet  die 
Windungslehre  ein  in  sich  geschlossenes  Gebiet.*)  An  die  äusscr- 
licho  Formbetrachtung  schliesst  sich  die  Verfolgung  der  inneren 
Organisation  an,  wie  sie  insbesondere  durch  das  Studium  der 
Schnitte  sich  enthüllt,  die  Feststellung  und  Umgrenzung  der 
grauen  Kci-ne  und  der  sie  verbindenden  Faserbahnen.  Weiter- 
hin folgt  die  Durchforschung  der  Histologie  und  vor  allem  der 
histologischen  Topographie  des  Organes,  der  hinsichtlich  der 
Xatur  und  der  Vertheilung  der  Zellen  vorkommenden  Eigenthüm- 
lichkeiten,  sowie  des  Ursprunges  ixnd  der  Endbezirke  der  einzelnen 
Faserbalmen.  Hier  wie  bei  der  gröberen  Oi'ganisationslehre  ist 
die  Arbeit  nicht  auf  blosse  Schnittstudien  zu  beschränken,  es  sind 
plastische  Rcproductionen  möglichst  priiciser  Art  herzustellen. 
Letztere  können,  wenn  sie  corrcct  ausführbar  sind,  auch  zu 
quantitativen  Bestimmungen,  zu  einer  genauen  Vergleichung  der 
Massenentwickelung  der  einzelnen  Bezirke  verwerthet  werden. 

Als  Basis  der  Organisationslohre  ist  die  Gebirnentwickelung 
zu  bearbeiten  und  zwar  sowohl  die  embryonale  Entwickelung 
der  äufseren  Formen  und  ihrer  inneren  Gliederung,  als  auch  die 
Entwickelung  der  Markfasorn  im  Sinn  von  P.  Flechsig  und  seiner 
Schule. 

Im  Anschluss  aber  an  die  Anatomie  des  menschlichen  Ge- 
hirnes ist  die  vergleichende  Gehirnlehre  zu  entwickeln  und  zwar 
von  den  einfachsten  Formen  ausgehend  bis  herauf  zum  Menschen. 

Sehl'  Vieles  von  dem  hier  Aufgezählten  ist  schon  wissen- 
schaftlicher Besitz,  und  die  zu  begründenden  Anstalten  haben  den 
vorhixndenen  Besitzstand  nur  zu  sammeln  und  angemessen  zu 


i)  Durch  Herrn  Mosso  ist  in  Paris  das  Unternehmen  von  Profe.s.aor 
Chiahuoi  zur  Sprache  gebracht  worden,  der,  an  ältere  Arbeiten  von 
Calori,  Tenchiki  u.  A.  anknnpfend,  für  Italien  ethnographische  Massen- 
bestimmungen von  Gehirngewichten  anregt.  Das  verdienstvolle  Unter- 
nehmen eröffnet  eine  besondere,  der  Xachahmuug  werthe  Bahn  collectiver 
wissenschaftlicher  Arbeit  (Proposto  di  uno  studio  collettivo  sul  peso 
deir  Encefalo  negli  Italiani.  Istituto  anatomieo  di  Firenze  1903  aus 
„Sperimentale“  Arcliivio  di  Biologin  normale  et  patologica  anno  LV 
fase.  i".  S.  u). 
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ordnen.  Nocli  viel  mehr  aber  bleilit  erst  zu  erwerben,  und  nach 
der  Richtung  hin  bedarf  e.s  zwischen  den  Anstalten  der  Ver- 
ständigung über  gemeinsame  Arbeitsgrundsätze,  über  die  zweck- 
mässige Vertheilung  der  zu  leistenden  Arbeit  und  über  die  gegen- 
seitige Zugänglichmachung  neu  erworbenen  Materiales.  Völlig 
naturgeniäss  werden  einzelne  Anstalten  mehr  darauf  angewiesen  sein, 
auf  Spccialgebiete,  wie  etwa  das  histologische,  sich  zu  beschränken, 
wähi’end  andere  die  Möglichkeit  haben  mit  ausgiebigem  Material 
zu  arbeiten  und  statistische  Ergebnisse  zu  sammeln.  Die  leichtere 
Zufuhr  vergleichend  anatomischen  Materiales  wird  wieder  be- 
stimmte Anstalten  veranla.sscn,  nach  dieser  Richtung  sich  haupt- 
sächlich auszubilden.  Die  Hauptsache  bleibt  das  organische  Zu- 
sammenarbeiten der  verschiedenen  Anstalten  nach  gemeinsamen 
Ziel.  — Früher  oder  später  wird  eine  ins  Einzelne  gehende 
Topographie  des  Gehirnes  mit  Zellenzählungen  sich  nothwendig 
erweisen,  die  dann  auf  ähnlichem  Wege  mit  gctheilten  Kräften 
zu  bearbeiten  sein  wird,  wie  etwa  die  Sternkarten  der  Astro- 
nomen. 

Ucher  die  Sammlung  v&n  Originalmaterialien.  Die  zu  be- 
gründenden Anstalten  werden  sich  bemühen,  Originalmaterialien, 
seien  es  mikroscopische  Präparate,  seien  es  Originalmodelle, 
Photogramme  oder  Diapositive  in  möglichster  Reichlichkeit  zu 
erwerben.  Hinsichtlich  der  histologischen  Präparate  werden  wohl 
die  meisten  Forscher  geim  dazu  beitragen,  dass  ihre  Belegstücke 
in  weiteren  Kreisen  bekannt  und  zugänglich  werden.  Andererseits 
wird  jeder  Interessent  mit  besonderer  Befriedigmig  Original- 
Präparate  der  grossen  Meister,  eines  Goi.gi,  eines  Ramon  y Cajal, 
eines  Rf.tzius  u.  a.  oder  Diapositive  der  FLECiisici’schen  Schnitte 
besichtigen. 

Dazu  kommt  noch  ein  Weiteres:  In  manchen  Fällen  wird 
das  Material  einer  abgeschlossenen  wissenschaftlichen  IJntersuchuug 
für  den  Autor  selber  entbehrlich  und  anstatt  es  der  Zerstreuung 
anheimzugeben,  wird  er  es  mit  Nutzen  dem  Archiv  einer  Contral- 
anstalt  überlassen.  Hier  kann  es  von  späteren  Forschern  wieder 
eingesehen  werden  und  es  können  auch  solche  Stücke  von  Werth 
werden,  die  der  Autor  als  nebensächlich  überhaupt  nicht  ver- 
öffentlicht hatte.  Eine  wichtige  Rolle  aber  würde  solchen 
wissenschaftlichen  Archiven  zukommen,  wenn  cs  möglich  werden 
sollte,  mit  ihrer  Hilfe  die  nutzlose  Breite  wissenschaftlicher 
Publikationen  einzudämmen  (s.  o.  S.  4i8j. 
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Die  Nutzbarmaehun^  des  gesammelten  Materiales  im  allgemeinen 
Interesse. 

Die  litterarische  Einarbeitung  in  die  Ergebnisse  neuerer 
Gohirnforsfhung  bietet,  insoweit  es  sich  um  allgemeinere  TJcber- 
sicbten  handelt,  zur  Zeit  keine  ungewöhnlichen  Schwierigkeiten 
mehr.  Anders  steht  die  Suche,  sobald  man  darauf  ausgeht, 
sich  eine  auf  eigener  Anschauung  hasirende  Kenntniss  des  Organes 
zu  verschaffen.  Eine  solche  ist  nur  unter  sehr  grossen  Opfern 
an  Zeit  und  an  Arbeit  erreichbar.  Jeder  Einzelne  hat  eben 
mit  Beschaffung  seines  Materiales  und  mit  dessen  Bearbeitung 
wieder  von  vorn  anzufangen  und  manche  Lebensjahre  hinziigeben, 
ehe  er  dem  erstrebten  Ziel  nahe  gekommen  ist.  Damit  sind  von 
vornherein  eine  grosse  Zahl  von  Intere.ssenten  von  der  Möglichkeit 
eigener  ausgiebiger  Anschauung  abgeschnitten,  und  zwar  nicht 
durch  innere  Nothwendigkeit,  sondern  durch  äussere  Hindernisse. 

Diese  Hindenii.sse  zu  beseitigen,  .soll  aber  eben  eine  der  Aufgaben 
der  neu  zu  begründenden  Anstalten  sein.  Durch  ihre  Angestellten 
und  durch  ihre  au.swärtigen  Verbindungen  hat  die  Anstalt  das 
betreffende  Material  angesammelt,  und  es  bandelt  sich  darum, 
es  denen,  die  seiner  bedürfen,  nutzbar  zu  machen.  Dabei  sind 
wiederum  verschiedenartige  Ansprüche  zu  befriedigen,  einerseits 
die  der  Lernenden,  andererseits  die  der  Forscher. 

Durch  passende  Aufstellung  von  Präparaten,  von  Schnitt- 
reihen, von  Photogrammen  und  Modellen  und  durch  geeignete 
Erklärungen  kann  erreicht  werden,  dass,  wie  in  einem  gut  ge- 
ordneten Museum,  der  Belehrung  Suchende  sieh  ohne  fremde 
Hilfe  zurecht  finden,  und  im  Verlauf  einiger  Tage  oder  Wochen 
eine  Summe  von  Anschauungen  und  Kenntni.ssen  sammeln  kann, 
zu  deren  Erwerb  durch  eigene  Arbeit  Jahre  nicht  ausgereicht 
hätten  Soweit  cs  sich  um  Präparate  handelt,  die  wie  mikro- 
scopische,  oder  leicht  zerstörbare,  nicht  ohne  Weiteres  frei  auf- 
gestellt  werden  können,  wird  durch  zweckmässige  Regiemente 
dafür  zu  .sorgen  sein,  dass  deren  Benutzung  ohne  Schädigung 
erfolgen  kann.  In  vielen  Fällen  werden  auch  an  Stelle  der 
Präparate,  deren  vergrösserte  Photogramme  aufzustellen,  und  in 
angemessenen  Zeiträumen  werden  Demonstrationen  mit  dem 
Projectionsapparate  vorzunehmen  sein.  Es  würd  eine  ganz  beson- 
dere Aufgabe  der  Directionen  sein,  die  demonstrativen  Leistungen 
ihrer  Anstalten  auf  das  gi-össtmögliche  Maass  zu  bringen. 


Digilized  by  Google 


Ueber  wissenschafti.iche  Centbaijinstalten. 


425 


Die  weitere  Aufgabe  der  Anstalten,  den  Bedürfnissen  von 
Speziulforschern  entgegenzukommen,  lässt  sich  a priori  nicht  regle- 
mentiren,  weil  die  Bedürfnisse  nach  der  Richtung  sehr  verschieden 
sein  können.  Nur  soviel  lässt  sich  verlangen,  dass  bei  der  Er- 
richtung der  Anstalten  durch  Schaffung  verfügbarer  Arbeitsräume 
die  Möglichkeit,  Spezialforschem  zu  dienen,  vorgesehen  und  im 
Allgemeinen  das  Princip  möglichster  Liberalität  anerkannt  wird. 


lieber  die  Einriehtong  von  Centralanstalten  für  (lehirnanatomie. 

Unsere  hervorragenden  Gehirnanatomen  haben  von  jeher 
einzelne  Schüler  in  die  Ergebnisse  und  Methoden  ihrer  Arbeiten 
eingeführt.  Um  Mbvnkrt  hat  sich  eine  Wiener-,  um  Gudubn 
eine  Münchener-,  um  Fi.echsi«  eine  Leipziger  Schule  gebildet, 
in  Paris  sind  nach  einer  Richtung  hin  Chakcot,  nach  einer 
andern  Broca  die  Mittelpunkte  gehirnanatomischcr  Be.strebungcn 
gewesen  und  auf  speciell  histologischem  Gebiet  hat  sich  um 
Goloi  ein  thätiger  Schülerkreis  gesammelt.  In  neuerer  Zeit  ist 
die  Zahl  hirnanatomischer  Schulen  gewachsen,  so  arbeiten,  um 
von  mir  bekannten  zu  roden,  in  Frankfurt  stets  einige  Aerzte 
bei  EniNGER  und  bei  Weigert  über  das  Gehirn  und  hier  in 
Leipzig  bildet  seit  einer  Reilie  von  Jahren  Prof.  Held  einen 
Anziehungspunkt  für  jüngere  Gehirnforscher.  Aus  dessen  Schule 
sind  Gale  in  Minnesota,  Mills  in  Montreal  hervorgegangen  und 
Hewitsos,  dessen  Präparate  die  Unterlage  zu  dem  schönen  von 
Miss  Floren'Ce  Sarin  gebauten  und  publicirten  Modell  des  Hira- 
stammes  geliefert  haben.  *)  Die  Erziehung  junger  Gehimforschcr 
stösst  unter  den  gegenwärtigen  Verhältnissen  auf  keine  besondere 
Schwierigkeiten  mehr,  und  für  die  zu  begründenden  Anstalten 
kann  darin  nur  ein  Nebenzweck  liegen. 

Die  Kosten  ftti’  die  Errichtung  einer  Centralanstalt  für 
Gehirnanatomie  werden  sich  natürlich  nach  dem  Umfange  be- 
messen, den  man  einer  solchen  geben  will.  Es  wäre  zu  wünschen, 
dass  in  jedem  Culturstaat  wenigstens  eine  grössere  Anstalt  vor- 
handen wäre,  die  möglichst  reichlich  ausgestattet  und  demnach 

l)  Miss  Florence  Sarin.  A iiiodel  of  the  medulla  oblongata,  pons 
and  midbrain  of  a new-bom  habe,  in  den  Contributions  to  the  Science 
ofMedecine,  die  als  Jubelschrift  fürW.  H.  Freni  h herausgegeben  worden 
sind.  John  Hopkin’s  Press,  Baltimore,  1900. 
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auch  möglichst  IcistungskrUftig  wäre.  An  eine  .solche  Haupt- 
unstult  könnten  sich  immerhin  noch  kleinere  mit  Nutzen  an- 
gliedern. 

Von  wis.senschat'tlich  gehildetem  Personal  kämen  in  Betracht, 
Directoren,  Custoden  der  Sammlung  und  Demou.stratoren , von 
techni.schen  Gehilfen  Schnitttcclmiker,  Photographen  und  Modelleure. 
Diese  Positionen  führe  ich  getrennt  auf,  aber  es  ist  klar,  dass  ein 
und  dieselbe  Person  unter  Umständen  mehrere  Fuuctiouen  ver- 
einigen kann.  Ein  Custode  der  Sammlung  kann  für  be.stimmte 
Stunden  des  Tages  oder  der  Woche  auch  Demonstrationen  leiten. 
Ein  Schnittteclmiker  kann  auch  photographiren,  oder  modelliren 
u.  s.  w.  Hinsichtlich  der  techni.schen  Dienstleistungen  aber  ist 
daran  zu  eriniiern,  dass  bei  richtiger  Führung  weibliche  Hände 
sich  sehr  nützlich  erweisen  können. 

Zu  den  Kosten  für  Personalgehalte  kommen  die  Kosten  für 
Materialauschatfung  und  für  den  Unterhalt.  Die  Errichtung  und 
Ausstattung  eines  passenden  Gebäudes  verlangt  eine  einmalige 
grössere  Ausgabe  und  dabei  ist,  wie  bei  allen  lustitutsgebäuden 
darauf  zu  achten,  dass  von  vornherein  die  Möglichkeit  späterer 
Erweiterung  ins  Auge  gefasst  wird. 


Feber  gemeinsame  (irundsätze  für  entwirkelnngsgeschichtliclie  .Arbeiten. 

Das  Meiste  von  dem,  was  über  die  Aufgaben  und  den  Nutzen 
von  Anstalten  für  Gehirnanatomie  auseinander  gesetzt  worden  ist, 
lässt  sich  ohne  Weiteres  auch  auf  Anstalten  für  entwickelungs- 
geschichtliche Arbeiten  übertragen.  Ein  systematisches  Vorgehen 
zur  Bewältigung  der  erfordeilichen  Massenarbeit  ist  hier  sogar 
noch  dringlicher  als  beim  Gehirn.  Dazu  kommen  die  besonderen 
Schwierigkeiten  der  Materialbeschaffung  und  die  mannigfache 
Einmengung  theoretischer  Vorstellungen,  wodurch  die  unter- 
nommenen Untersuchungen  oft  von  vornherein  in  einseitige  Bahnen 
gelenkt  werden. 

ln  ihrem  ursprünglichen  Antrag  hatte  die  Königl.  Sächs. 
Ges.  der  Wissenschaften  die  Einigung  über  die  bei  entwickelungs- 
geschichtlichen Arbeiten  zu  befolgenden  Grundsätze  als  ein  Ilaupt- 
desiderat  aufgestellt.  Bei  den  Verhandlungen  der  Association  der 
.Akademien  in  Paris  hat  sich  aber  hcrausgestellt,  dass  eine  inter- 
nationale Inangriffnahme  dieser  Aufgaben  vorerst  noch  verfrüht 
ist.  Das  Gebiet  erscheint  noch  zu  wenig  abgeklärt,  auch  ist  der 
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Kreis  der  Interessenten  noch  lange  nicht  so  gross,  w'ie  hei  der 
(lehiiTilehre,  und  so  hat  man  es  für  zweckmässiger  erachtet,  die 
Sorge  für  entwickelungsgeschichtliche  Arbeiten  den  speciellen 
Fachvereinen  zu  überweisen.  Die  anatomische  Gesellschaft  hat 
bei  ihrer  Jahresversammlung  in  Bonn  die  ihr  zugewiesene  Auf- 
gabe (wie  oben  S.  414  erwähnt  wurde)  sofort  in  Angrifl’  ge- 
nommen. 

Es  ist  kein  Zweifel,  dass  die  Schwierigkeiten  der  Verstän- 
digung auf  entwickelungsgcschichtlichem  Gebiete  sehr  viel  grösser 
sind,  als  auf  dem  der  Gehirnanatomie.  Dies  gilt  vor  allem 
deshalb,  weil  hier  der  subjective  Standpunkt  der  Bearbeiter  bis  jetzt 
eine  viel  entscheidendere  Rolle  spielt.  Ganze  Reihen  von  Unter- 
suchungen, zu  denen  das  Material  z.  Th.  nur  unter  Aufwand 
ungewühnliOher  Energie  erobert  werden  konnte,  sind  in  der  aus- 
gesprochenen Absicht  unternommen,  diese  oder  jene  theoretische 
Vorstellung  zu  begründen.  Bei  solchen  Unternehmungen  tritt 
aber  die  auf  naiver  Naturheohachtung  beruhende  rein  sachliche 
Beschreibung  zurück  gegenüber  der  argumentironden  Behandlung 
des  Gegenstandes.  Es  ist  eben  für  zahlreiche  Bearbeiter  ent- 
wickelungsgeschichtlicher Fragen  die  Arbeit  nur  Mittel  zum  Zweck. 
Dies  mag  den  Vortheil  haben,  den  Kreis  der  Bearbeiter  erheblich 
zu  vermehren  und  zur  Herbeischaffung  auch  seltenen  Materials 
anzustacheln.  Immerhin  ist  zu  betonen,  dass  das  Bedürfniss 
besteht,  einen  sicheren,  in  sich  möglichst  zusammenhängenden  und 
geschlossenen  Bestand  an  thatsächlichem  Beobachtungsmaterial 
zu  besitzen,  nicht  blos  in  Beschreibungen,  sondern  in  Abbildungen, 
Photogrammen  und  Modellen.  Ein  solcher  Bestand  muss,  gleich 
den  Karten  der  Geographen  und  Geologen  immer  präciser  durch- 
gearbeitet weiüen  und  er  muss  das  feste  Fundament  bilden,  das 
unabhängig  von  allen  Zeitströmungen  der  weiteren  Forschung  die 
Bahn  frei  lässt.  Für  die  menschliche  Embryologie  habe  ich  in 
einer  die  ersten  zwei  Entwickelungsmonate  umfassenden  Normen- 
tafel und  in  Modellreihen  gesucht,  einen  ersten  Anfang  zu  schaffen, 
und  in  sehr  zu  hegrüssender  Weise  hat  es  Keibel  unternommen, 
vergleichende  embryologische  Norinentafeln  ins  Leben  zu  rufen, 
als  Unterlage  für  weitergehende  Untersuchungen.  Von  den  Bildern 
wird  man  mehr  und  mehr  zu  den  [)lastischen  Modellen  fortschreiten, 
für  deren  Herstellung,  Dank  der  BoRN’schen  Methode,  sich  ja  heute 
zahlreiche  jüngere  Forscher  interessiren.  Noch  besteht  aber  eine 
gewisse  Zusammenhangslosigkeit  in  den  verschiedenen  Bestrebungen, 
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und  7.U  deren  Beseitigung  beizutragen,  soll  gerade  die  Aufgabe 
der  neu  erwählten  Commission  sein. 

Das  wichtigste  Hilfsmittel  zur  Förderung  des  erstrebten 
Zieles  würde  auch  hier  die  Begründung  wohl  ausgestatteter  Central- 
anstalten  sein,  an  denen  das  bezügliche  Material  nach  denselben 
(iniudsätzen  gesammelt  und  verwaltet  würde,  die  oben  für  Gehim- 
austalten  aus  einander  gesetzt  worden  sind.  Solche  Anstalten 
werden  mit  der  Zeit  auch  kommen,  aber  vorerst  fragt  es  sich, 
was  kann  schon  jetzt  im  Interesse  grösserer  Einigung  geschehenV 
Das  erste  m erstrebende  Ziel  ist  eine  treitgehnule  Vergleichbarheit 
der  von  rersehiedenm  Autoren  milgetheilten  Ergebnisse.  Diese 
Vergleichbarkeit  muss  sich  auf  Text,  Abbildungen  und  Modelle 
beziehen. 

In  Betrefl’  der  Textdarstellung  ist  zu  erstreben,  dass,  unab- 
hängig von  aller  theoretischen  Discussion,  die  Beschreibungeu  klar 
und  sachlich  gehalten,  und  descriptive  Bezeichnungen  vor  theore- 
tischen bevorzugt  werden.  So  ist  z.  B.  das  so  viel  gebrauchte  Wort 
„Gastrulation“  ein  theoretischer  Begritf,  der  von  verschiedenen 
Autoren  in  verschiedenem  Sinne  gebraucht  wird,  und  dasselbe 
gilt  von  dem  Worte  „Urmund“.  Wogegen  „Bildung  des  mittleren 
Keimblattes“,  „Blastoporus“,  „Primitivstreifeu“  u.  s.  w.  descriptive 
Bezeichnungen  sind,  die  keinen  Doppelsinn  zula.ssen.  Sieht  sich  ein 
Autor  veranlasst,  von  ihm  bei  früheren  Anlässen  neu  geschatfene 
Bezeichnungen  zu  gebrauchen,  so  wird  er  dem  Leser  stets  eine 
Wohlthat  erweisen,  wenn  er  den  Sinn  seiner  Ausdrücke,  soweit 
sie  nicht  allgemein  gangbar  geworden  sind,  von  neuem  feststellt. 
Mehr  noch  als  durch  Beschreibungen  wird  die  Vergleichbarkeit 
der  von  verschiedenen  Forschern  erlangten  Beobachtungsergebnisse 
durch  gute  Abbildungen  erreichbar  sein.  In  der  Hinsicht  eiistirt 
nun  soviel  Tretfliches,  dass  es  undankbar  wäre,  sich  dessen  nicht 
zu  freuen.  Besonders  hinsichtlich  der  technischen  Ausführung 
entsprechen  die  heutigen  Abbildungen  auch  hohen  Ansprüchen. 
Worauf  im  Interesse  allgemeiner  Vergleichbarkeit  von  Zeichnungen 
hinzustreben  ist,  das  ist  auf  die  Annahme  bestimmter  Darstellungs- 
normen und  fester  Vergrösserungsmaassstäbe.  Wo  immer  möglich, 
wird  man  gut  thun,  sich  an  einfache,  leicht  auf  einander  reducir- 
bare  Vergrösserungszahlen  (5,  10,  20,  40,  50,  100  u.  s.  w.)  zu 
halten,  oder  wenn  dies  nicht  möglich  ist,  durch  Beifügung  eines 
Maassstabes  die  Controllirbarkeit  der  Zeichnungen  sicher  zu 
stellen.  Es  bleiben  ja  dabei  immer  noch  Schwierigkeiten  übrig. 
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die  einer  völligen  Präcision  hemmend  im  Wege  stehen,  die 
Schrumpfung  der  Präparate  durch  die  angewandten  Fixationsmittel 
und  bei  Paraffinschnitten  die  durch  die  Paraffinschrumphing. 
Soweit  nicht  Coirecturen  möglich  sind,  muss  man  sich  in  diesen 
Fällen  mit  den  Annäherungswertheu  begnügen.  Die  Vergleichbar- 
keit mit  dem  Maassstab  muss  auch  von  Photogrammen  und 
Modellen  verlangt  werden.  Je  mehr  dieser  Forderung  Genüge 
geleistet  werden  kann,  um  so  mehr  haben  die  betreftenden  lie- 
productionen  den  Anspruch,  als  streng  wissenschaftliche  Documente 
behandelt  zu  werden. 

Ein  fernerer  Schritt  in  der  Richtung  gemeinsamer  Arbeit 
liegt  darin,  dass  vorhandenes  Material  anderen  Forschern  zu- 
gänglich gemacht  wird.  Mau  darf  allerdings  von  keinem  Forscher 
die  Entsagung  verlangen,  dass  er  mühsam,  in  langjähriger  ge- 
duldiger Arbeit  oder  auf  weiten  Reisen  erworbenes  Material  ohne 
Weiteres  Anderen  zur  Verfügung  stellt,  bevor  er  es  nur  selber 
bearbeitet  hat.  Dagegen  kann,  wie  mir  scheint,  Material  von 
Schnitten,  oder  von  anderen  Originalien,  das  einer  bereits  ab- 
geschlossenen Arbeit  zu  Grunde  gelegen  hat,  in  der  einen 
oder  anderen  Weise  im  Original,  in  Photogramraen  oder  in 
Modellen  Anderen  zugänglich  gemacht  werden.  Dazu  gehört 
allerdings,  dass,  wie  ich  oben  hervorhob,  Photogramme  und  Modelle 
auch  ohne  publicirteu  Text  als  wissenschaftliche  Leistungen  an- 
erkannt und  geachtet  werden. 

So  lange  keine  grösseren  Ceutralanstalten  existiren,  wird  es 
vielleicht  am  zweckinässigsten  sein,  eine  sonstige  centrale  Instanz 
zu  begiainden,  die  den  betrefifenden  Tausch-  und  Briefverkehr  ver- 
mittelt und  im  Gang  erhält. 


Die  Beherrschung  grösserer  Schnittreihen  durch  die  Photographie. 

Es  wurde  schon  oben  auf  die  Schwierigkeit  hingewiesen, 
grössere  Sammlungen  mikroscopischer  Präparate  derart  zu  be- 
heiTschen,  dass  man  sofort  herausfindet,  was  in  jedem  derselben 
von  Bedeutung  ist.  Aeussorlich  sieht  man  den  Präparaten  in 
der  Regel  wenig  genug  an,  und  es  bedarf  einer  umständlichen 
Durchmusterung  mit  schwächeren  und  stärkeren  Vergrössenmgen, 
um  die  entscheidenden  Besonderheiten  der  einzelnen  Stücke  auf- 
zufinden. Die  Mikro.scopiker  helfen  sich  so  gut  sie  können,  um 
die  einmal  gefundenen  Eigenthümlichkeiten  ihrer  Präparate  fest- 
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zuhalton.  Sic  bringen  Marken  oder  kleine  Zeichnungen  auf  den 
Etiijuetten  an,  Hieroglyphen,  die  meist  nur  dem  verständlich  sind, 
der  sie  hingemalt  hat. 

Handelt  es  .sich  um  einhryologische,  zoologische  oder  gehirn- 
anatomische  Schnittreihen,  so  sind  die  Schwierigkeiten  im  All- 
gemeinen etwas  geringer,  als  bei  rein  histologischen  Schnitten, 
weil  schon  die  gröbere  Besichtigung  der  Objecttiüger  bis  auf 
einen  gewissen  Punkt  über  deren  Inhalt  zu  orientireu  vermag. 
Immerhin  kann  auch  hier  noch  das  Suchen  recht  unbequem  sein. 
Seit  einer  Reihe  von  Jahren  benütze  ich  die  Photogi-aphie,  um 
mir  einen  zuverlä.ssigen  und  leicht  zu  üherse^ienden  Schnittcatalog 
herzustellen.  Bei  10-  bis  20-facher  Vergrösserung  werden  die 
einzelnen  Objectträger  ( d.  h.  jeweilen  eiue  Reihe  von  Schnitten 
zugleich)  auf  Broinsilberpapier  aufgenommen.  Die  Negativ- 
blätter, die  man  so  erhält,  leisten  als  Orientirungs-  und  als 
Forschungsinittel  dasselbe  wie  l’ositivbilder.  Man  kann  daran 
mes.sen , und  man  kann  sie  als  Unterlage  beim  Modelliren  ver- 
wenden. Sucht  man  bestinimte  Stellen,  so  finden  sie  sich  beim 
Durchblättern  der  Papiercopien  sehr  viel  rascher,  als  beim 
Durchmnstern  der  Präparate.  Man  kann  die  Blätter  gross  her- 
stellen  (50 — (50  cm  im  Geviert)  und  die  Herstellung  ist  ver- 
hältnissmäs.sig  wenig  zeitraubend.  Im  Verlauf  von  einigen  Tagen 
oder  Wochen  kann  man  eine  Dokumentensammlung  anlegen,  die 
jederzeit  zu  der  verschiedenartigsten  Benutzung  bereit  steht. 


Pliotugrapliische  ITojectiunsbilder  und  ihre  Schätzung  als 
Originalpuhlicationen. 

Handelt  es  sich  darum,  mikroscopische  Originalien  Andern 
zugänglich  zu  machen,  so  gewährt  dafür  die  Photographie  die 
denkbar  gi'ö.sste  Erleichterung.  Auch  ist  zu  hoffen  und  zu  er- 
warten, dass  bis  in  nicht  allzulanger  Zeit  der  Austausch  von 
Photogrammen  als  allgemeiner  Gebrauch  sich  wird  eingebürgert 
haben.  Projcctionsapparate  finden  sich  nachgerade  überall  und 
das  in  Diapositiven  herzustellende  Demoustrationsmaterial  kann  ins 
Ungemessene  vermehrt  werden. 

Handelt  es  sich  um  die  Verbreitung  von  seltenerem  oder  von 
neu  aufgefundenem  Beobachtungsmaterial,  so  kann  ein  Vorurtheil 
störend  im  Wege  stehen,  mit  dem  wir  auch  anderweitig  zu 
kämpfen  haben.  Es  ist  dies  der  einseitige  Cultus  der  Drucker- 
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schwärze.  Nur,  was  gedruckt  ist,  gilt  für  wissenschaftlich  hof- 
fähig und  beglaubigt.  Nun  giebt  es  aber  auf  wissenschaftlichem 
Gebiete  Mittel  und  Wege,  die  Ergebnisse  geleisteter  Arbeit 
Andern  zugänglich  zu  machen,  die  mit  der  gedruckten  Beschrei- 
bung Nichts  zu  thun  haben,  ihr  aber  an  darstellendem  Werth 
mindestens  ebenbürtig,  ja  vielfach  überlegen  sind.  Dahin  gehören 
vor  Allem  die  plastische  Wiedergabe  von  Objecten  und  die  Photo- 
graphie. Hinsichtlich  der  ersteren  habe  ich  schon  bei  früherer 
Gelegenheit  eine  Lanze  eingelegt  und  dagegen  protestirt,  dass 
Modelle,  die  in  den  Handel  gebracht,  d.  h.  publicirt  sind,  als 
wissenschaftliche  Beweismittel  einfach  ignorirt  werden.*)  Die 
ödesten  und  unfruchtbarsten  Schnittbeschreibungen  finden  Be- 
achtung, Modelle  dagegen,  in  denen  die  peinlich  durchgearbeitete 
Synthese  langer  Schnittreihen  vorliegt,  gelten  für  Nichts.  Das 
ist  eine  ungerechte  Wertheinschätzung  der  beiden  Arten  von 
Leistungen.  Speziell  auf  entwickelungsgesehichtlichem  Gebiete 
sagt  ein  gutes  Modell  mehr,  als  hunderte  der  weitläufigsten 
Schnittbeschreibungen,  ist  somit  diesen  an  wissenschaftlichem 
Werth  weit  überlegen. 

Auch  Photogramme,  mögen  sie  in  Form  von  Diapositiven 
oder  in  anderer  Form  in  den  Verkehr  gebracht  werden,  haben 
das  Recht,  als  Originalpuhlicationen  angesehen  zu  werden.  Ein 
Forscher,  der  seltene  oder  neu  entdeckte  Gegenstände  Andern 
in  Form  von  Photogrammen  zugänglich  machen  soll,  muss  das 
Recht  beanspruchen  können,  dass  die  Publieation  auch  in  dieser 
Form  beachtet,  und  als  sein  geistiges  Eigenthum  anerkannt 
wü'd.  Gedruckte  Beschreibungen  und  Abbildungen  einerseits, 
Modelle  und  in  den  Verkehr  gebrachte  Photogramme  anderer- 
seits müssen  als  ebenbürtige  Publicationsreihen  respectirt  werden. 
Nur,  wenn  dieser  Grundsatz  allgemeine  Geltung  erwirbt,  kann 
man  den  Forschern  zumuthen,  einen  in  ihrem  Besitz  befindlichen 
Materialbestand  der  Allgemeinheit  zugänglich  zu  machen. 

i)  Anatomischer  Anzeiger  1805  Bd.  X.  S.  358.  Ueber  die  wissen- 
Bchaftl.  Werthung  veröffentlichter  Modelle. 
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Anhang. 

lieber  wissenscbaftliclie  Stiftungen. 

Die  Achtung  vor  wissenschaftlicher  Arbeit,  sowie  die  Dank- 
barkeit fiir  die  von  solcher  Arbeit  genossenen  Vortheile  hat  von 
Alters  her  in  edlen  Gemüthern  das  Bedürfniss  erweckt,  die 
Förderung  der  Wissenschaft  durch  angemessene  Stiftungen  anzu- 
streben. Die  Gegenwart  kennt  sehr  grossartige  Stiftungen  solcher 
Art:  amerikanische  Millionäre  haben  ganze  Universitäten  gegründet 
und  in  neuester  Zeit  hat  der  schwedische  Ingenieur  Nobel  jähr- 
lich zu  vertheilende  Preise  gestiftet,  deren  jeder  an  und  für  sich 
ein  Vermögen  repräsentirt.  Sehr  viel  verbreitet  sind  Stipendien 
kleineren  oder  grösseren  Betrages  zur  Unterstützung  mittelloser 
Studirender. 

We/c/ies  ist  nun  der  beste  Weg,  durch  hteihcnde  Stiftungen 
die  wissenschaftliche  Arbeit  m fördern?  Die  bis  jetzt  vorzugs- 
weise begangenen  Wege  sind:  Stiftung  von  Stipendien,  von 
wissenschaftlichen  Preisen,  von  wissenschaftlichen  Anstalten  und 
Zuweisung  von  Geldmitteln  an  grössere  wissenschaftliche  Körper- 
schaften, an  Akademien,  oder  an  bestehende  Anstalten. 

Stipendien.  Der  Gedanke,  unbemittelten,  aber  geistig  begabten 
jungen  Leuten  das  Studium  durch  Stipendien  zu  ermöglichen,  ist 
ein  so  natürlicher  und  humaner,  dass  wir  uns  nicht  wundem 
dürfen,  ihn  schon  seit  Jahrhunderten  in  allen  denkbaren  Formen 
ausgefülirt  zu  finden.  Sicherlich  ist  dadurch  schon  imendlich 
viel  Gutes  geschaffen  und  Tausenden  von  tüchtigen  Menschen  der 
Weg  in’s  Leben  eröffnet  worden.  Bei  aller  Wohlthat,  die  durch 
solche  Stipendien  geschaffen  worden  ist,  fehlt  es  indessen  auch 
nicht  an  Gefahren.  Wo  die  Legate  in  besonderer  Weise  fcst- 
gelegt  sind,  als  Familienstipendien,  oder  mit  Bestimmung  einer 
Ortszugehörigkeit,  da  wird  ein  Motiv  in  die  Zutheilung  gelegt, 
das  mit  der  wissenschaftlichen  Tüchtigkeit  der  Candidaten  in 
keinem  Zusammenhang  steht.  Solche  Legate  werden  zuweilen 
zu  eigentlichen  Sinecuren  für  die  berechtigten  Empfänger.  Allein 
auch  bei  etwas  weitherzigeren  Bestimmungen  liegt  immer  die  Ge- 
fahr vor,  die  Bedürftigkeit  der  Candidaten  über  deren  Tüchtigkeit 
zu  stellen.  Es  führt  dies  leicht  zu  einer  Heranzüchtnng  von 
Mittelmässigkeiten,  und  wenn  vollends  die  Stipendienheträge  so 
geringe  sind,  dass  sie  einen  wesentlichen  Theil  des  Lebens- 
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bedarfes  nicht  zu  decken  vermögen,  so  sind  die  Empfänger  darauf 
angewiesen,  an  verschiedenen  Thüren  anzuklopfen,  und  es  ent- 
wickelt sich  dahei  ein  Bettelsystem,  das  für  die  Charakterbildung 
nichts  weniger  denn  vortheilhaft  ist.  Wer  Stipendien  begründen 
will,  der  sollte  diese  weder  zu  eng  vinculiren,  noch  zu  klein 
bemessen,  und  er  sollte  streng  festhalten,  dass  nur  die  Tüchtig- 
keit der  Bewerber  in  Betracht  gezogen  werden  soll.  Auch  ist 
bei  kleinem  Capital  lieber  eine  ein-  oder  zweimalige  Zutheiliing 
anzuweisen,  als  der  Ertrag  unbedeutender  Zinsen.  Lieber  sind 
einmal  einem  tüchtigen  Menschen  Tausend  Mark  zuzuweisen, 
als  auf  ewige  Zeiten  hinaus  Almosen  von  35  bis  40  Mark  fest- 
zulegen. 

Die  Aussetzung  trissenschafUkher  Preise  ist  wohl  bis  jetzt 
die  beliebteste  Form,  in  der  freigebige  Naturen  die  wissenschaft- 
liche Arbeit  zu  fördern  gesucht  haben.  Dabei  werden  entweder 
Preise  für  besondere  zu  lösende  Aufgaben  ausgeschrieben,  oder 
es  werden  Summen  bestimmt  für  die  „besten  Arbeiten“,  die  in 
gegebenen  Zeiträumen  auf  diesem  oder  jenem  Forschungsgebiete 
geliefert  worden  sind. 

Die  Ausschreibung  besonderer  Preisaufgaben  erscheint  in 
vielen  Fällen  als  ein  sehr  werthvolles  Mittel,  einestheils  die  Be- 
arbeitung bestimmter  Fragen  in  Fluss  zu  bringen,  andemtheils  aber 
jüngeren  Forschern  eine  von  ihnen  verlangte  Arbeit  einigermaassen 
zu  honoriren.  Wer  indessen  mit  dem  Wesen  wissenschaftlicher 
Arbeit  näher  vertraut  ist,  der  weiss,  dass  der  wirklich  productive 
Arbeiter  nicht  unter  dem  Einfluss  äusserer  Motive,  sondern  unter 
dem  Zwang  eigener  Gedankenentwickelung  vorwärts  strebt.  Auch 
scheint  mir,  dass  bei  bedeutenderen  Preisbeträgen  die  Aufgaben  so 
gestellt  werden  sollten,  dass  von  vornherein  auf  bestimmte 
Forscher  und  auf  deren  Arbeitsrichtung  Rücksicht  genommen 
wird.  Geschieht  dies,  dann  kann  der  Preis  wirklich  eine  wissen- 
schaftliche Arbeit  fördern,  indem  er  dem  Arbeiter  von  vornherein 
eine  gewisse  Unabhängigkeit  von  Lebensansprüchen  oder  eine 
Rückvergütung  aufgewendeter  Opfer  in  Aussicht  stellt. 

Anders  stellt  sich  die  Sache,  wenn  die  Preise  für  die 
„besten  Arbeiten“  in  einem  grösseren  oder  kleineren  Arbeits- 
gebiet ausgesetzt  sind.  Gerade  die  allergrössten  Preisbeträge 
(z.  B.  die  NoBEi.preisc)  sind  in  dieser  Weise  festgesetzt.  Hierbei 
wird  der  Preis  zu  einer  Belohnung  hervorragender  Verdienste. 
Dies  kann  als  ein  für  sich  zu  erstrebendes  Ziel  angesehen 
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werden.  Von  unserem  Standpunkte  au.s  haben  wir  aber  die 
Frage  zu  erheben:  inwieweit  wird  die  wissenschaftliche  Arbeit 
dadurch  gefördert? 

Zunächst  ist  da  wohl  zu  betonen,  dass  die  Bewerthung  als 
„beste  Arbeit“  um  .so  schwieriger,  oder  sagen  wir  geradezu  um 
so  willkürlicher  ausfallcn  muss,  je  ausgedehnter  das  bezeichnete 
Arbeitsgebiet  ist.  Nehmen  wir  z.  B.  eine  der  NoBEL’schen  Be- 
stimmungen, die  der  besten  Arbeit  auf  medicinischem  Gebiet:  hier 
haben  die  verflossenen  Jahrzehnte  eine  Reihe  von  hervorragenden 
Leistungen  gebracht,  die  im  Grund  gar  nicht  gegen  einander 
abzuwägen  sind:  um  nur  einige  von  thoils  theoretischer,  theils 
practischer  Natur  hervorznheben,  die  Lehre  von  den  Centrosomen, 
die  Neuronenlehre,  die  Forschungen  über  die  Hirncentren,  die 
Chronophotographie,  die  Entdeckungen  betreffend  die  Schilddrüse 
und  die  Operationen  des  Struma,  die  Serumtherapie  u.  A.  m. 
Lassen  sich  die  Arbeiten  von  Goloi,  oder  von  R.vmos  y C.vjal 
gegen  Beiirino's  Sei-umtherapic,  die  MAREv'sche  Chronophoto- 
graphie gegen  die  2000  Kropfoperationen  von  Kocher  Ln  die 
Wagschale  werfen?  Es  sind  eben  unter  sich  incommensurable 
Leistungen,  und  selbst  wenn  man  den  Kreis  viel  enger  zieht,  so 
wird  man  ohne  ungerecht  zu  sein,  von  den  verschiedenen  an 
einer  fortschreitenden  Bewegung  betheiligten  Forschern  nur  selten 
den  einen  unvergleichlich  viel  höher  stellen  können,  als  die 
anderen.  Wiederholt  sich  die  Ertheilung  solcher  Preise  sehr  oft, 
so  kann  zwar  eine  gewisse  conventioneile  Reihenfolge  von  Fächern 
eingeführt  werden,  oder  es  können  die  in  einem  Jahr  begangenen 
Unbilligkeiten  in  einem  folgenden  ausgeglichen  werden.  Die 
letzte  Frage  bleibt  aber  immer  die:  „Wird  durch  solche  Preise 
die  wissenschaftliche  Arbeit  wirklich  gefördert?“ 

Ich  glaube,  man  kann  diese  Frage  ruhig  verneinen:  kein 
aus  innerem  Antrieb  arbeitender  Forscher  wird  dadurch,  dass 
ihm  das  Schicksal  eine  grössere  Summe  Geldes  in  den  Schooss 
wirft,  ein  Anderer  werden.  Er  wird  eben  über  die  Ehre  des 
Preises  und  über  den  empfangenen  Betrag  sich  freuen,  im 
Uebrigen  aber  seinen  Gang  weiter  gehen,  als  ob  Nichts  geschehen 
wäre.  Und  wer  den  Preis  nicht  bekommt,  wird  nicht  anders 
verfahren.  Höchstens  liegt  ftlr  den  letzteren,  wenn  er  nicht  edel 
veranlagt  ist,  die  Versuchung  vor,  dem  begünstigten  Collegen, 
oder  denen,  die  über  den  Preis  zu  bestimmen  hatten,  unfreund- 
liche Gefühle  nachzutragen. 
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Ich  komme  auf  die  Grundfrage  zivrtick:  Wie  (find  wissen- 
scdiaftliche  Stiftungen  zu  gestalten,  damit  sie.  ayn  besten  den  Ztecek 
erfüllen,  die  leissenschaftliche  Arbeit  zu  fördern? 

Verschiedene  Zeiten  stellen  verschiedene  Anforderungen  und 
auch  in  verschiedenen  Ländern  sind  die  zu  erfüllenden  Forde- 
rungen verschiedene.  Sowie  die  Dinge  jetzt  stehen,  stösst  die 
vordringende  Arbeit  überall  auf  die  Schwierigkeiten  der  Material- 
beschaffung, und  auf  die  der  Herausgabe  geleisteter  Arbeit. 

Bald  bedarf  es  der  Mittel  zur  Ausführung  weit  ausgedehn- 
ter Reisen,  bald  der  Beschaffung  kostbarer  Apparate,  oder 
der  Herstellung  von  umfangreichen  Tafeln  u.  s.  w.  In  ge- 
wissen Fällen  mag  auch  das  Bedürfnis  vorliegen,  den  Bearbeitern 
bestimmter  Gebiete  für  küraere  oder  längere  Zeit  Honorare  zu 
bewilligen.  Kurz  zusammengefasst,  für  die  Förderung  wissen- 
schaftlicher Arbeit  braucht  es  Geld  und  zwar  je  länger  je  mehr 
Geld.  — In  richtiger  Erkenntniss  von  der  Bedeutung  der  wissen- 
schaftlichen Arbeit  auch  für  den  Staat  geschieht  von  den  Regie- 
rungen aus  Vieles,  aber  auch  die  Regieningen  haben  gebundene 
Hände,  und  da  erscheint  es  nun  besonders  wichtig,  dass  es  wissen- 
schaftliche Corj)orationen  giebt,  seien  es  Akademien  oder  freie 
Gesellschaften,  denen  eine  möglichst  unbeschränkte  Verfügung 
über  möglichst  ausgedehnte  Mittel  zusteht.  Verhältnissmässig 
günstig  steht  in  der  Hinsicht  die  Berliner  Akademie,  und  sie 
greift  auch  mit  ihren  Mitteln  allenthalben  fördernd  ein.  Aber 
selbst  hier  sind  die  zu  stellenden  Ansprüche  noch  sehr  viel  grösser, 
als  die  anscheinend  so  reichen  Mittel. 

Wie  die  Corporationen  heissen , denen  die  Verfügung  über 
grössere  Mittel  anvertraut  werden,  ob  es  Akademien,  Facultäten 
oder  freie  Vereinigungen  sind,  ist  von  nebensächlicher  Bedeutung. 
Das  Wesentliche  ist,  da.ss  denselben  eine  möglichst  freie  Ver- 
fügiing  über  die  zugewiesenen  Mittel  gelassen  wird,  wobei  es 
ja  dem  betr.  Stifter  immer  unbenommen  bleibt,  seine  Wünsche 
mehr  oder  minder  genau  zu  forinuliren.  Ausdrücklich  spreche 
ich  hier  von  Wünschen,  denn  die  Forderungen  ändern  sieh  im 
Laufe  der  Jahre.  Was  heute  nützlich  erscheint,  kann  in 
30  Jahren  überflüssig  sein,  und  so  muss  die  Verwendbarkeit  der 
Mittel  den  wechselnden  Ansprüchen  der  Zeiten  sich  anpassen 
lassen. 

Corporationen,  mögen  sie  so  oder  anders  heissen,  bestehen 
aus  Menschen  und  Menschliches  wii'd  auch  in  deren  Beschlüssen 
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gelegentlich  mit  unterlaufen.  Im  Ganzen  imd  Gro.sseu  aber 
dürfen  wir  voraussetzen,  dass  zu  Verwaltern  grosser  Stiftungen 
stets  solche  Milnner  berufen  werden,  die  sich  der  Verantwortlich- 
keit ihrer  Entscheidung  vollauf  bewusst  bleiben,  und  dass  sich 
im  Verlauf  der  Zeit  allgemeine,  von  grossen  Gesiehtspunkten 
ausgehende  Grundsiltze  hinsichtlich  der  Verwendung  derartig  an- 
vertrauter  Mittel  herausbilden  werden. 


i>ruckf«rtig  erkliirt  29.  1901.] 
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SITZUNG  VOM  21.  OKTOBER  1901. 

Vortrag  hielt: 

Herr  0.  Wiknee,  o.  M.:  Vorlegung  einer  Abhandlung  des  Herrn  Eaio 
Marx  : „Ueber  ein  Hochfrequenz-Messgeräth  zur  Bestimmung  von 
Periode,  Capacität  und  Selbstinduction  eines  Entladnngskreises.“ 

Erich  Marx:  LVhfr  rin  Horhfrcquenz-Messgcräth  zur  Jir- 

stimmung  von  Periode,  Capacität  und  Selbstinduction  eines  Ent- 
ladungskreises. 

I.  Die  Messung  der  Dispersion  HEirrz’scher  Wellen  in  ver- 
schiedenen Substanzen  ist  bisher  noch  nicht  nach  einer  Methode  an- 
gestellt, die  ein  continuirliches  Variiren  des  Wellenbereiches  gestattet 
hätte.  Zwar  sind  in  dem  Schwingungsbereich  10~*  — 10^’® 
von  verschiedenen  Forschem  Messungen  gemacht  worden,  die  in 
sofern  als  nach  einer  Methode  angestellt  betrachtet  werden  können, 
als  sie  alle  mit  „Drahtwellen“  ausgefiihrt  sind,  und  der  Blondlot’- 
sche  Erreger  in  verschiedenen  Dimensionen  in  Verwendung  kam. 

Für  die  Perioden  10^'  — 10“®  aber,  bei  denen  das  Arbeiten 
mit  Drahtwellen , schon  wegen  des  erforderlichen  Platzes  auf 
Schwierigkeiten  stösst,  fehlt  bisher  eine  einheitliche,  continuirlich 
variirbare  Methode. 

Ein  principielles  Interesse,  das  eine  solche  Methode  be- 
anspruchen würde , liegt  in  dem  Umstand , dass  in  diesem 
Schwingungsbereich  von  vei-schiedenen  Forschem  Abweichungen 
im  Werthe  der  Dielectricitätsconstante  verschiedener  Substanzen 
gefunden  wurden.  Wenn  nun  auch  diese  Abweichungen  der 
Messungen  grösser  sind,  als  der  von  den  verschiedenen  Forschern 
angegebene  „mögliche  Fehler“  beträgt,  so  liegt  schon  allein  in 
dem  Mangel  an  Einheitlichkeit  der  Messmethode  ein  berechtigtes 
Bedenken  gegen  ein  wirkliches  Vorhandensein  einer  Dispersion 
für  verhältnissmässig  so  langsame  Schwingungen.  Es  erschien  mir 
um  so  mehr  geboten,  eine  solche  Methode  zu  suchen,  als  in  der 
Zusammenstellung  der  verschiedenen  Werthe  für  die  Brechungs- 
Math.-phys,  ('laaso  1D01.  ^ 30 
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expononton  einiger  Substanzen*)  dieses  Bedenken,  wie  mir  von 
verschiedener  Seite  gesagt  wurde , nicht  genügend  zum  Aus- 
druck kam. 

Wahrend  ich  nun  seit  April  dieses  Jahres  mit  der  Aus- 
arbeitung eines  Apparates,  dessen  Theorie  und  Constructionsprincip 
in  Folgendem  beschrieben  ist,  beschäftigt  bin,  ersehe  ich  aus  dem 
soeben  erschienenen  Buche  des  Herni  Prof.  Bu.vcn  „Drahtlose 
Telegrafie“  (Anmerkung  S.  66),  dass  auf  seine  Veranlassung 
mit  Ausarbeitting  derselben  Idee,  Herr  Mani)F,l.stamm  in  Strass- 
burg zu  gleicher  Zeit  beschäftigt  gewesen,  oder  z.  Zt.  noch  be- 
schäftigt ist.  Dies  veranlasst  mich,  jetzt  bereits  meinen  Apparat 
zu  beschreiben , und  es  soll  in  Folgendem  seine  Theorie  und 
sein  Constructionsprincip  angegeben  werden.  Er  ermöglicht  im 
Schwingungsboreich  10~"  — 10“^*  die  Dielectricitäts- 
constante  verschiedener  Substanzen  zu  untersuchen  und 
allgemein  Periode,  Selbstinduction  und  Capacität  eines 
Hochfrequenzkreises  zu  ermitteln. 

2.  Das  Princip,  das  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  in  Verwendimg 
kommt,  beniht  auf  dem  unterschicd'ichen  Verhalten  des  OuM'schen 
Widerstandes  der  metallischen  Leiter  und  der  electrolytischen 
gegenüber  rasch  wechselnden  Strömen  und  in  der  Möglichkeit, 
für  eine  Selbstinduction  einen  äquivalenten  Widerstand  setzen  zu 
können.  Während  ein  Electrolyt  für  HERTz’sche  Wellen  den 
gleichen  OHM’sehen  Widerstand  hat,  wie  für  Gleichstrom,  ist 
der  Widerstand  eines  metallischen  Leiters  von  der  Periode  des 
wechselnden  Stromes  abhängig.  Schaltet  man  einen  selbstinduc- 
tionslosen  Electrolyt  parallel  mit  einer  metallischen  Selbstinduction, 
so  lässt  sich  nach  den  Formeln  Steffan’s  und  Raylais’  aus- 
rechnen, dass  sich  die  Selbstinduction  wenig,  der  «lectrolytische 
Widerstand  gar  nicht  mit  der  Periodenzahl  des  Hochfrequenz- 
stromes ändert;  wohl  aber  ändert  sich  mit  der  Periode  der 
OiiMSche  Widerstand  der  Selbstiuduction.srolle  und  die  electro- 
motorische  Gegenkraft  dereelbcn.  Regulirt  man  nun  den  Wider- 
stand des  Electrolyts  so,  dass  in  beiden  Zweigen  gleiche  Strom- 
stürke herrscht,  so  ergiebt  eine  sehr  einfache  Relation  zwischen 
dem  Electrolyt- Widerstand  und  der  Selbstinduction  der  Spule  den 
Werth  der  Periodenzahl  des  angewandten  Hochfrequenzstromes. 

i)  cf.  K.  Marx,  Inauguraldissertation  üöttingen  1898,  Wied.  Ann. 
Bd.  66,  pag.  41 1 11.  folg,  und  pag.  597  <>.  folg. 
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2 7t 

3.  Es  gabele  sich  der  Strom  ^ • cos  (int)  wo  m = -y 

und  T die  Periode  bedeutet  in  ,/j  und  ,/j  (Eig-  0 mit  den  Wider- 
stunden Wj,  töj  und  der  Selbstinduction  j),,  ferner  bezeichne 
den  gegenseitigen  Inductionscoefficienten,  dann  ist') 


^ = V. 


"i  + iPt  — Pi,  ä)  ■ ■ 

(w,  -|-  Wj)  * + -f-  — 2 ' 

= ylj  cos  (»1/  — 


OS  (itl  t — qPj) 


(■) 


/ “I  + {pi  — Pi,  i)  - • 

2 Pi~i)  ■ 
■ 9’ä) 


cos  (»I  l — qPj'l 


tg  <Pi  = 
tg  <Pl  = 


(“l  + “*)  ® + (Pl  + Ps  ■ 

= Ä cos  (rnt 

m { wj  (jpi  — pj)  — (Pä  — p,) } 

"2  («1  + “2)  + iPi  + Pi  — 2 Pi,i)  iPi  — 

m I w,  (7>J  — p,)  — w,  Cp,  — P2)  1__ 

"1  (“i  + "2)  + (?!  + Pi  — 2 p,,2)  (Pi  — Pi,i)  »|3 

Die  Stromverthoilung  der  electrischen  Schwingungen,  wie  sie  durch 
diese  Formeln  gegeben  ist,  wurde  von  Puurv*)  zur  Bestimmung 
des  Inductionscoefficienten  p benutzt;  man 
kann  dieselben  nun  leicht  zur  Lösung  der 
oben  gestellten  Aufgabe  benutzen,  wenn  in 
beiden  Zweigen  wird,  vorausgesetzt, 

dass  die  Einrichtung  so  getroffen  ist,  dass 
die  Messung  des  Stromes  unabhängig  ist 
von  der  Phasenverschiebung  des  Stromes 
in  den  beiden  Zweigen,  die  ja  in  Folge  der 
Selbstinduction  eintreten  muss. 

Kommt  also  der  zeitliche  W^erth  der 
Phase  nicht  in  Betracht,  und  wird  ./j  = >7j, 
so  ist 

(2)  »,s=  

^ ^ p\  — Pi—  2 P]  a (Pi  — Pa)’ 

Schaltet  man,  wie  oben  bereits  angegeben, 

einen  electrolytischen  Widerstand  (eoj  gross,  }\  klein)  von  geringer 
Länge  parallel  mit  einer  Selbstinduction  [wj  klein,  gross  |, 


1)  cf.  Winkelmann’a  Handbuch  (Obekbkck),  III,  2,  pag.  394. 

2)  El.  Zeit.schr.,  12,  pag.  346—351,  [891. 

.SO* 
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erfüllt  ferner  die  für  Formel  (2)  angegebene  Bedingung  und 
macht  j klein  gegen  jj, , so  wird  die  Periode  der  Schwingung 
gegeben  durch 


(3) 


Ist  nicht  die  Schwingungsdauer,  sondern  etwa  die  Capacität  oder 
Selbstinduction  eines  Stromkreises  gesucht,  so  braucht  man  nur 
eine  bekannte  Selbstinduction  oder  Capacität  zu  dem  schwingenden 
Kreise  zu  schalten.  Ist  die  gesuchte,  Cq  die  bekannte  Capacität, 
der  Coefficient  der  Selbstinduction,  so  ist 


also 

(4) 


'«1 


1 

ypx  Cx 


_ ^ 


) 


wo  Wj , (Bj  die  am  Flüssigkeitswiderstand  abgelesenen  Wider- 
standswerthe  sind. 

4.  Ohne  an  dieser  Stelle  auf  Einzelheiten  der  Constmction 
einzugehen,  deren  specielle  Beschreibung  erst  nach  Fertigstellung 
der  Messungen  erfolgen  soll,  möge  Fig.  2 die  Gesammt- Anordnung 
erläutern.  Hierin  ist  w der  Electrolyt  mit  „unpolarisirbaren“  Electro- 
den,  dessen  Widerstand  variirt  werden  kann.  Die  metallische  Zu- 
führung geschieht  ausserhalb  der  Flüssigkeit  und  besteht  aus  in 
einander  verschiebbaren  Köhren.  H sind  i cm  lange,  0,025  cm 
dünne  Drähte,  die  parallel  ausgespannt  sind.  Die  Orte  der  Strom- 
zuführung sind  durch  die  Pfeile  angozeigt. 

T sind  die  Thermoelemente  aus  Eisen-Constanten,  welche  die 
Erwärmung  der  Hitzdrähte  messen,  und  zu  den  Kollenpaaren 
eines  Differentialgalvanometers  führen.  Es  ist  klar,  dass  diese 
Art  der  Strommessung  von  dem  Einfluss  der  Phasenverschiebung 
frei  ist.  Die  Schaltung  dient  zur  Commutirung  der  Thermoströme 
und  Auswechselung  der  Rollen.  P ist  ein  genau  berechenbares 
System,  das  dazu  dient,  den  Inductionscoefficienten  des  Zweiges 
r + p -f-  //j  zu  bestimmen. 

5.  Was  schliesslich  die  Schaltung  des  Apparates  anbetrifft, 
so  ist  natürlich  jede  möglich,  welche  den  beiden  Zweigen  deu 
Strom  des  zu  bestimmenden  Systems  zufährt;  die  primäre  Strom- 
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stärke  darf  hierbei  geschwächt  sein, 
wenn  nur  die  Periode  erhalten  bleibt. 
Ferner  aber  wird  darauf  zu  achten 
sein,  dass  eine  etwaige  Eigenschwin- 
gung des  Apparates  die  Messung 
nicht  stört. 

Letzterer  Fehlerquelle  kann  man 
dadurch  begegnen,  dass  die  Hitzdrähte 
symmetrisch  und  benachbart  zu  einem 
der  Zuführungsdrähte  gelegt  werden. 

Viel  schwieriger  ist  der  Beein- 
flussung des  PrimUrsystenis  durch  die 
Messvorrichtung  zu  begegnen.  Man 
kann  sich  hier  auf  verschiedene  Weise 
helfen. 

Erstens  kann  man  das  System 
im  Nebenschluss  zum  schwingenden 
Kreise  legen.  Hierdurch  wird  zwar 
die  Capacität  des  Primärkreises  etwas 
erhöht,  aber  um  einen  Betrag,  der 
sehr  klein  ist  gegen  die  eigene.  Die 
Selbstinduction  wird  durch  einen  sol- 
chen Nebenschluss  um  ein  sehr  ge- 
ringes geschwächt,  vorausgesetzt,  dass 
die  Abzweigungsstellen  noch  genug 
zusammengerückt  werden  können,  was 
bei  der  ausserordentlichen  Empfindlich- 
keit der  Thermoelemente  möglich  ist. 

Nach  meinen  bisherigen  Erfah- 
rungen scheint  es  aber  bei  dieser  An- 
ordnung der  Verwendung  von  Hitz- 
drähten  vortheilhafter  zu  sein,  die 
Zuführung  des  Hochfrequenzstromes 
zum  Messapparat  durch  einen  hohen 
Widerstand  von  geringer  Capacität 
erfolgen  zu  lassen,  und  die  zweite 
Zuführung  zur  Erde  abzuleiten. 


Fig.  2. 


Eine  directe  Hintereinander  - Schaltung  des  beschriebenen 


Apparates  wird  nur  dann  gestattet  sein,  wenn  die  Schwingungs- 


dauer des  Apparates  sehr  gross  ist. 
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In  der  Vermeidung  der  Beeinflussung  der  Schwingungsdauer 
des  l’rimiirkreises  durch  den  Messapparat  liegt  die  Hanpt- 
schwierigkeit;  bisher  ist  es  mir  gelungen,  den  wahren  Werth  der 
Schwingungsdauer  eines  Normalkreises  auf  etwa  3%  genau  zu  er- 
reichen; die  Fehler  liegen  hierbei  einseitig.  Sei  es  nun,  dass  bei 
den  definitiven  Messungen  auch  dieser  Fehler  beseitigt  wird,  oder 
eine  Correction  eintreten  muss,  so  viel  ist  klar,  dass  um  die  Ab- 
weichungen der  Dielectrieitiftsconstante  um  2 % des  Werthes  fest- 
zustellen, nur  erforderlich  ist,  dass  die  Ablesungen  des  Apparates 
unter  sich  eine  Sicherheit  haben,  welche  diesen  Werth  genügend 
übersteigt,  da  es  gar  nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  bei  der 
Schwierigkeit  der  exactcn  Berechnung  eines  noch  so  einfachen 
Kreises  aus  Normalcondensator  und  Drahtrechteck  der  am  be- 
schriebenen Apparat  abgelesene  Werth  der  Wahrheit  näher  kommt, 
als  der  berechnete. 

6.  Die  hier  angegebene  Versuchsanordnung  soll  nur  schematisch 
eine  der  möglichen  andeuten.  Für  den  Fall  der  Farallelschaltung 
des  Apparates  zum  schwingenden  System,  der  wohl  bei  weitem 
der  Vorzug  zu  geben  ist,  kann  man  z.  B.  vortheilhafter  so  ver- 
fahren, dass  man  die  Thermoelemente  direct  in  den  Secundärkreis 
schaltet  und  die  Galvanometerleitung  mit  Drosselspulen  an  die 
Pole  der  Thennoelemente  legt,  .\lsdann  ist  ein  kleiner  Conden- 
sator  in  einen  der  Zuführungsdi'ähte  zu  schalten,  um  zu  verhindern, 
dass  etwa  der  Thennostrom  Tj  in  der  Zuführung  einen  Neben- 
schluss findet.  Hierbei  ist  natürlich  der  Widerstand  der  Thenno- 
elemente zu  berücksichtigen. 

lieber  die  erreichten  Resultate  und  Einzelheiten  dieser  .An- 
ordnung wird  später  berichtet  werden. 

Die  Mittel  des  Instituts  wurden  mir  in  liebenswürdigster 
Weise  von  dessen  Leitung  zur  Verfügung  gestellt. 

Leipzig,  Phys.  Institut  der  Universität. 


Dnickfortig  erklärt  2.  XII. 
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GESAMMTSITZUNG  DER  GESELLSCHAFT 
VOM  14.  NOVEMBER  1901.  (LE IBNIZ- SITZUNG.) 

Vorträge  hielten: 

Herr  Martin  Krause,  o.  M.;  Nekrolog  auf  Oscar  Schlömii.ch. 

Herr  Arthur  von  Oettinqen,  o.  M.  : Eine  Forderung  der  malerischen 
Perspective  vom  mathematischen  Standpunkte  aus  betrachtet. 

Herr  Otto  Höldeb,  o.  M.:  Vorlegung  einer  Abhandlung  von  F.  Hausdorff 
in  Leipzig:  Ueber  eine  gewisse  Art  geordneter  Mengen. 

Arthur  von  Oettingen;  Eine  Forderung  der  maUrisdun 
Perspective  vom  matheniatischrn  Standpunete  aus  betrachtet. 

Unter  malerischer  oder  Central-Perspective  versteht  man  die 
Projection  räumlicher  Gebilde  von  einem  Puncte  aus.  Im  Nach- 
folgenden beschränken  wir  uns  auf  die  Abbildung  auf  einer 
ebenen  Fläche. 

Eine  durch  das  Auge  gehende  horizontale  Ebene  schneidet 
die  Bildfläche  in  einer  geraden  Linie,  genannt  „Horizont“ . Eine 
Lothlinie  vom  Auge  auf  das  Bild  trifft  einen  Punct  des  Hori- 
zontes, genannt  „Ilauptpunct“ , die  Entfernung  des  Auges  vom 
Bilde  heisst  die  Augendistanz  oder  kurz  „Distanz“.  Horizont  H, 
Hauptpunct  0 und  Augendistanz  D sind  die  allen  mathematischen 
perspectivischen  Construotionen  zu  Grunde  liegenden  „Elrnnmte“,  die 
wir  immer  kurz  mit  H , 0 und  D bezeichnen  wollen.  Der  Ort  des 
Auges  im  Raume  heisse  A,  er  ist  das  Projectionscentrum  oder 
kurz  „Centrum“  des  Bildes.  Beim  Beschauen  des  Bildes  muss 
das  Auge  sich  in  diesem  Centrum  A befinden;  es  erhält  dann  alle 
Projectionsstrahlen  ebenso,  wie  wenn  es  dem  räumlichen  Gebilde 
gegenüber  sich  befände. 

Nun  aber  w'ird  praktisch  verlangt,  es  soUe  bei  excentrischer 
Betrachtung  das  Bild  auch  richtig  aufgefasst  werden  können, 
dabei  solle  das  Auge  durch  keine  Verzerrung  beleidigt  werden. 
Diese  Forderung  scheint  um  so  mehr  berechtigt,  als  man  vom 


Digitized  by  Coogle 


444 


Arthir  vor  Oettirokr: 


Beschauer,  selbst  bei  rein  mathematischen  oder  architektonischen 
Zeichnungen,  nicht  verlangen  kann,  dass  er  aus  der  Zeichnung 
sich  das  Centrum  herausfinde  oder  herausanalysire.  Vollends  in 
Museen  ist  man  völlig  ausser  Stande,  Gemälde  so  anzubringen, 
dass  das  Auge  sich  im  Centrum  befinde.  Dasselbe  gilt  für  wissen- 
schaftliche Darstellungen  auf  Tafeln  oder  in  Büchern. 

Es  liegt  nahe  zu  glauben,  es  sei  diese  Forderung  ganz  un- 
erfüllbar. Indess  ist  das  so  allgemein  ausgesprochen  ein  Irrthum. 
Streng  mathematisch  lässt  sich  vielmehr  untersuchen,  ob  Con- 
stnictionen  Vorkommen,  die  von  der  Lage  des  Horizontes  H,  des 
Hauptpunctes  0 oder  der  Distanz  J)  unabhängig  sind,  oder  von 
zweien  dieser  drei  Grössen  oder  gar  von  allen  dreien.  Giebt  es 
aber  solche,  so  fällt  für  sie  die  Beschränkung  auf  centrisches 
Beschauen  fort.  Es  gieht  alsdann  Gebiete,  von  denen  aus  das 
Bild  oder  Theile  des  Bildes  in  vollkommener  Richtigkeit  er- 
scheinen, sei  es  von  begrenzten  Gebieten  des  Raumes,  sei  es  von 
Puncten  des  ganzen  Raumes  aus,  ohne  dass  das  Auge  durch 
Verzerrungen  gestört  wird. 

Vielfach  sind  die  dargestellten  Gebilde  überhaupt  nicht  von 
streng  mathematischer  Gestaltung  und  dann  ist  die  excentrische 
Betrachtung  auch  kaum  gefährdet,  wie  man  das  täglich  in  Museen 
erfahren  kann.  Hierher  gehören  Landschaften.  Darstellungen 
von  Gebirgen,  Hügeln,  Wäldern,  Wiesen  werden  in  Museen  bald 
hoch,  bald  niedrig  angebracht,  ohne  dass  der  Beschauer  sich  zu 
beklagen  hat.  Dabei  kommt  das  Auge  meist  und  oft  recht  tief 
unter  den  Horizont  zu  stehen.  Allein  in  solchem  Falle  tritt 
helfend  eine  Illusion  ein,  d.  h.  die  Fähigkeit  das  BUd  so  aufzu- 
fassen, als  befände  sich  das  Auge  in  der  Senkrechten  über  dem 
Bude,  ähnlich  wie  wir  in  einem  schief  vor  uns  liegenden  Buche 
zu  lesen  vennögen. 

Kommen  aber  in  der  Landschaft  Gebäude  vor,  Menschen, 
Tbiere  oder  Bäume  gleicher  Höhe,  Alleen,  Decorationen  strengen 
Styles,  so  gelten  schon  Gesichtspuncte,  wie  wir  sie  aufsuchen 
wollen  für  rein  geometrische  Gebilde.  Bei  diesen  haben  wir 

allerdings  oft  gar  kein  Interesse  an  der  absoluten  Grösse.  So 
z.  B.  bei  der  Zeichnung  eines  beliebigen  Parallelopipedons,  dessen 
Kanten  und  Winkel  in  keinem  bestimmten  Verhältniss  stehen. 
Anders  beim  Würfel,  wo  die  Gleichheit  aller  Seiten  auch  gesehen 
und  erkannt  werden  soll.  Sätze,  die  wir  im  Interesse  geometrisch 
richtiger  Auffassung  finden,  werden  deshalb  auch  für  die  Staffage 
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der  Landschaft,  insbesondere  für  architektonische  Keproductionen 
Geltung  haben.  Besonders  geeignet  zur  Illustration  der  aufzu- 
stellenden Sätze  können  uns  Photographien  dienen,  da  sie  fehlerlos 
optische  Centralprojectionen  liefern. 

Vom  mathematischen  Gesichtspuncte  aus  können  nun  folgende 
sechs  Fälle  unterschieden  werden: 

1 ) Die  Constructionen  sind  unabhängig  von  allen  drei  Grössen 
0 und  D.  Mithin  sind  von  jeder  beliebigen  Stelle  des  Raumes 

die  betreffenden  Theile  als  richtig  zu  erkennen. 

2)  Die  Construction  ist  unabhängig  von  TI  und  D,  aber 
abhängig  von  0 allein.  Also  erlauben  die  Theile  des  Bildes  eine 
beliebige  Entfernung  vom  Bilde  in  der  Blicklinie  und  ausserdem 
eine  Drehung  der  Bildfläche  um  die  Blicklinie  als  Axe.  Dieser 
letztere  Umstand  ist  nur  von  mathematischem,  ereterer  aber  auch 
von  künstlerischem  Interesse. 

3)  Die  Constructionen  sind  unabhängig  von  0 und  D,  aber 
abhängig  von  TT.  Das  Bild  verträgt  also  jeden  Standpunct  in 
der  gesammten  Horizontebene,  die  durch  das  Auge  hindurchgeht. 
Bei  Senkungen  und  Hebungen  des  Auges  hilft  die  Phantasie  sich 
auf  die  richtige  Höhe  zu  versetzen,  so  dass  oft  überall  gute  Ein- 
drücke zu  erhalten  sind.  Indess  erscheinen  die  betreffenden 
Theile  vollkommen  richtig  nur  in  der  Horizontebene. 

4)  Die  Constructionen  sind  unabhängig  von  H,  dagegen  ab- 
hängig von  0 und  I).  Offenbar  ist  eine  Drehung  des  Bildes  in 
seiner  Ebene  um  0 herum  gestattet.  Künstlerisches  Interesse 
dürfte  kaum  zu  finden  sein,  sofern  Verticalität  eine  unentbehrliche 
aestheüsche  Forderung  ist. 

5)  Die  Constructionen  sind  unabhängig  von  D,  dagegen  ab- 
hängig von  7/  und  0.  Das  Auge  darf  also  in  der  ganzen  Blick- 
linie sich  frei  bewegen,  ebne  dass  Verzerrungen  entstehen. 

6)  Die  Constructionen  sind  von  allen  drei  Stücken  II,  0 und  J) 
abhängig.  Das  Bild  verträgt  in  keinem  seiner  Tbeile  excentrisebes 
Beschauen,  es  sei  denn  dass  an  die  Phantasie  appellirt  wird. 

Noch  zwei  Combinationen  der  drei  Stücke  sind  denkbar, 
nämlich  Unabhängigkeit  von  II  und  0 bei  Abhängigkeit  von  D 
allein;  ferner  Unabhängigkeit  von  0 bei  Abhängigkeit  von  II 
und  B.  Diese  beiden  Fälle  kommen  indess  niemals  vor,  weil 
eine  Abhängigkeit  von  I)  immer  zugleich  eine  solche  von  0 mit- 
bedingt. Die  vorstehenden  sechs  Fälle  betrachten  wir  nun  im 
mathematischen  imd  im  künstlerischen  Interesse. 
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I.  Constractionen,  unabhängig  von  H,  0 und  B. 

In  diespin  Falle  giebt  jedt"  StfUmiff  des  Auges  richtige  Ein- 
drüche.  Hierher  gehört  ein  grosses  Gebiet  von  Zeichnungen, 
daher  dieser  Fall  von  grossem  Interesse  auch  für  malerische  An- 
wendung ist. 

Erstens  sind  alle  in  frontalen,  d.  h.  in  den  der  Bildfläche 
parallelen  Ebenen  liegenden  Figuren  der  abgebildeten  Form  streng 
geometrisch  ähnlich;  m.  a.  W.  in  jeder  Frontalebene  gilt  eine 
gewöhnliche  Ivinien-  und  VV'inkel-Geometrie.  Hieraus  erhalten  wir 
die  These: 

„Alte  in  frontalen  Ebenen  Hegenden  Gebilde,  Strecken  und 
Winkel,  sind  stets  richtig  und  erscheinen  auch  excentrisch  in 
richtigem  Verhältnisse  Hierbei  mu.ss  allerdings  vorausgesetzt 
werden,  dass  bei  schräger  Betrachtung  des  Bildes  der  Wiukol 
zwischen  Blickrichtung  uud  Bildfläche  nicht  allzusehr  von  einem 
Rechten  abweicht;  es  hat  kein  Interesse  von  gar  zu  weit  gehen- 
den Verkürzungen  der  Bildtläche  zu  reden. 

Zweitens  gehört  hierher  ein  anderes  grosses  Gebiet,  nämlich 
die  perspcctivische  Theilung  einer  gegebenen  Strecke  und  ebenso 

auch  die  Vendelfältigung  einer 
gegebenen  Strecke.  Sobald  eine 
Linie  soweit  bestimmt  ist,  dass 
ihr  Fluchtpunct  gefunden  wer- 
den kann,  so  ist  die  Theilung 
unabhängig  von  allen  drei 
Elementen.  Es  sei  z.  B.  eine 
Strecke  „-l  B gegeben  und  ihr 
Fluchtpunct  F;  es  soll  AB  ge- 
hälftet werden.  In  der  Praxis 
wird  alsdann  meist  H,  0 und  I> 
verwandt.  Hieraus  darf  aber 
nicht  geschlossen  werden,  die 
Theilung  sei  von  den  drei 
Elementen  abhängig,  denn  eine 
i.-ig,  Theilung  nach  gegebenem  Ver- 

hältniss  ist  sehr  xvohl  ohne  jene 
Grössen  ausführbar.  Das  ist  auch  längst  bekannt  und  lässt  sich 
leicht  erweisen.  Der  perspcctivische  Halbirungspunct  von  AB  ist 
nämlich  der  dem  Puncte  F zugeordnete  harmonische  Punct.  Pie 
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bekannte  Construction  anf  Grund  des  vollständigen  beliebig  ge- 
zogenen Vierseits,  s.  Fig.  i,  giebt  sofort  den  perspectiviscben  Hal- 
birungspunct  G.  Aehnlich  bei  anderen  Theilungon.  Abgesehen 
von  den  harnionischen  Beziehungen  kann  man  auch  so  verfahren: 
Es  sei  in  Fig.  2 AB  'm  n Tbeile 
zu  theilen:  Man  ziehe  AM  in  be- 
liebiger Richtung  und  parallel 
zu  JlfA,  theile  MA  in  die  gefor- 
derte Anzahl  von  Theilen  und  pro- 
jicire  von  N aus  nach  diesen  Theil- 
puncten,  so  schneiden  diese  Geraden 
die  gegebene  Linie  in  den  gesuchten 
Puncten.  Ganz  analog  ist  das  Ver- 
fahren bei  VeiTielfhltigung  gegebener  Strecken,  ln  Fig.  i sei  MC 
gegeben  und  soll  verdoppelt  werden.  >lan  suche  dann  zu  A den 
zugeordueten  harmonischen  Punct  B,  während  C und  F das 
andere  Paar  bilden.  Analog  der  Fig.  2 kann  man  auch  verfahren. 
Aus  alledem  folgt  die  überaus  wichtige  These: 

„In  allen  perspectiiischcn  Zeichnungen  erscheinen  die  Thei- 
lungen  und  Vervielfältigungen  der  Streclccn  immer,  d.  h.  auch  bei 
cxcenirischem  Betrachten  vollkommen  richtig.“  Wenn  man  also  bei 
der  Miniatuipei'spective  sich  beklagt,  dass  die  absoluten  Strecken 
irreleitend  erscheinen,  so  wird  man  doch  an  den  Proportionen 
Nichts  aussetzon  können,  wovon  sich  praktisch  zu  überzeugen 
man  bei  jedem  Bilde  Gelegenheit  findet.  Wenn  ferner  etwa 
Säulen  nicht  in  gleichen  Abständen  von  einander  stehen,  so  kann 
dieses  Verhalten  mich  cxcentrisch  gesehen  und  richtig  beurthcilt 
iverdcn.  Freilich  bezieht  sich  obige  These  mu-  auf  Theilung  und 
Zusammensetzung  von  Strecken,  nicht  aber  auf  Winkelthcilungen. 
Sind  z.  B.  zwei  Linien  gegeben,  so  ist  nur,  wenn  sie  in  Frontal- 
ebenen liegen  die  Halbirung  des  zwischenliegenden  Winkels  oder 
die  beliebige  Theilung  ausführbar  ohne  jene  drei  Elemente,  sonst 
aber,  d.  h.  in  jeder  beliebigen  Ebene  ist  die  Kenntniss  von  0 und 
I)  erforderlich. 

II.  Constrnctionen,  unabhängig  von  II  und  U,  abhängig  von  D. 

Die  Zeichnung  verträgt  eine  Drehung  um  die  Blicklinie  als 
Axe,  zugleich  eine  beliebige  Entfernung  des  Auges  von  der  Bild- 
fläche  in  der  Blicklinie  selbst,  also  gar  kein  Heraustreten  aus 
dieser.  Hierher  gehören  wohl  nur  die  frontal-stathmalen  Stellungen 


j ■{  / 

Fig.  s. 
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rcchtwinklif/er  Gebilde,  wie  solche  bei  Häuseraufnahinen  beliebt 
sind.  Ich  nenne  stathmal  alle  Ebenen,  die  vertical  und  zugleich 
orthogonal  gegen  die  Bildfläche  sind,  oder  die  senkrecht  zu  allen 
horizontalen  und  zu  allen  frontalen  Ebenen  sind.*)  — Mag  bei 
solchen  frontal  - stathmalen  Stellungen  das  Auge  noch  so  weit  in 
der  Blicklinie  sich  entfernen,  der  rechte  Winkel  wird  immer  als 
solcher  erscheinen.  Blickt  man  von  der  Seite  auf  das  Bild,  so 
erhält  man  die  bekannten  interessanten  Erscheinungen,  indem  z.  B. 
ein  en  face  aufgenommenes  Porträt  der  veränderten  Blickrichtung 
zu  folgen  scheint.  Dabei  sind  die  Augen  des  Porträts  immer 
auf  den  Beschauer  gerichtet.  Eine  gerade  nach  dem  Hintergründe 
verlaufende  Strasse  oder  Allee  folgt  ganz  ebenso  dem  Beschauer; 
es  bleiben  frontale  Linien  frontal,  mithin  müssen  die  rechten 
Winkel  jetzt  einerseiU  stumpf,  andererseits  spitz  aussehen.  Von 
diesem  Eindruck  sich  in  der  Phantasie  zu  befreien  ist  keines- 
wegs leicht. 

Bei  der  Frontalstellung  der  Gebäude  kommt  noch  eine  ganz 
andere  Frage  in  Betracht,  nämlich  die  bekannte  elliptische  Ge- 
stalt von  Abbildungen  solcher  Kugeln,  die  sich  auf  den  Seiten 
des  Bildes  befinden,  ebenso  die  Verdickung  von  Säulen,  die  am 
Bildiande,  im  Vergleich  zu  denen  in  der  Mitte  befindlichen,  sich 
zeigt.  Die  Forderung  der  Aesthetik,  dass  auch  hier  bei  seitlicher 
Betrachtung  des  Bildes  keine  Verzerrung  merklich  werde,  ist 
vollkommen  berechtigt.  Da  diesem  Verlangen  mathematisch  von 
der  Oentralperspective  streng  genommen  nicht  genügt  werden 
kann,  so  liegt  es  nahe,  einen  vermittelnden  Weg  zu  suchen. 
Zunächst  aber  kann  das  Problem  psychophysisch  gefasst  werden. 
Es  kann  gefragt  werden,  welche  Verdickung  unter  der  TJnter- 
sehiedscmp/lndlichkeit  bleibt.  Offenbar  wird  es  weniger  auf  den 
absoluten  Unterschied  der  beiden  zu  vergleichenden  Strecken 
(Dicken)  ankommen,  als  vielmehr  auf  ihr  Verhältniss. 

Betrachten  wir  zwei  Kugeln,  so  genügt  es  einen  Querschnitt  zu 
discutiren.  In  der  Horizontebene  befinde  sich  ein  Kugelpaar  und 
zwar  die  eine  mit  dem  Gentium  H in  der  verlängerten  Blicklinie 
AO,  die  andere  mit  dem  Centrum  C in  dei'selben  Frontal- 


I ' ln  Betreff  der  streng  systematischen  Unterscheidung  und  Be- 
nennung der  Hauptlinien  und  Hauptebenen  verweise  ich  auf  meiue 
„Elemente  des  geometrisch  - perspectivischen  Zeichnens“,  Leipzig. 
W.  Engelmann,  1901,  Seite  33  tf. 
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ebene,  also  parallel  der  Bildebene  (Fig.  3).  Nun  ist  011  = x das 
Bild  des  Schnittes  als  Projection  von  BG,  welches  senkrecht 
steht  zur  Tangente  AG.  Wenn  ferner  CJ  senkrecht  steht  zu 


AJ,  so  wäre  KL  — y die  Projection  von  (JJ  auf  eine  Senk- 
rechte zu  AC.  Also  KM  = z das  auf  der  ebenen  Tafel  er- 
haltene Bild.  Nun  ist 


und 

folglich 

und 


AOH  AGB 
AKL  ~ AJC, 
x:AO  = BG:AG 
y.AK^  CJ-.AJ. 


Nun  ist  AO  = J).  Es  sei  ferner  AB,  die  Entfernung  des 

Objectes  vom  Auge  = K,  BG  = CJ  = r,  BAC  — cp,  also 
AK  = D / cos  q>.  Also  ist 

x-.D==r-.yE^  — r^ 

und 


y 


1) 

cos  (f 


■y 


cos*  tp 


r 


s 
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Arthur  von  Okttinokn: 


und,  wenn  j,-  = q gesetzt  wird, 

r . 1)  rl) 


und 


cos  qr 


^ _ _ _q_t±_ 

yy.;i  _ ,•«  y i _ y»  |/i  _ p= 

r ■ I>  r ■ I)  P 7> 

1 / _t'*  , — p’  cos’ip  yi  — p*  COs’qf 

r cos*  (I) 


Man  sieht  hieraus,  dass  ;(/  immer  kleiner  ist  als  x,  weil  der 
Nenner  von  y grösser  ist  als  der  von  x,  wenn  auch  nur  uni 
einen  sehr  kleinen  Betrag,  denn  p ist  klein,  vollends  p®.  Aber  y 
hat  kein  weiteres  Interesse  für  uns;  die  Strecke  KM  = z ist  es, 
die  wir  suchen  und  mit  x zu  vergleichen  haben.  Nun  ist 

y ^ 

cos  <P  pQg  qp  Yl  pü  PQ„J 

Durch  den  Werth  cos  cp  im  Nenner  wird  nun  z stets  grösser 
als  X.  Die  Differenz  beider  firössen  giebt,  wenn  wir  noch  die 
vierte  Potenz  von  p vernachlässigen, 


z 


X = 


pD 


J p*  C08  (f 

COS  (p 


(1  + ir))- 


Die  relative  Verdickung  wird 


Z — X _ / t + I p*C08*y  \ ^ ^ 
X \C0S  qp  (l  + { p’)/ 


Das  Verhiiltniss  der  beiden  Strecken  dagegen  giebt 
r 1 + 4 e’  cos*qp 


• sec  qp . 


Im  Wesentlichen  steckt  also  die  gesuchte  Verdickung  doch  nur 
im  Verhiiltniss  von  1 : cosqp,  denn  der  übrige  Factor  ist  ein  von 
der  Einheit  wenig  abw'eichender  Bruch. 

Die  IHffirenz  z — x ist,  wenn  r gegeben  ist,  proportional 

während  im  Verhältniss  ^ dieser  Factor  sich  aufgehoben  hat.  Ein 

Blick  auf  die  Zeichnung  bestätigt  dieses  Verhalten,  denn  eine  der 
früheren  parallele  Bildtläche  Hesse  z und  x,  einander  proportional, 
also  in  gleichem  Verhiiltniss  sich  ändern,  dagegen  ist  z — X pro- 
jiortional  der  Strecke  1)  und  bei  fester  Distanz  D ist  die  Bildgrö.sse 
umgekehrt  proportional  der  Entfenmng  K.  Die  Werthe  von  A’ 
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stecken  zwar  noch  in  doch  mit  gar  geringem  Einfluss;  w’enn 
z.  B.  p = ^,  was  schon  ein  grosser  Werth  ist  für  y,  (z.  B.  eine 
Säule  von  einem  Meter  Dicke  in  vier  Meter  Entfernung),  so 


ist 


Praktisch  genügt  also  völlig  das  Resultat: 

! — X 1 — cos  (p 


X 


Das  zu  beurtheilenJe  Verhältniss 
der  Formel  folgende  Tabelle: 


co» 

z — .r 
X 


— sec  <p  — 1 . 

r giebt  laut  vorstehen- 


(icsichtsfeld  2 rp  , Halbes  tiesichtsfeld  <p 


,,  {z  — x) 

f = — = BCC  ip  — 1 

X 


u 

0 

0 

10 

5 : 

0,38% 

■20 

10  : 

1,54% 

30 

15  1 

3,53% 

40 

20  i 

6,4a  % 

50 

25  ! 

10,34% 

60 

30 

15,47% 

70 

35 

22,08«o 

80  1 

40 

30,54% 

90  ; 

45  ! 

41,42% 

100  1 

50 

55,57% 

110 

55 

75,46% 

1-iO 

60 

100,00% 

Diesen  Werthen  gegenüber  kommt  der  veniachlilssigtc  Factor 
gar  nicht  in  Betracht.  Bei  Gesichtsfeldern  von  60  Grad  betrilgt 
die  relative  Vordickung  schon  15%,  eine  gewis.s  bemerkliche 
Grösse.  Je  weiter  indessen  die  abzubildendc  cylindrLsche  Säule 
in  den  Hintergrund  rückt,  um  so  kleiner  wird  der  Winkel  <p. 
Hat  die  Süulenfront  die  absolute  Ausdehnung  BC  S von  der 
Mitte  bis  zum  Rande  (Fig.  3),  so  ist 


cos  qp  = 


K __ 

\E^  S* 


Ali 

Ää  ■ 


Ist  also  B in  der  Mitte  des  Bildes  und  das  Nachbarcentrum 
so  i.st 


..  ^ X’  - K 

' T.» 


C, 
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Ahthiti  von  Oettinoen: 


Trägt  man  AU  ^ AP  auf  ab,  so  ist  die  relative  Verdickung 
in  der  Bildfläche  bei  x oder  bei  x' 


ein  Ilesultat,  welches  eine  bequeme  praktische  Verwerthung  ge- 
stattet. 

Maler  imd  Architekten  können  in  der  Handzeichnung  sich 
dadurch  behelfen,  dass  sie  Säulen  oder  Kugeln  in  gleicher  Dicke 
verzeichnen,  ein  Verfahren,  das  man  als  eine  seitliche  Verschie- 
bung des  Centrums  auffassen  kann.  In  Photographien  ist  man 
aber  unfrei.  Will  man  Verzerrungen  vermeiden,  so  muss  der 
Winkel  <f>  so  klein  als  möglich  werden,  m.  a.  W.  man  wähle  das 
Verhältniss  der  frontalen  Strecke  S zur  Entfernung  des  Auges 
vom  Object  so  klein  als  thunlich.  Man  findet  meist  den  Rath 
angegeben,  1)  möglichst  gross  zu  nehmen;  das  wäre  richtig,  wenn 
es  bei  feststehendem  Werthe  von  S und  E auf  die  Differenz 
z — X ankäme.  Allein  sehr  wahrscheinlich  empfinden  wir  nicht 
den  Unterschied  zweier  Differenzen  wie  z — x und  z'  — x\  sondern 

den  relaHvcr  Differenzen  ^ und  ^ , welche  Werthe  aber 

ganz  gleich  sind.  Die  Werthe  x'  und  z'  beziehen  sich  auf  eine 
herangerückte,  der  vorigen  parallele  Bildfläche  und  wurden  in  der 
Figur  fortgelassen.  Die  Furcht  vor  einer  Seitenverdickung  scheint 
oft  übertrieben  zu  werden.  Freilich  wenn  man  mit  Kugellinsen 
nahe  Objecte  aufnimmt,  so  müssen  seitlich  Formen  sich  zeigen,  die 
gar  kein  excentrisches  Beschauen  erlauben.  Aber  selbst  bei  sehr 
sorgfältig  ausgeführten  Photographien  findet  man  niemals  fehlerlos 
genaue  Frontalaufnahmen,  weil  cs  auch  dem  gewandtesten  Photo- 
graphen nur  angenähert  gelingt,  seine  lichtempfindliche  Platte 
genau  parallel  einer  Gebäudefront  aufzustellen.  Die  geringste 
Abweichung  bedingt  sofort  eine  einseitige  Verdickung  einer 
Säulenreihe,  oder  es  werden  die  Fenster  auf  der  einen  Seit« 
grösser,  als  auf  der  anderen.  Hierdurch  wird  meist  jene  Ver- 
dickung durch  Projection  völlig  verdeckt.  Unter  einer  Samm- 
lung sonst  vorzüglicher  FrontalbUder  von  Berliner  Gebäuden 
(24/30  cm)  habe  ich  nicht  ein  einziges  fehlerfreies  frontales  Bild 
gefunden,  obwohl  solche  beabsichtigt  waren.  Sehr  oft  ist  der 
Photograph  genöthigt,  einige  Schritte  von  der  Mittellinie  abzu- 
weichen, um  etwa  den  Haupteingang  hinter  einem  Denkmal  noch 
sichtbar  werden  zu  lassen.  In  solchem  Palle  müsste  immer  noch 
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die  empfindliche  Platte  senkrecht  und  genau  parallel  der  Front 
eingestellt  werden,  wobei  das  Objectiv  seitlich  zu  verstellen  ist. 
Wird  diese  Vorsicht  nicht  geübt,  so  tritt  die  oben  erwähnte  ein- 
seitige Verjüngung  ein,  die  freilich  meist  nur  vom  Kenner  be- 
merkt wird.  Jeder  Apparat  sollte  ferner  wenigstens  eine  Libelle 
über  der  Camera  haben  zur  sicheren  senkrechten  Einstellung  der 
Platte;  die  Parallelität  mit  einer  Front  dagegen  kann  wohl  nur 
nach  Augenmaass  ausgefUbrt  werden. 

111.  Unabhängigkeit  von  0 und  D,  Abhängigkeit  von  H. 

Das  Auge  darf  sich  frei  in  der  ganzen  Horüontebenc  he- 
teegen.  Bei  Senkungen  und  Erhebungen  des  Auges  ist  die  Phan- 
tasie geneigt,  die  richtige  Vorstellung  zu  unterstützen. 

Hierher  gehören  die  Zeichnungen  fast  der  ganzen  räumlichen 
Geometrie  der  Lage,  bei  der  keine  absoluten  Maasse,  namentlich 
keine  Winkeltheilungen  nach  gegebenem  Verhältniss  Vorkommen. 
Die  Erzeugnisse  projectivischer  Gebilde,  hyperbolische  Hyperboloide 
und  Paraholoide,  deren  Berührungsebenen  und  Mittelpuncte, 
Raumeurven  und  von  Ebenen  begrenzte  Körper,  gegenseitige 
Durchschnitte  von  Flächen  gehören  hierher  und  vieles  Andere. 

Von  hohem  künstlerischem  Interesse  sind  hierher  alle  Schatten- 
constructionen  zu  zählen,  denn  diese  hängen  nur  vom  Sonnenstände 
und  vom  Horizonte  ab.  Daraus  folgt  die  wichtige  These:  dass 
alle  Schaüenconstructionen  von  excentrischen  Standpunkten  innerhalb 
der  llorisont ebene  richtig  erscheinen-,  ober-  und  unterhalb  dieser 
Ebene  ist  die  Phantasie  wiederum  geneigt,  sich  auf  einen  anderen 
Standpunct  zu  ver- 
setzen. Ob  dieser  Satz 
früher  bemerkt  worden 
ist,  müsste  aus  der 
Litteratur  zu  entschei- 
den sein.  Bei  Gemäl- 
den, wo  das  Landprofil 
den  mathematischen 
Horizont  verdeckt  und 
nicht  erkennen  lässt, 
kann  dieser  letztere 
aus  zwei  sorgfältig  ge- 
zeichneten Schattenpuncten  sofort  gefunden  werden.  Es  seien  A 
und  B (Fig.  4)  zwei  Puncte,  a und  b ihre  Schatten,  so  schneiden 
Mutb.«i>h>>.  Classo  lUOL.  31 
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sich  die  Linien  Aa  und  Bh  im  Sonnenpunkte  5,  dagegen,  wenn 
die  Fusspuncte  o und  (S  heissen,  so  schneiden  sich  aa  und  ßb  im 
Puncte  s des  Horizontes.  Auch  muss  als  Controlle  der  Horizont 
senkrecht  zu  Ss  sich  erweisen. 

Endlich  gehören  hierher  noch  die  Spiegelbilder  an  Wasser- 
flächen, denn  sie  werden  nur  punctweise  in  Frontalebenen  ver- 
zeichnet, bleiben  also  bei  jeder  excentrischen  Betrachtung  richtig. 
Es  macht  Übrigens  auf  den  Beschauer  einen  eigenthümlichen 
Eindruck,  wenn  das  correct  gezeichnete  Spiegelbild  der  seitlich 
veränderten  Blickrichtung  folgt;  nach  links,  wenn  das  Auge  nach 
links,  nach  rechts,  wenn  es  nach  rechts  geht. 

IV.  Unabhängigkeit  von  H,  Abhängigkeit  von  0 und  D. 

Diese  Abbildungen  gestatten  nur  eine  Drehung  um  die 
Blicklinie  herum.  Künstler,  sofern  sie  an  H gebunden  sind, 
haben  kein  Interesse  an  diesem  Falle.  Rein  mathematisch  um- 
fasst diese  Bedingung  ein  umfangreiches  Gebiet  von  Constructionen, 
vor  Allem  die  Orthogonalzeichnungen.  Ist  z.  B.  die  Richtung 
einer  Geraden  durch  ihren  Fluchtpunkt  gegeben,  so  gestattet  die 
Angabe  von  O und  J>  sofort  die  Flucht  der  senkrechten  Ebene 
zu  verzeichnen,  sowie  auch  beliebige  bestimmte  Richtungen  in 
solcher  Ebene,  z.  B.  je  zwei  zu  einander  senkrechte,  so  dass 
rechtwinklige  Dreiaxensysteme  bestimmt  werden  können,  ohne 
Kenntniss  des  Horizontes.  Somit  kann  ein  genauer  Würfel  ge- 
zeiclmet  werden,  der  nur  vom  Ceutrum  aus  als  solcher  erscheinen 
wird,  aber  die  Bildfläche  darf  beliebig  um  0 herum  gedreht 
werden.  Dasselbe  gilt  für  alle  anderen  bestimmten  Gestalten  mit 
absoluten  Maassen  für  Strecken  und  Winkel;  eine  Entfernung  ist 
nicht  einmal  in  der  Blicklinie  gestattet.  Unabhängig  von  H sind 
alle.  Winhelmessungen,  auch  Kanten-  und  Flächemcinkel. 

V.  Unabhängigkeit  von  D,  .Abhängigkeit  von  H und  O. 

Eine  beliebige  Stellung  in  der  Blieklinie  ist  ohne  Verzerrung 
gestaltet.  Hierher  gehören  wohl  nur  die  bereits  vorhin  unter  II 
besprochenen  Fälle,  mit  der  Einschränkung,  dass  der  Horizont 
jetzt  ein  gegebener  ist,  daher  ebenso  wie  vorhin  ein  künstleri- 
sches Interesse  vorhanden  ist.  Es  sei  nochmals  erinnert  an  die 
frontal -stathmalen  Stellungen  rechtwinkliger  Gebäude,  Figuren. 
Strassen,  .solange  keine  absoluten  Dimensionen  verlangt  werden. 
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In  mathematischen  Problemen  scheint  meist  mit  der  Abhängig- 
keit von  ()  auch  eine  solche  von  I)  eiuzutreten  und  das  führt 
uns  auf  deu  sechsten  und  letzten  Fall. 

VI.  Abhängigkeit  von  H,  0 und  D. 

Theile  der  Zeichnung,  in  deren  Construction  alle  drei  Ele- 
mente eingehen,  vertragen  streng  genommen,  gar  nicht  Ver- 
rückung des  Auges  aus  dem  Centrum,  ohne  Verletzung  der 
Strecken  und  Winkelwerthe.  ln  der  Praxis  wird  dieser  Fall  der 
wichtigste  und  häufigste  sein,  daher  im  Interesse  der  Kunst  alle 
Bedingungen  so  zu  wählen  sind,  dass  beim  Verlassen  des  Cen- 
trums dk  Verzerrungen  am  wenigsten  merklich  werden.  Um  dieses 
beurtheilen  zu  können,  wollen  wir  die  möglichen  Variationen  der 
Bedingungen  besprechen  und  demgemäss  zuerst  die  Abhängigkeit 
des  Gebildes  von  //,  ()  und  I)  untersuchen,  dann  die  Beziehung 
des  Objectes  zur  Bildfläche  in  Betracht  ziehen. 

Der  Horizont  11  wird  meist  auf  dem  Bilde  anzutreffen  sein. 
Er  kann  höher  oder  tiefer  liegen.  Im  Allgemeinen  aber  kann 
dieser  Umstand  einen  Einfluss  auf  excentrisches  Besehen  des 
Bildes  haben,  sofern,  wenn  der  Horizont  niedrig  angenommen 
wird,  man  viel  eher  das  Bild  hoch  als  Decoration  anbringen 
kann,  als  wenn  der  Horizont  hoch  liegt.  Man  wählt  niedrigen 
Horizont,  wenn  der  Vordergrund  wenig,  dagegen  der  Hintergrund 
und  der  Himmel  interessant  ist,  man  wählt  ihn  hoch,  wenn  der 
Vordergrund  reich  ist.  Ein  hoher  Horizont  gestattet  entschieden 
kein  Besehen  von  unten  her.  Besieht  man  bei  niedrigem  Hori- 
zont das  Bild  von  unten  her,  so  erscheinen  die  Gebilde  über  dem 
Horizont  recht  gefiillig,  auch  wenn  man  zurücktritt.  Freilich 
scheinen  mm  horizontale  Ebenen  bergan  zu  steigen,  doch  befreit 
uns  die  Phantasie  leicht  von  dieser  Vorstellung. 

Der  Hauptpunkt  0 liegt  meist  nahe  der  Mitte  des  Bildes. 
Ein  Einfluss  der  Wahl  von  0 auf  excentrisches  Besehen  findet 
kaum  statt. 

Um  so  wirksamer  gestaltet  sich  indessen  der  Werth  von  D, 
der  Distanz.  Es  sei  die  Linie  H (Fig.  5)  der  Horizont  und  1) 
die  Distanz  AO,  so  findet  man  die  Fluchtpuncte  aller  Strahlen- 
paare, die  rechte  Winkel  einschliessen , indem  man  einen  rechten 
Winkel  mit  dem  Scheitel  in  A sich  um  diesen  Punct  herum- 
bewegen lässt.  Die  Schnittpuncte  der  Schenkel  mit  dem  Hori- 
zonte geben  dann  die  sogenannten  conjugirten  Punctenpaare,  wie 
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I I,  2 II,  3 III,  mM,  etc.  Sie  bilden  ein  elliptisches  Puncten- 
System,  dessen  Potenz  gleich  der  Distanz  J)  ist,  denn  es  ist 

lOxIO  = 20xIIO  = 30xIIIO  = mOxAfO  = (J.O)*=  D-. 

Die  Entfernungen  zwischen  je  zwei  conjugirten  Puncten 
variiren  vom  kleinsten  Werthe  Mm,  der  einer  Schrägstellimg 


Fig.  s- 

von  45  Grad  entspricht,  bis  oo,  denn  zu  0 ist  der  Punct  im 
Unendlichen  zugeordnet. 

Bei  schrägstehenden  Gebiluden  convergiren  und  flüchten  die 
horizontalen  Schenkel  rechter  Winkel  nach  eben  diesen  conjugirten 
Paaren.  Je  kleiner  aber  deren  Bistam,  um  so  weniger  darf  das 
Auge  das  Centrum  verlassen.  Bei  einer  Stellung  des  Gebäudes 
von  45  Grad  wird  jede  Entfernung  des  Auges  aus  dem  Centrum 


*'lg.  6. 


am  meisten  empfunden  werden.  Je  kleiner  dagegen  a,  der  Winkel 
einer  Fa^ade  gegen  die  Bildfläche,  um  so  grösser  ist  die  Entfernung 
der  entsprechenden  conjugirten  Puncte,  bis  endlich  bei  ganz 
geringen  Werthen  von  a,  also  bei  nahezu  frontaler  Stellung,  eine 
Abhängigkeit  von  D nicht  mehr  wahrgenommen  wird,  denn  je 
weiter  die  conjugirten  Puncte  von  einander  getrennt  sind,  um  so 
weniger  verrathen  die  nach  ihnen  flüchtenden  Linien  ihre  Ab- 
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hängigkeit  von  D.  Nehmen  wir  z.  B.  1)  doppelt  so  gross,  wie 
^ 0 in  Figur  6,  und  suchen  den  zu  3 zugeordneten  Punct,  so 
finden  wir  IIIj  und  es  ist  0 3x0  III,  = 0A\.  Eine  Abwei- 
chung von  der  Richtung  A,  III,  wird  aber  weniger  merklich  sein, 
als  eine  Abweichung  von  A III;  einem  Auge  in  der  Distanz  A^0 
muss  der  Winkel  zwischen  zwei  Linien,  die  nach  3 und  III 
flüchten,  spitz  erscheinen,  nämlich  gleich  3 A,  EI.  Ebenso  wie 
Linien,  die  nach  3 und  IE'  flüchten,  stumpf  erscheinen  werden  bei 
einer  Distanz  D = A0.  Somit  können  wir  die  These  aufstellen: 
„Rechte  Winkel  erscheinen  von  grösserer  Distanz  aus  spitz,  von 
geringerer  aus  stumpf.“  Und  ferner:  „Je  grösser  der  Winkel  a, 
der  den  Betrag  der  Schrägstellung  angiebt,  um  so  empfindlicher 
ist  das  Auge  bei  einer  Entfernung  aus  dem  Centrum.'’'  Bei  kleinen 
Winkeln  a ist  eine  excentrische  Betrachtung  wenig  gefährdet. 
(Man  findet  noch  bis  a gleich  10  Grad  solches  bestätigt.)  Ver- 
gleicht man  gleich  hohe  Gebäude  im  Vordergründe  mit  solchen 
derselben  Schrägstellung  im  Hintergründe,  bei  gleicher  absoluter 
Höhe,  so  findet  man:  „Je  weiter  im  Hiniergmnde,  um  so  besser 
wird  eine  Entfernung  des  Aw^es  aus  dem  Centrum  ermöglicht, 
selbst  bei  45  Grad  SchrägsteUung.“  Letztere  These  findet  ihre 
Begründung  in  dem  Umstande,  dass  je  näher  nach  vom  das  Ge- 
bäude steht,  um  so  spitzer  die  Zeichnung  der  vorderen  rechten 
Winkel  in  der  Mitte  des  Bildes  ausfällt;  zudem  ändern  sich  die 
Richtungen  der  Schenkel  schnell  und  stark  bei  der  geringsten 
Variation  von  D.  Ist  dagegen  E gross,  das  Gebilde  also  im 
Hintergründe,  so  weichen  die  nach  fernen  Punkten  des  Horizontes 
flüchtenden  Geraden  nur  wenig  von  der  Richtimg  des  Horizontes 
ab,  daher  ihre  Richtung  sich  wenig  ändert  bei  Aenderung  von  D. 
Also  muss  eine  Abweichung  vom  rechten  Winkel  weniger  merk- 
lich erscheinen.  Bei  Schrägstellung  hat  endlich  eine  Abhängig- 
keit vom  Winkel  cp  kaum  statt;  wenigstens  findet  man  keinen 
der  Art  ausgesprochenen  Character,  wie  er  sich  in  der  Ver- 
dickung bei  frontaler  Stellung  zeigt.  Dieser  Umstand  mag  mit 
dazu  beitragen,  dass  man  in  aesthetischer  Hinsicht  einer  mässigen 
Schrägstellung  den  Vorzug  giebt  vor  der  Frontalstellung. 

Bei  Schrägansichten  von  Gebäuden  ist  man  übrigens  nicht 
im  Stande  ohne  strenge  geometrische  Analyse  den  Winkel  zu 
bestimmen,  den  die  beiden  sichtbaren  Fa9aden  eines  Hauses  mit 
einander  bilden.  Solch  eine  Hausecke  erscheint  spitz,  rechtwinklig 
oder  stumpf,  je  nachdem  man  das  Auge  weit  oder  nahe  heranbringt. 
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Fassen  wir  zum  Schlüsse  unsere  Resultate  kurz  zusammen: 

1)  Das  Auge  des  Beschauers  ist  nicht  in  allen  perspectivi- 
schen  Zeichnungen  ans  Centrum  gebunden. 

2)  Bei  Landschaften  ist  das  Auge  freier  in  der  Bewegung. 
Sobald  indess  Staffage  vorkommt,  architektonische  Gebilde,  Hauser, 
Menschen,  Bäume  gleicher  Höhe,  Alleen  etc.,  hat  das  Auge  einen 
geringeren  Spielraum. 

3)  In  jeder  perspectivischen  Zeichnung,  sei  die  Distanz  noch 
so  klein  oder  gross,  sind  die  Bruchtheile  gegebener  Strecken  und 
auch  die  Vervielfältigung  unabhängig  von  der  Stellung  des  Auges, 
daher  die  Vroportimen  der  Linien  von  je<lem  cxcentrischen  Standpunkte 
aus  richtig  bleiben.  Das  bezieht  sich  aber  nicht  auf  die  Theilung  von 
Winkeln,  — was  in  künstlerischem  Interesse  bedauerlich  erscheint. 

4)  Fronkd-stathtmle  Winkel  gestatten  eine  Freiheit  in  der 
ganzen  Bliektinie.  Eine  seitliche  Betrachtung  nift  eine  Menge 
interessanter  Vorstellungen  hervor.  Verdickungen  von  Kugeln 
oder  Cylindem  am  Rande  des  Bildes  sind  abhängig  von  2),  von 
der  Entfernung  des  Objectes  E von  der  Beschauerebene,  und  vom 
Winkel  zwischen  Blicklinie  und  Projectionsstrahl  nach  dem  Cen- 
trum des  Objectes.  Die  relative  Verdickung  ist  nicht  voti  I)  ab- 
hängig, sondern  nur  von  dem  letztgenannten  Winkel.  Die  Ver- 
dickung ist  bei  halben  Gesichtswinkeln  bis  zu  20  Grad  unmerklich. 
Auch  wird  sie  leicht  verdeckt  bei  mangelhafter  Parallel-Einstellung 
photographischer  Apparate. 

5)  Schaitenconstructiemen  sind  imtner  richtig,  auch  excentrisch 
besehen,  desgleichen  Spiegelbilder  im  iro.«ser. 

6)  Bei  Schrägstellungen  von  Gebäuden  wächst  die  Gebunden- 
heit des  Auges  ans  Centrum  mit  dem  Winkel  bis  zum  Werth  von 
45  Grad.  Je  weiter  ferner  die  Gebäude,  nach  dem  Hintergründe, 
liegen,  um  so  eher  ist  ein  excentrisches  Beschauen  ohne  Verzerrutui 
möglich.  Ganz  geringe  (fast  frontale)  und  doch  schon  merkliche 
Schrägstellungen  sind  zu  venneiden,  weil  sie  leicht  als  verfehlte 
Frontalaufnahmen  angesehen  werden. 

7)  Alle  absoluten  Strecken  und  Winkelniaasse  sind  nur  vom 
Centrum  aus  richtig  zu  erkennen,  ausgenommen  die  frontal- 
stathmalen  rechten  Winkel  und  alle  Gebilde  in  Frontalebenen. 

8)  Vom  Horizont  unabhängige  Zeichnungen  vertragen  eine 
Drehung  des  Bildes  um  die  Blicklinie  herum;  dahin  gehören 
Zeichnungen  von  Krystullen  und  geometrischen  Figuren  nach  abso- 
lutem 3Iaassc. 
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9)  Frei  ist  das  Auge  beim  Beschauen  fast  aller  Zeichnungen 
der  räumlichen  Geometrie  der  Lage.  Indess  werden  je  nach  dem 
Ort  des  Auges  immer  andere  Gebilde  dargestellt. 

Photographische  Objective  von  kurzer  Brennweite  geben 
Aliniaturbilder,  die  aus  grösserer  Entfernung  besehen  unrichtig 
erscheinen.  Daraus  darf  nicht  gefolgert  werden,  dass  die  male- 
rische Perspective  verfehlt  sei.  Ist  ein  Bild  für  das  Besehen  aus 
der  Nähe  hergestellt,  so  ist  das  Verlangen  nach  einem  richtigen 
Eindruck  aus  grösserer  Entfernung  nicht  berechtigt.  Ausnahmen, 
die  die  Künstler  bei  Nahlandschaften  oder  Innenräuraen,  mit 
grossem  Gesichtswinkel  anwenden  müssen,  verlangen  eine  Ab- 
weichung von  der  einfachen  Centralperspective.  Sie  nehmen  bald 
einen  doppelten  Hoiüzont  an,  bald  lassen  sie,  um  die  Verdickung 
zu  vermeiden,  den  Augenpunkt  so  variiren,  dass  Säulen  in  gleicher 
Dicke  erscheinen.  In  solchen  Ausnahmefällen  darf  gefordert 
werden,  dass  die  Abweichungen  von  der  strengen  Regel  erst  bei 
sorgftltiger  Analyse  dem  Beschauer  merklich  werde.  Eine  dankens- 
werthe  Aufgabe  wäre  es,  die  wichtigsten  und  gelungensten  Ab- 
weichungen, die  Künstler,  Maler  und  Architekten  absichtlich  an- 
gewandt haben,  zu  studiren  und  zu  sammeln.  Bisher  findet  man 
nur  zerstreute  Angaben  darüber  in  der  Litteratur.  Einen  Kampf 
zwischen  Mathematik  und  Kunst  braucht  es  nicht  zu  geben.  Beide 
erstreben  dasselbe,  nämlich  Richtigkeit  unter  Wahrung  einer 
möglichst  grossen  Freiheit  der  Bewegung.  Beide  untersuchen  die 
Gründe,  die  ihnen  ihre  Aufgabe  erschweren.  Wenn  bisweilen 
ihre  Interessen  verschieden  sind,  so  kann  das  nimmer  ihre  gemein- 
samen Ziele  zu  fördern  ein  Hinderniss  sein. 


Druckfertig  erklärt  24.  Xll.  1901.] 
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In  dem  von  G.  Cantor  erschlossenen  Gebiete  der  Ordnungs- 
typen ist  es  eigentlich  nur  das  Specialgebiet  der  Ordnungszahlen, 
in  dem  wir  einigermassen  Bescheid  wissen;  über  die  allgemeinen 
Typen,  die  Typen  nicht  wohlgeordneter  Mengen,  ist  äusserst 
wenig  bekannt.  Und  doch  gehört  eine  genauere  Kenntniss  und 
Classification  der  Typen  zu  dem  engeren  Problemkreise  der 
Mengenlehre:  schon  desshalb,  weil  die  alte  Frage  nach  der 
Mächtigkeit  des  Continuums  auf  diesem  Wege  möglicherweise  der 
Lösung  näher  gebracht  werden  kann.  Denn  da  nach  einem 
CANTOR-BERNSTEix’schen  Satze*)  die  Mächtigkeit  der  zweiten 
Fypcwklasse  (der  Klasse  der  abzählbaren  Typen)  gleich  der 
Mächtigkeit  S des  Continuums*)  ist,  während  die  Mächtigkeit  der 
zweiten  Z«7(ic«klasse  mit  Kj  bezeichnet  wird,  so  düi-fte  es  für  die 
Vergleichung  zwischen  S und  Sj  von  Wichtigkeit  sein,  etwaige 
Zwischenstufen  festzulegen,  d.  h unter  der  Gesammtheit  aller  ab- 
zählbaren Mengen  eine  engere  Gruppe  herauszugreifen,  in  der 
ihrerseits  die  Gesammtheit  der  abzählbaren  wohlgeordneten  Mengen 
als  Theil  enthalten  ist.  Gerade  die  Cantor’ sehe  Vermuthung, 
dass  S = X, , verspricht  eine  Erleichterung  des  Beweises  durch 
Einschaltung  von  Zwischenstufen,  während  umgekehrt,  falls 
St  > St,  sein  sollte,  dieser  Weg  eher  ein  Umweg  sein  dürfte. 
Im  Folgenden  ist  eine  solche  besondere  Gruppe  von  Ordnungs- 
typen, in  der  als  Specialfall  die  Ordnungszahlen  enthalten  sind, 
nach  einigen  Haupteigenschaften  charakterisirt;  ob  gerade  hier 
der  zweckmässigste  Ansatz  zur  Durchforschung  der  Typen  und 
zur  weiteren  Klärung  der  Mächtigkeitsfrage  voiliegt,  lässt  sieh 
einstweilen  noch  nicht  entscheiden. 

1)  F.  Beknsteis,  Untersuchungen  aus  der  Mengenlehre,  Diss.  1901. 

2)  Diese  vorläufige  Bezeichnung  (Aleph  ohne  Index)  als  präjudicir- 
lich  zu  scheuen,  liegt  um  so  weniger  ein  Grund  vor,  als  G.  Cantob 
den  Beweis,  dass  jede  transfinite  Cardinalzahl  in  der  „Reihe  der 
Aleph“  Vorkommen  muss,  nächstens  zu  publiciren  gedenkt. 
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§ I. 

Erlclärunffcn.  Wir  werden  in  allen  folgenden  Detrachtnngen 
von  geordneten  Mengen  stets  im  Sinne  ihrer  Ordnungstypen 
sprechen,  d.  h.  ihre  Elemente,  auf  deren  individuelle  BeschafiFen- 
heit  es  nicht  ankommt,  mit  Beibehaltung  ihrer  Rangbeziehungen 
durch  indifferente  Einheiten  ersetzt  denken.  Da  es  dennoch  nicht 
zu  vermeiden  sein  wird,  die  Elemente  individuell  zu  bezeichnen, 
beispielsweise  um  etwaige  Vertauschungen  von  Elementen  mit 
Elementgruppen  be<iueni  übersehen  zu  können,  so  wollen  wir  im 
Allgemeinen  die  geordneten  Mengen  M selbst  statt  ihrer  Tjrpen 
M beibehalten  und  mit  ihnen  nach  den  von  G.  Cantor  für  Ord- 
nungstypen getroffenen  Festsetzungen  operiren.  Sind  also 
31  = j >« } und  = { n ) zwei  geordnete  Mengen,  so  bedeutet  die 
Summe  M N diejenige  geordnete  Menge,  in  der  die  Elemente  m 
unter  einander  ihre  Rangfolge  in  3[,  die  Elemente  w ihre  Rang- 
folge in  N beibehalten  haben,  während  jedes  Element  m jedem 
Element  n im  Range  vorangeht  [m  n,  n >-  m).  Die  hiermit 
definirte  Addition  ist  associativ,  aber  nicht  commutativ.  Ist  in 
diesem  Sinne  M — P R oder  M = P Q B,  so  heissen  die 
Mengen  P,  Q,  K Stilel'C  der  Menge  31,  und  zwar  P ein  Anfangs- 
stück, Q ein  Mittelstück,  B ein  Endstück.  Hat  bei  einer  Zer- 
legung  in  zwei  Stücke  das  Endstück  B ein  erstes  Element  m,  so 
heisse  R der  durch  m bestimmte  Best,  und  das  zugehörige  An- 
fangsstück A (Af  — A B)  der  durch  m bestimmte  Abschnitt 
der  Menge  Af;  der  Abschnitt  besteht  also  aus  allen  Elementen, 
die  einem  gegebenen  Element  m vorangehen,  der  Rest  aus  m 
selbst  und  allen,  die  ihm  folgen.  Unter  dem  Product  M • N zweier 
geordneter  Mengen  ferner  verstehen  wir  eine  geordnete  Menge, 
die  dadurch  entsteht,  dass  man  für  jedes  Element  n von  N eine 
Menge  Af„  vom  Typus  der  Menge  M (eine  mit  Af  „ähnliche“  Menge 
Af,  ~ Af)  „einsetzt“.  Diese  Multiplication  ist  associativ,  aber  nicht 
commutativ,  und  der  Addition  gegenüber  einseitig  distributiv;  es 
ist  Af  (P  -f  V)  = MP  + 3[Q,  aber  (P  -f  (?)  M 4=  P3I  + QM. 
Unter  „Einsetzung“  (die  nicht  auf  diesen  Fall  lauter  ähnlicher 
Mengen  Af„  beschränkt  ist)  der  geordneten  Mengen  Af„  für 
die  Elemente  n der  geordneten  Menge  X wird  diejenige  An- 
ordnung verstanden,  vermöge  deren  jedes  Element  von  Af„  zu 
jedem  Elemente  von  3I„-  dieselbe  Rangbeziehung  wie  n zu  n' 
besitzt. 
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F.  Hausdorff: 


Defimüm.  Eine  Menge  heisst  gestuft^  wenn  keiner  ihrer 
Abschnitte  einem  andern  ähnlich  ist.  Der  Ordnungstypus  einer 
gestuften  Menge  heisst  ein  gestufter  Typus. 

Wir  bemerken  sofort,  dass  auch  kein  Abschnitt  der  Menge  selbst 
ähnlich  ist.  Wäre  nämlich  M ~ .4,  wo  4.  der  zum  Element  »’  ge- 
hörige Abschnitt  von  M ist,  so  würde  bei  der  ähnlichen  Abbildung 
von  M auf  Ä das  Element  m in  ein  früheres  ni  übergehen,  der- 
art dass  die  zugehörigen  Abschnitte  4,  4'  ähnlich  wären.  Die 
Tj'pen  4 sind  also  untereinander  und  von  M sämmtlich  verschieden. 

Vor  allem  wird  es  erwünscht  sein,  sich  durch  Beispiele  von 
der  Existenz  gestufter  Mengen  zu  überzeugen.  Bei  dem  Beweise, 
dass  eine  irgendwie  definirte  Menge  gestuft  ist,  werden  wir  in 
der  Kegel  zuerst  die  Unähnlichkeit  zwischen  M und  4 begründen, 
weil  daraus  meist  in  analoger  Weise  die  Unähnlichkeit  zwischen 
verschiedenen  Abschnitten  erschlossen  werden  kann  — während 
logisch  genommen  der  erste  Theil  dieses  Beweisganges  nicht  hin- 
reichend und  nach  Erledigung  des  zweiten  nicht  einmal  noth- 
wendig  ist. 

1.  Beispiel.  Jede  wohlgeordnete.  Menge  ist  gestuft.  Die 
Typen  4 ihrer  Abschnitte  sind  die  der  Grösse  nach  geordneten 
endlichen  und  transfiniten  Ordnungszahlen  0,  1,  2,  • • ■ ca,  fo  -f-  1, 
abschliessend  mit  der  Ordnungszahl  M. 

2.  Beispiel:  Man  betrac’hte  die  Menge  J?  = {r)  der  der  Grösse 

mich  geordneten  rationalen  Zahlen;  ihr  Typus  »;  ist,  wie  G.  C.vntor 
gezeigt  hat*),  abzahlbar,  überall  dicht,  ohne  erstes  und  letztes 
Element,  und  durch  diese  drei  Eigenschaften  eindeutig  bestimmt. 
Tn  diese  Menge  setze  man  für  jedes  Element  r eine  endliche 
.Menge  Qr  von  v Elementen,  derart  dass  jedem  r eine  und  nur 
eine  positive  ganze  Zahl  v entspricht.  Das  kann  auf  unendlich 
viele  Weisen  geschehen;  denn  wenn  man  B in  eine  einfach  ge- 
ordnete Reihe  )\r^r^  ■ ■ ■ r,.  • • ■ bringt,  so  braucht  man  nur  jedem 
r = r,.  seinen  Stellenzeiger  v in  dieser  Reihe,  oder  auch  jedem 
r = fy  die  Zahl  a,.  zuzuordnen,  wenn  •••«,•••  irgend 

eine  Reihe  wachsender  positiver  Zahlen  (1  < «j  < < «3  <T  • • d 

bedeutet.  Durch  die  obige  Einsetzung  entsteht  eine  abzählbare 
gestufte  Menge  M = I Or}  ■ 

Der  Beweis  ist  einfach.  Es  sei  m irgend  ein  Element  von 
M,  4 der  zugehörige  Abschnitt.  Nun  muss  m irgend  einer  der 

i)  Math.  Ann.  Bd.  46  (1895),  S.  481. 


Digitized  by  Coogle 


Uebeh  eine  gewisse  Abt  geordneter  Mengen.  463 

endlichen  Mengen  Q,  etwa  dem  Qr,  angehören.  Man  nehme  in 
der  Menge  It  irgend  ein  auf  r folgendes  Element  s (s  >-  r) ; 
solche  giebt  es  sicher,  da  It  kein  letztes  Element  enthält.  Die 
zu  s gehörige  Gruppe  Q,  bestehe  aus  irgend  einer  Zahl,  etwa 
fünf,  Elementen.  Nun  werden  zwar  Gruppen  von  5 aufeinander- 
folgenden Elementen  auch  in  A Vorkommen,  aber  keine  davon 
steht  zu  ihrer  Umgebung  in  demjenigen  Eangverhältnisse  wie  Q, 
zu  der  ihrigen,  dass  nämlich  das  erste  Element  keinen  Vorgänger, 
das  fünfte  keinen  Nachfolger  hat.  Eine  solche  freischwebende 
Gmppe  von  fünf  Elementen  ist  nur  Q,  selbst,  und  demnach  kann 
M nicht  dem  Abschnitte  A ähnlich  sein.  Ganz  analoge  Schlüsse 
zeigen,  dass  auch  zwei  verschiedene  Abschnitte  A,  A'  einander 
nicht  ähnlich  sein  können. 

Auf  diese  Weise  ist  eine  sehr  umfassende  Kategorie  gestufter 
abzählbarer  Mengen  nachgewiesen,  die  durch  Einsetzung  i nsdne- 
dcner  endlicher  Mengen  in  den  überalldichten  Typus  i;  entstehen. 
Mit  jeder  dieser  Mengen  M ist  auch  die  inverse  31*  gestuft,  die 
durch  Umkehrung  aller  Rangverhältnisse  aus  31  hervorgeht. 

Eine  Verallgemeinening  dieses  Verfahrens,  durch  die  man 
auch  zu  gestuften  Mengen  höherer  Mächtigkeit  gelangt,  besteht 
darin,  in  einen  beliebigen  überalldichten  Typus  statt  der  einzelnen 
Elemente  verschiedene  wohlgeordnete  Mengen  zu  setzen. 

3.  Beispiel.  Auch  in  den  Typus  oi*  der  fallenden  Zahlen- 
reihe ■ • • 3,  2,  1 kann  man  wohlgeordnete  Mengen  so  einsetzen, 
dass  ein  gestufter  Typus  entsteht.  Man  betrachte  etwa  die  wohl- 
geordneten  Mengen,  deren  Ordnungszahlen  sind  «a,  ta*  ta®,  • ■ • w*'  • • • 
Addirt  man  diese  von  links  nach  rechts,  so  entsteht  ca  -j-  ta*  + ca® 
-f  • • • in  inf.  = ca“,  wiederum  eine  Ordnungszahl.  Fügt  man  sie 
aber  im  Sinne  fallender  Potenzen  aneinander,  so  entsteht  der  Typus 

. • . . -j-  ca*‘  -j-  ■ * • -j-  ca^  -j-  ca^  -j-  ca , 

der  zwar  nicht  wohlgeordnet,  aber  gestuft  ist. 

Der  Beweis  beruht  wesentlich  auf  der  Eigenschaft,  die  den 
Potenzen  von  <a  und  sonst  keinen  Zahlen  der  zweiten  Zahlen- 
klasse zukommt,  dass  nämlich  jeder  Rest  einer  Menge  vom  Typus 
ca''  denselben  Typus  ca’’  besitzt.  Sei  nun  eine  Menge  vom  Typus 
ca’,  und  Af  = • • • -f  ^3  -j-  ^3  -f-  sei,  entgegen  der  Behauptung, 
dem  durch  das  Element  m bestimmten  Abschnitte  A ähuUeh;  man 
bezeichne  durch  A = <p  (31)  die  unter  Erhaltung  der  Rangver- 
hältnisse stattfindende  Abbildung  von  31  auf  A.  Bei  dieser  Ab- 


Digitized  by  Coogle 


464 


F.  Hausdorff; 


bildung  geht  tn  selbst  in  ein  Element  m'  “=  (m)  über  und  es  ist 

das  Bild  von  »»'wiederum  ist  ein  Element  m"=  9 (»»')-<»»' 
u.  s. f.  So  entsteht  eine  fallende  Elementenreihe  »»>>-»»']>- »»"  >“•••. 
Gehörte  nun  das  Element  m etwa  der  wohlgeordneten  Menge  Qf, 
an,  so  muss,  da  in  einer  wohlgeordneten  Menge  jede  fallende 
Reihe  von  Elementen  endlich  ist,  in  der  Reihe  nim'tn"  • • ■ 
schliesslich  ein  letztes  Element  n Vorkommen,  das  noch  zu  Qf^ 
gehört,  während  das  nächstfolgende  ep  (n)  bereits  einer  früheren 
Menge  Qy  (v  > (i)  angehört.  Dies  aber  führt  zum  Widersprach; 
denn,  wie  die  successiven  Abbildungen  ergeben,  ist  der  zu  m ge- 
hörige Pest  von  M ähnlich  dem  Inbegriff  aller  Elemente  zwischen 
m'  und  m (»»'  eingerechnet,  m ausgeschlossen)  oder  zwischen  m" 
und  t»'  oder  endlich  zwischen  (»)  und  w.  Jener  Rest  war  vom 
Typus  ey*  + • • • -1-  oa*  -f  w und  diese  Ordnungszahl  ist  kleiner  als 
w'';  das  Intervall  zwischen  9>(»)  und  n hingegen  beginnt  mit 
einem  Reste  von  Q,  , hat  also  den  Typus  w’’  m’ ~ ’ -f-  • • • > o)’’. 
Beide  Mengen  können  also  unmöglich  ähnlich  sein,  also  ist 
M ~ A widerlegt.  In  analoger  Weise  wird  die  Unähnlichkeit 
zwischen  verschiedenen  Abschnitten  von  M bewiesen. 

Auch  hier  ist  leicht  eine  Verallgemeinerung  möglich.  Be- 
deutet «jßjKj  • • • eine  Reihe  wachsender  ganzer  Zahlen  (der 
ersten  oder  zweiten  Zahlenklasse),  so  ist 

+ 0T^  I I Cf  I Cf  I Cf 

ein  gestufter  Typus  von  der  ersten  Mächtigkeit.  Das  monotone 
Wachsthum  der  a ist  überdies  entbehrlich,  es  genügt,  dass  zu 
jedem  o,,  ein  v > ft  vorhanden  sei. 

Die  gegebenen  Beispiele  gestatten  bereits  die  Frage  nach 
der  Mächtiffkeit  der  Menge  aller  abzahlbaren  gestuften  Typen  zu 
beantworten;  diese  Mächtigkeit  ist  gleich  S,  der  Mächtigkeit  der 
Menge  nller  abzählbaren  Typen  oder  der  Mächtigkeit  des  Conti- 
nuums.  Einerseits  ist  nämlich  die  gesuchte  Mächtigkeit  < S, 
wegen  des  CANTOR-BERNSTEiN’sehen  Satzes;  andererseits  existirt 
eine  Theilmenge  von  gestuften  abzählbaren  Typen , die  die 
Mächtigkeit  des  Continuums  besitzt,  denn  man  kann  jeder  Folge 
positiver  wachsender  ganzer  Zahlen  Oj  «j  «3  • • • zugleich  einen  ge- 
stuften Typus  (etwa  der  dritten  Beispielklasse)  und  eine  reelle  Zahl 
X = (j)^  -f  (i)“>  -|-  (i)">  -!-•••  des  Intervalls  0,  1 zuordnen. 
Folglich  ist  die  gesuchte  Mächtigkeit  > S,  und  also  nach  dem 
Schröder -BERNSTErN’schen  Aequivalenzsatze  = K. 
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Ich  bemerke  noch,  dass  die  gestuften  Mengen  zu  der  von 
Cantor  gelegentlich  betrachteten  Kategorie  derjenigen  Mengen 
gehören,  die  sich  selbst  nur  auf  eine  Weise  ähnlich  sind,  während 
umgekehrt  eine  Menge  dieser  Kategorie  (z.  B.  die  Inversion  irgend 
einer  wohlgeordneten  Menge)  nicht  nothwendig  gestuft  ist. 

§ 2. 

Wir  beweisen  nun  einige  Sätze  über  gestufte  Mengen. 

a)  In  einer  gestuften  Menge  ist  kein  Anfangssiüch  einem 
andern  oder  der  Menge  selbst  ähnlich. 

Wäre  P + § ~ so  müsste  bei  der  Abbildung  von  V + Q 

auf  P einem  Element  q von  Q ein  Element  p von  P,  also 
p -<^  q,  entsprechen  und  der  zu  p gehörige  Abschnitt  dem  zu  q 
gehörigen  ähnlich  sein,  was  gegen  die  Definition  verstösst. 

b)  Jedes  Stücli  einer  gestuften  Menge  ist  eine  gestufte  Menge. 

Aus  a)  geht  sofort  hervor,  dass  dieser  Satz  für  Anfangs- 
stücke richtig  ist.  Ist  Q ein  Mittel-  oder  Endstück,  P der  In- 
begritf  aller  vorhergehenden  Elemente,  B und  B'  Abschnitte  von 
Q,  so  würde  aus  B B'  auch  P -\-  B P -\-  B'  folgen,  d.  h. 
die  Aehnlichkeit  zwischen  verschiedenen  Abschnitten  von  J/. 

Man  bemerke,  dass  bei  wohlgeordneten  Mengen  nicht  nur 
jedes  Stück,  sondern  überhaupt  jede  Theilmenge  wiederum  wohl- 
geordnet  ist. 

c)  Eine  gestufte  Menge  ist  keinem  ihrer  Mittelstücke  ähnlich. 

Dieser  wichtige  Satz  lässt  sich  so  beweisen.  Es  sei 

M = P Q B,  wo  P und  B nicht  verschwinden,  und  M D-' 
es  bezeichne  Q = <p(M)  eine  unter  Erhaltung  der  Rangi'erhältnisse 
mögliche  Abbildung  von  M auf  Q.  Hierbei  gehen  P,  Q,  R in 
die  drei  Stücke  von  Q über,  und  B^  —<p(^B)  ist  ein 

Endstück  von  Q,  schliesst  sich  also  links  an  R an,  sodass  R^  f R 
ein  Endstück  von  M bildet.  Ebenso  schliesst  sich  if,  = ep  (Jij) 
links  an  B^  an  u.  s.  f.  Man  bezeichne  mit 

Ä = • • • + P,  + P,  + Pi  + P 

den  Inbegriflf  aller  Elemente,  die  bei  der  Iteration  der  Abbildung 
ip  mitgenommen  werden;  es  ist  S ein  Endstück  von  M.  Nach 
b)  müsste  folglich  S eine  gestufte  Menge  sein;  aber  der  Ent- 
stehung zufolge  ist  S — <p  iß)  -f  P,  also  H einem  Anfangsstücke 
qo  (6')  ähnlich,  was  dem  Satze  a)  widerspricht.  Demnach  kann 
nicht  M ca  Q sein. 
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F.  Hauhdohtf; 


In  einer  gestuften  Menge  sind  also  die  Aehnlichkeiten 
M P,  M'^Q,  P ''1  P'  ausgeschlossen,  alle  andern  können 
statttinden  (3/  ~ U,  7’ Q,  i'~  li,  Q P,  Q ~ ' li  ~ IP). 

d)  Ist  M eine  gestufte,  N eine  beliebige  Menge,  so  ist  nie 
3f  ~ 3/  + X. 

Denn  wäre  M = <p  (^3/  + X)  eine  ähnliche  Abbildung,  so 
wäre  <p  (3f)  ~ 3f  ein  Anfangsstüok  von  M. 

e)  Ist  31  eine  gestufte,  X und  X'  zwei  beliebige  Mengen, 
so  folgt  aus  3f  -i-  A/^  ~ 3/  + X',  dass  X Z-L  X'. 

Es  sei  g>  (3f  + X)  = 3f  -f-  X';  das  Bild  (p  (31)  von  3f  kann 
weder  (a)  ein  Anfangsstück  von  3f  noch  («)  eine  Menge  sein, 
die  3f  als  Anfangsstück  enthält,  folglich  ist  qp  (3f)  = 3f  und 
cp  (X ) = X',  also  X ~ X'. 

f)  Sind  31,  X (jestufle  3fi‘n(in>,  so  ist  mich  31  + X eine 
gestufte  3Ienge. 

Es  sei  Ä ein  Abschnitt  von  31,  B ein  Abschnitt  von  X. 
Die  Abschnitte  von  31  X sind  von  der  Form  Ä,  M,  31  + B. 
Wegen  d)  kann  nicht  3/  ~ 3/  + X sein,  aber  auch  nicht 
A z“  31  -p  X = A Ji  -\-  X,  weil  A selbst  eine  gestufte  Menge 
ist.  Endlich  kann  nicht  3f  -f  .B  ~ 3/  + JV  sein,  weil  daraus 
nach  e)  ü ~ W folgen  würde , X aber  keinem  ihrer  Abschnitte 
ähnlich  ist.  Also  ist  31  + X keinem  ihrer  Abschnitte  ähnlich. 
Da  auch  B gestuft  ist,  so  ist  ebenfalls  31  + B keinem  ihrer 
Abschnitte  ähnlich;  dasselbe  gilt  von  3f,  dasselbe  von  A.  Also 
ist  auch  keiner  der  Abschnitte  von  31  X einem  andern  ähnlich. 

Auch  die  Addition  beliebig  vieler  gestufter  Mengen,  in  end- 
licher Zahl,  führt  wieder  zu  einer  gestuften  Menge.  Dagegen 
wird  die  Summe  einer  transfiniten  Menge  gestufter  Mengen  nur 
bei  bestimmter  Anordnung  eine  gestufte  Menge  sein;  in  dieser 
Beziehung  vermerken  wii’  den  Satz: 

g)  Eine  wohlgeordnete  Menge  gestufter  Mengen  ist  ebenfalls 
eine  gestufte  Menge. 

Es  sei  S = { s } eine  wohlgeordnete  Menge ; indem  man  statt 
des  Elementes  s die  gestufte  Menge  Q,  setzt,  entsteht  eine  Menge 
31  = [Q,] . Wir  nehmen  an,  31  sei  ihrem  durch  das  Element  m 
bestimmten  Abschnitte  A ähnlich ; A = g>  (3f)  sei  die  ähnliche 
Abbildung,  bei  der  das  Element  m in  Wj  = (ni)  m,  dieses 
wiederum  in  = qj  (»«,)  -<  Wj  übergeht  u.  s.  w.  Wir  erhalten 
so  eine  unendliche  fallende  Reihe  m Wj  >-  >-  • • • vom 

Typus  a*.  Das  Element  »i  möge  der  Menge  das  Element  in, 
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der  Menge  angehören  u.  s.  f.,  es  ist  dann  s >-  Sj  s,  .<3  • • •. 
In  dieser  Reihe  müssen  aber  von  einem  bestimmten  Element  an 
lauter  Gleichheitszeichen  auftreten,  weil  S als  wohlgeordnete  Menge 
keine  fallende  unendliche  Reihe  enthält;  d.  h.  in  der  Reihe 
■ • ■ wird  ein  Element  n auftreten,  das  nebst  allen  folgenden 

«,  = <p  (fl)  -<  n , «3  = ip  («j)  -<«,,••• 

einer  und  derselben  gestuften  Menge  (^,  angehört.  Man  bezeichne 
die  zu  n,  «j,  Wj,  •••  gehörigen  Abschnitte  dieser  Menge  mit 
B,  itj,  • • •;  ferner  sei  71  = + R, , = JSj  + Rj,  u. s.  w., 

so  ist  Rj  = <p(B^),  Rj  = qs(Rj),  • • • und 

y = • . • Ry  Rg  Rj 

ist  ein  Stück  von  Qt,  also  eine  gestufte  Menge.  Da  aber 

T^<p{T)  + B„  so  ist  1'  seinem  Abschnitt  <p  (T)  ähnlich,  und 
dieser  Widerspruch  zeigt,  dass  die  Voraussetzung  Af  ~ A zu  ver- 
werfen ist.  Eine  wohlgeordnete  Menge  gestufter  Mengen  ist  also 
keinem  ihrer  Abschnitte  ähnlich,  und  da  jeder  Abschnitt  wiederum 
eine  solche  wohlgeordnete  Menge  gestufter  Mengen  ist,  so  ist 
auch  kein  Abschnitt  einem  andern  ähnlich.  Also  ist  31  eine  ge- 
stufte Menge. 

h)  Wird  eine  endliche  Zahl  von  Elementen  einer  gestuften 
Menge  durch  gestufte  Mengen  ersetzt,  so  entsteht  wiederum  eine 
gestufte  Menge. 

Man  betrachte  ein  Element  m,  es  sei  3f  = A m R, 

dann  sind  nach  b)  Ä und  R gestuft.  Wird  m durch  die  gestufte 
Menge  Q„,  ersetzt,  so  entsteht  die  Menge  A Q,„  II,  die  nach 
f)  ebenfalls  gestuft  ist.  — Die  Menge  bleibt  auch  gestuft,  wenn 
man  diesen  Process  eine  endliche  Zahl  von  Malen  wiederholt. 

Dagegen  gilt  der  Satz  nicht  für  eine  transfinite  Menge  von 
Elementen.  Ersetzt  man  etwa  im  2.  Beispiel  das  letzte  Element 
jeder  Gruppe  Qr  durch  eine  wohlgeordnete  (also  gestufte)  Menge 
vom  Typus  w,  so  nimmt  die  ganze  Gruppe  den  Typus  ta,  die 
Menge  { Qr } den  Typus  a>  • i]  an,  der  nicht  mehr  gestuft  ist.  Im 
Gegensatz  also  zu  (g'j,  im  Gegensatz  ferner  zu  einer  bekannten 
Eigenschaft^)  der  Wohlgeordneten  Mengen  ist  eine  gestufte  Menge 
aus  wohlgeordneten  oder  gestuften  Mengen  im  Allgemeinen  nicht 
gestuft.  Dagegen  wird  sich  zeigen,  dass  durch  Einsetzung  rincr 

i)  SciioENEi.iKs,  Die  Entwicklung  der  Lehre  von  den  Punktmannig- 
faltigkeiten , S.  41,  Satz  VII. 
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und  derselben  gestuften  Menge  für  alle  Elemente  einer  gestuften 
Menge,  d.  h.  durch  MultipUcatkm  zweier  gestufter  Typen,  wiederum 
eine  gestufte  Menge  entsteht. 

»)  Es  sei  M eine  gestufte  Menge,  V ein  Anfangsstück  von 
Af;  ferner  sei  S eine  Menge,  die  kein  Stück  vom  Typus  qj*  ent- 
hält, T eine  beliebige  Menge.  Dann  ist  die  Menge  MS  keiner 
Menge  von  der  Form  MT  P ähnlich,  und  einer  Menge  von  der 
Form  M T nur  dann , wenn  S ~ T. 

Der  Beweis  beruht  wesentlich  auf  der  Eigenschaft  c),  dass 
M keinem  ihrer  Mittelstücke  ähnlich  sein  kann.  Daraus  folgt, 
dass  irgend  ein  Stück  der  Menge  MS  (die  durch  Einsetzung  von 
M,  ~ M für  jedes  Element  s von  S entsteht)  nur  dann  der 
Menge  M selbst  ähnlich  sein  kann,  wenn  es  sich  auf  höchstens 
zwei  unmittelbar  benachbarte  Mengen  M,  vertheilt.  Bezeichnet 
P,,  Qt,  II,  ein  Anfangs-,  Mittel-,  Endstück  von  M,  und  sind 
j * ®)  unmittelbar  auf  einander  folgende  Elemente 

von  Sy  so  hat  demgemäss  jedes  Stück  von  MS,  das  mit  M ähn- 
lich ist,  eine  der  vier  Formen  II,,  M„  It,^  -f  M,,  li,^  -j-  7',.  Aus 
demselben  Grunde  hat  jedes  Stück  von  MS,  das  mit  einem  An- 
fangsstück P von  M ähnlich  ist,  eine  der  vier  Formen  E,,  Q„ 
P„  P,.  -I-  P,. 

Wäre  nun  3IS  ~ MT  P,  so  bezeichne 

MT  + P=q>  {MS),  MS  ^ tg  {MT  + P)  = i/;  {MT)  + f {P) 

die  ähnliche  Abbildung  beider  Mengen.  if)  (P)  muss  einer  der 
zuletzt  notirten  vier  Formen  angehören,  als  Endstück  von  3IS 
kann  dies  nur  E,  sein;  folglich  muss  S ein  letztes  Element  $ 
besitzen,  und  die  zugehörige  Menge  M,  wird  so  in  P,  -f-  E,  zer- 
legt, dass  E,  = (P).  Man  schreibe  S = S^  -Fs,  sodass  S,  den 

Inbegriff  aller  Elemente  von  S bis  auf  das  letzte  bedeutet, 
dann  ist 

MS  = MS^  -i-  M,  = MS^  -f  P,  -f  = ip  {MT)  -f  (P), 
folglich 

MS,  -^P,  = ^ (MT) , MT=rp  (MS,)  + cp  (P.). 

In  genau  derselben  Weise  folgt  nunmehr,  dass  T ein  letztes 
Element  t besitzen  muss,  dass  M,  = Pi  E,,  Et  = <p{Pa), 
dass  mit  'T  — T,  t 

M T,  + P,  = <p  {MS,),  MS,  = tf»  {MT,)  + (P,). 
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Hieraus  folgt  nun  abermals,  dass  <S'j  ein  letztes  Element  Sj  be- 
sitzen muss  u.  8.  f.;  dieser  nie  abbrechende  Process  verlangt  also, 
dass  in  S eine  Reihe  consecutiver  Elemente  s Sj  Sj  >»-  • • •, 

in  T eine  entsprechende  Reihe  t >-  ^ • existire , der- 

art dass 

PcüJR,,  Pi,o^Jt^,-- 

P,  ~J?,,  P,,  ~P,,,  P^~P(,,--- 

Denn  der  Process  könnte  nur  abbrechen,  wenn  bei  dieser  succes- 
sive  übergreifenden  Abbildung  einmal  kein  Anfangsstück  übrig 
bliebe,  also  statt  P ~ P einmal  P ca  M wäre ; dies  aber  ist  wegen 
(a)  unmöglich. 

Da  wir  nun  vorausgesetzt  haben,  dass  in  S keine  solche 
fallende  Reihe  benachbarter  Elemente  (kein  Stück  vom  Typus  u*) 
existire,  so  ist  damit  die  Unmöglichkeit  der  Aehnlichkeit  zwischen 
MS  und  MT  P bewiesen. 

Um  den  zweiten  Theil  der  Behauptung  j)  zu  beweisen,  nehmen 
wir  MS  ~ M T an;  es  sei  MT  =•  {MS),  MS  = {M T).  Nun 

folgt  sehr  leicht,  dass  das  Bild  einer  Menge  ilf/  gerade  wieder 
eine  Menge  M,  sein  muss,  also  sich  weder  auf  zwei  solche 
Mengen  vertheilen  noch  in  einer  enthalten  sein  kann.  Denn  wäre 
tfj  {Ml)  •=  R,^  oder  = P,,  P,  oder  = P,,  + M,,  so  würde  das 
verbleibende  Anfangsstück  P,j  als  Bild  wieder  einen  Rest  P,, , das 
zugehörige  P,,  wieder  ein  7?^  bedingen  u.  s.  f.,  sodass  wieder  die 
obige  unbegrenzte  Reihe  s >-  Sj  >-  Sj  ^ ‘ ' aufträte,  die  durch 
Voraussetzung  ausgeschlossen  ist.  Demnach  ist  90  {M,)  = Mt, 
^ {Mt)  = M,,  und  hierdurch  sind  die  Elemente  s,  t selbst  in  eine 
eindeutig  umkehrbare  Beziehung  gesetzt,  die  die  Rangverhältnisse 
ungeändert  lässt,  d.  h.  es  ist  S ~ T. 

k)  Sind  M,  N gestufte  Mengai,  so  ist  auch  das  Product 
M . N eine  gestufte  Menge. 

Bezeichnet  Ä einen  Abschnitt  von  M,  li  einen  Abschnitt 
von  N,  so  sind  die  Abschnitte  der  Productmenge  MN  von  der 
Form  MB  A oder  auch,  aber  nur  im  Falle,  dass  M ein  erstes 
Element  besitzt,  von  der  Form  MB.  Man  bemerke  nun,  dass 
gestufte  Mengen  die  in  i)  von  der  Menge  S vorausgesetzte  Eigen- 
schaft haben,  kein  Stück  vom  Typus  to*  zu  enthalten;  denn  ein 
solches  Stück  ist  ungestuft,  kann  also  wogen  h)  nicht  in  einer 
gestuften  Menge  Vorkommen.  Folglich  ist  MN  weder  einem 
Abschnitte  MB  A ähnlich  noch  einem  Abschnitt  31 B,  denn 
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aus  dem  zweiten  Fall  würde  K ~ B i'olgen.  Aber  auch  kein 
Abschnitt  von  MN  ist  einem  andern  ähnlich.  Zwischen  MB  + Ä 
und  MB'  kann  keine  Aehnlichkeit  bestehen,  zwischen  MB  und 
MB'  nur  für  ZI  ~ wäre  endlich  MB A MB' A', 
ohne  dass  A'  hierbei  das  BUd  von  A wäre,  so  müsste  A'  das 
Bild  eines  Endstücks  von  A sein  (oder  umgekehrt)  und  wenn  P 
das  verbleibende  Anfangsstück  von  A bezeichnet,  müsste 
MB  + l'CiiMB'  sein,  was  wiederum  unmöglich  ist.  Also  folgt 
aus  MB  + A ~ MB'  + A',  dass  A und  A'  einander  als  Bilder 
entsprechen,  ferner  MBc^MB',  d.  h.  A ~ A',  B ~ B',  sodass 
die  beiden  genannten  Abschnitte  von  MN  sich  auf  dasselbe  Ele- 
ment beziehen.  Damit  ist  unsere  Behauptung  bewiesen. 

§ 3- 

Nach  /')  k)  bUden  die  gestuften  Mengen  gegenüber  den 
Grundoperationen  (Addition  und  Multiplication)  einen  „Körper“', 
einen  geschlossenen  Bereich.  Subtraction  und  Division  sind  in 
diesem  Bereich  nur  bedingungsweise  zu  definiren.  Aus  der  Glei- 
chung M N — S lässt  sich  iV  eindeutig  bestimmen,  wenn  M 
ein  Anfangsstück  von  S ist  (vgl.  c),  wälu-end  ihre  Auflösung  nach 
M,  vorausgesetzt  dass  N ein  Endstück  von  S ist,  im  Allgemeinen 
vieldeutig  ausfällt;  beispielsweise  ist  bei  wohlgeordneten  Mengen 
die  Gleichung  -f  to  = o)  -f  ca  durch  (i  = a,  oj-j-  1»  öj  + 2,"'' 
lösbar.  Ferner  ist  die  Gleichung  MN  = T,  falls  T überhaupt 
von  der  hierdurch  bedingten  Form  ist,  nach  N eindeutig  auflösbar 
(vgl.  i'),  nach  M im  Allgemeinen  vieldeutig;  bei  wohlgeordneten 
Mengen  wird  z.  B.  die  Gleichung  ftta  = co*  durch  fi  = lo,  aber 
auch  durch  jede  transfinite  Zahl  des  Intervalls  (b  ■<  g •<  co®  gelöst 

„Unterkörper“,  d.  h.  solche  Theilbereiche  des  Inbegriffs  aller 
gestuften  Mengen,  die  sich  ebenfalls  gegenüber  Addition  und 
Multiplication  invariant  verhalten,  lassen  sieh  in  mannigfacher 
Weise  bilden.  Die  wohlgeordneten  Mengen  liefern  einen  solchen, 
ferner  die  gestuften  Mengen,  die  ein  erstes  Element  besitzen; 
ebenso  die  vor-  und  rückwärts  gestuften  Mengen.  Eine  gestufte 
Menge  M heisse  vor-  und  rückwärts  gestuft,  wenn  auch  die 
inverse  Menge  M*  gestuft  ist.  Da  nun 

(ilf  + A)»  = W»  -f  M*,  {MN)*  = M*N*, 

so  führt  Addition  und  Multiplication  zweier  vor-  und  rückwärts 
gestufter  Mengen  wiederum  zu  einer  solchen. 
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Ueber  diese  Mengen  lässt  sich  noch  Einiges  mehr  sagen. 
Eine  vor-  und  rückwärts  gestufte  Menge  ist  keinem  ihrer  Stücke 
(auch  keinem  Endstück')  ähnlich,  ferner  ist  kein  Endstück  einem 
andern,  kein  Stück  einem  seiner  Stücke  ähnlich;  sie  darf  weder 
Stücke  vom  Typus  lo  noch  vom  Typus  m*  enthalten.  Fasst  man 
daher  alle  unmittelbar  auf  einander  folgenden  Elemente  zu  einer 
Gruppe  Q,  zusammen,  so  ist  diese  Gruppe  nothwendig  rmUich; 
und  die  Menge  .AT  = ( n ) , ans  der  durch  Einsetzung  endlicher 
Gruppen  die  vor-  und  rückwärts  gestufte  Menge  AI  ^ {Q,)  ent- 
steht, enthält  nun  keine  zwei  aufeinanderfolgenden  Elemente  « 
mehr,  denn  die  zugehörigen  beiden  Gruppen  Q„  würden  ja  zu 
einer  einzigen  Gruppe  zusammenzuziehen  sein.  Also  ist  N ent- 
weder ein  einziges  Element  oder  iibfralldicht , d.  h.  zwischen  je 
zwei  Elementen  von  N liegt  dem  Range  nach  stets  wenigstens 
noch  eines  (also  unendlich  vielcY 

t)  Eine  vor-  und  riicJcirärtt)  /jeslufte  Alcnge  entsteht,  falls  sie 
nicht  endlich  ist,  durch  Einsetzung  endlithir  Alengen  für  die  Ele- 
mente einer  iihernlldichten  Alenge.  Natürlich  müssen  aber  diese 
endlichen  Mengen  passend  gewählt  sein.  Das  Sicherste  wäre,  sie 
aUesammt  unter  einander  rersehieden  zu  wählen;  dann  wird  aber 
die  überalldichte  Menge  nur  abzählbar,  also  einem  der  vier  Typen 
Tf,  1-fi;,  tj  1,  l+z;-fl  ähnlich,  wo  ij  den  einzigen  überall- 
dichten abzählbaren  Typus  ohne  erstes  und  letztes  Element  be- 
deutet (vgl.  die  Anmerkung  auf  S.  458).  Wir  kommen  also  hier 
wieder  auf  die  Construction  der  gestuften  Mengen  im  zweiten 
Beispiel;  man  bringe  die  überalldichte  Menge  {nj  in  die 

einfache  Reihenform  n, betrachte  andererseits  eine  Reihe 
wachsender  ganzer  positiver  Zahlen  a,  a^Oj  • ■ • und  ersetze  in 
X das  Element  n = n,  durch  die  endliche  Gruppe  von  o, 
Elementen»- 

Man  kann  aber  auch  vor-  und  rückwärts  gestufte  Mengen 
von  der  Mächtigkeit  des  Confinuums  construiren,  wobei  also  die 
endlichen  Mengen  sicher  nicht  alle  verschieden  sein  können,  son- 
dern mindestens  eine  unendlich  oft  (ebenfalls  von  der  Mächtigkeit 
des  Continuums)  verkommen  muss.  Es  sei  x irgend  eine  reelle 
Zahl  des  Intervalls  0 < a:  < 1 , die  Grenzen  ausgeschlossen, 
X = ( a: } das  Linearcontinuum,  d.  h.  die  Menge  aller  der  Grösse 
nach  geordneten  Zahlen  x,  eine  Menge,  deren  Ordnungstypus  A 
ebenfalls  überalldicht  ist.  Nun  gilt  der  Satz: 

m)  Werden  in  X die  Elemente  x durch  gestufte  Mengen 

32* 
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erster  Mdc/itigkcit  Vx  ersetzt,  voti  denen  keine  der  andern  ähnlich 
ist,  so  entsteht  eine  gestufte  Menge  M = \ Qx]  • 

Der  Beweis  braucht  nach  allem  Früheren  nur  angedeutet  zu 
werden.  Bei  jeder  Abbildung  von  M auf  einen  seiner  Abschnitt« 
muss  das  Bild  einer  Menge  Qx  wiederum  eine  solche  Menge  sein, 
da  nur  die  Stücke  Qx  und  ihre  Theilstücke  von  erster  Mächtig- 
keit sind,  während  jedes  über  ein  Qx  hinausragende  Stück  die 
Mächtigkeit  des  Continuums  besitzt.  Da  ferner  kein  Qx  dem 
andern  ähnlich  ist,  so  lässt  sich  M = A -\-  R nicht  auf  A ab- 
bilden, weil  eine  in  R anftretende  Menge  in  A kein  Bild 
besitzt.  Ebenso  ist  die  Aehnlichkeit  zwischen  Abschnitten  A und 
A'  sofort  ausgeschlossen,  wenn  die  zugehörigen  Elemente  m,  tu' 
verschiedenen  Mengen  Qx  angehören;  gehören  sie  aber  derselben 
Menge  Qx  an,  so  würde  die  Aehnlichkeit  A ~ A'  die  Aehnlich- 
keit gewisser  Abschnitte  von  Qx  zur  Folge  haben  und  widerstritte 
also  der  Voraussetzung,  dass  Qx  eine  gestufte  Menge  ist. 

Wählt  man  aber  in  »»)  für  Qx  lauter  vor-  und  rückwärts- 
gestufte  Mengen , so  wird  auch  M = { ) eine  solche.  Die 
Voraussetzungen  von  w»)  werden  z.  B.  erfüllt,  wenn  man  jedem 
Werth  z,  etwa  vermöge  z = (j)“>  + -f  (j)“*  eine 

Reihe  wachsender  positiver  ganzer  Zahlen  • • • zuordnet 

und  unter  Qx  diejenige  vor-  und  rückwärtsgestufte  Menge  ver- 
steht, die  aus  der  Menge  R der  der  Grösse  nach  geordneten 
rationalen  Zahlen  durch  Einsetzung  von  Ov  Elementen  an  Stelle 
des  Elementes  r = r,.  gebildet  wird;  kein  solches  Qx  ist  einem 
andern  ähnlich.  Die  überalldichte  Menge  X,  aus  der  durch 
Substitution  endlicher  Gruppen  unsere  gestufte  Menge  M entsteht, 
ist  hier  das  Product  RX  mit  dem  Ordnungstypus  »j/l;  sowohl  X 
wie  M sind  von  der  Mächtigkeit  des  Continuums. 

Vielleicht  ist  es  auch  von  Interesse,  eine  vor-  und  rück- 
wärtsgestufte Menge  von  der  Mächtigkeit  Sj  der  zweiten  Zahlen- 
klasse zu  kennen  (eine  nur  vorwärtsgestufte  ist  die  zweite  Zahlen- 
klasse selbst,  überhaupt  alle  wohlgeordneten  Mengen,  deren  Typen 
die  Zahlen  der  dritten  Zahlenklasse  sind).  Zu  diesem  Zweck  hat 
man  nur  das  Linearcontinuum  X des  Satzes  m)  durch  einen 
überalldichten  Typus  TJ  = [u]  zu  ersetzen,  der  selbst  sowie  jedes 
seiner  Stücke  die  Mächtigkeit  Sj  besitzt;  werden  dann  die  Ele- 
mente M durch  abzählbaro  gestufte  Mengen  Qu  ersetzt,  deren 
keine  der  andern  ähnlich  ist,  so  entsteht  eine  gestufte  Menge 
Af  = { Ctt } von  der  zweiten  Mächtigkeit.  Eine  solche  Menge  V 
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liefern  die  von  F.  Bersstein  angegebenen  „ultrarationalen  Zahlen“ 
(Diss.  S.  52),  d.  h.  die  endlichen  Gruppen  aus  Zahlen  der  beiden 
ersten  Zahlenklassen.  Es  sei,  für  beliebiges  endliches  v,  Cj «,  • • • o» 
ein  Inbegriff  von  Zahlen  der  ersten  oder  zweiten  Zahlenklasse 
(zur  ersten  die  Null  mitgerechnet).  Man  schreibe  dies  als  un- 
endliche Zahlenfolge 

u = <Kj,  • • • ß,,  0,  0,  0,  • • • 

und  bringe  die  u derart  in  Form  einer  einfach  geordneten  Menge 
U — \u\,  dass  man  festsetzt;  es  sei  u -<^  n',  wenn,  für  irgend 
ein  endliches  g,  ti  und  «'  in  den  ersten  p — 1 Stellen  überein- 
stimmen und  ctf,  ■<  Betrachtet  man  das  Element  u",  das  die 
ersten  g Stellen  mit  u gemein  hat,  während  0//4-1  > so 

ist  11 -<^  11"  11',  folglich  l/  flberalldicht,  und  da  ß;V+i  bis  auf 

einen  Abschnitt  noch  die  ganze  zweite  Zahlenklasse  durchlaufen 
kann,  so  ist  das  zwischen  u und  u'  enthaltene  Stück  von  U 
sicher  nicht  abzählbar.  Andererseits  hat  U die  Mächtigkeit 

S,  + Sj  + S»  -I-  • • • = • »,  = »„ 

also  ist  U selbst  und  jedes  seiner  Stücke  von  der  zweiten 
Mächtigkeit  Sj. 

Den  Schluss  der  gegenwärtigen  Untersuchung,  an  die  ich 
bei  anderer  Gelegenheit  wieder  anzuknüpfen  hoffe,  möge  eine 
Verallgemeinerung  des  CANTOR-BERNSTEis’schen  Satzes  bilden, 
dass  die  Menge  aller  Typen  von  der  Mächtigkeit  Sq  (aller  ab- 
zäblbaren  Typen)  die  Mächtigkeit  2*«  (die  Mächtigkeit  des  Con- 
tinuums)  besitzt. 

«)  Ist  Jf  eine  gestufte  Menge,  deren  Cardinalzahl  m ihrem 
Quadrat  gleich  ist,  so  bilden  alle  Ordnungstypen  von  der  Mächtig- 
keit m eine  Menge  von  der  Mächtigkeit  2”’. 

Das  gilt  z.  B.  für  m = S = Mächtigkeit  des  Continuums, 
ferner  für  jedes  m,  das  in  der  Alephreihe  vorkommt  (hierfür  hat 
Bernstein  den  Satz  ohne  Beweis  ausgesprochen  S.  40). 

Dem  Beweise  sind  einige  Bemerkungen  über  2“  vorauszu- 
schicken. Diese  Potenz  bezeichnet  zunächst  die  Mächtigkeit  der 
Menge  aller  zweiwerthigen  Functionen  der  Elemente  m (aller 
„Belegungen“  von  M mit  zwei  Werthen),  d.  h.  ist  f(m)  = ± U 
so  besitzt  die  Gesammtheit  aller  Functionen  f (m)  die  Mächtig- 
keit 2"'.  Jede  solche  Function  bestimmt  eindeutig  umkehrbar 
eine  gewisse  Theilmenge  P der  Menge  ]\I,  nämlich  die  Menge 
aller  deijenigen  Elemente  p,  für  die  /"  (i>)|  = -f  1;  demnach 
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K.  Hai'sdobkp: 


ist  2“'  auch  <lie  Mächtigkeit  der  Menge  { i’j  aller  Theilmengen  P 
von  M.  Hieraus  folgt  beiläufig  sehr  einfach*),  dass  2"'  > in.  Da 
jedes  Element  m selbst  ein  P ist,  so  enthält  | P]  eine  Theilmenge 
von  der  Mächtigkeit  m.  Hätte  aber  {P)  selbst  die  Mächtigkeit  m, 
Hesse  sieh  also. in  die  Form  bringen,  so  findet  man 

sofort  ein  neues,  von  allen  P,„  verschiedenes  P,  indem  man  P 
aus  allen  denjenigen  Elementen  p zusammensetzt,  die  in  ihren 
zugehörigen  Pp  nicht  Vorkommen,  sodass  die  Mengen  P und  P,„ 

das  Element  m sicher  nicht  gemeinsam  haben. — Für  das 

Folgende  brauchen  wir  noch  die  Bemerkung,  dass  auch  die  Menge 
jiS)  aller  derjenigen  Theilmengen  S,  die  mit  der  Gesammtmenge 
M gleich  mächtig  sind,  die  Mächtigkeit  2"'  besitzt.  Da  jede 
transfinite  Cardinalzahl  ihrem  Doppelten  gleich  ist  (m  = m + m), 
so  kann  man  M in  zwei  Theilmengen  .-I,  B von  der  Mächtigkeit 
m spalten;  die  Gesammtheit  aller  Theilmengen  von  <lie  aus  .-1 
und  einer  Theilmenge  von  B bestehen,  hat  die  Mächtigkeit  2™ 
und  ist  ein  Theil  von  { S ) , wie  | S } wicdenim  ein  Theil  :der 
Menge  {P}  von  der  Mächtigkeit  2"’  ist;  nach  dem  Aequivalenz- 
satze  hat  also  {Sj  die  Mächtigkeit  2'". 

Der  Beweis  des  Satzes  «)  spaltet  sich,  ebenfalls  nach  dem 
Aequivalenzsatze,  in  zwei  Theile;  man  hat  zu  zeigen,  dass  die 
Mächtigkeit  der  Typenklasse  (iii]  (der  Menge  aller  Typen  von  der 
Mächtigkeit  m)  <C  2"’,  sodann,  dass  sie  > 2"  ist.  Der  erste 
Theil  wird  genau  wie  bei  F.  Bersstf.in  durch  eine  „Ordnungs- 
function“ erledigt.  Man  betrachte  die  zweiwerthige  Function  der 
Elementpaare  f(tn,  «)  = + 1,  und  setze  fest,  dass  /"(»n,  w)  = 1 

gleichbedeutend  sei  mit  f(m,n')  = — 1 gleichbedeutend 

mit  m >-  n.  Jeder  Typus  r von  der  Mächtigkeit  nt  lässt  sich 
auf  unendlich  viele  Weisen  durch  eine  solche  Ordnungsfunction 
der  Elementpaare  von  M characterisiren.  Umgekehrt  stellt  nicht 
jede  Function  /'(»»,  n)  einen  Typus  t dar,  vielmehr  ist  dazu  er- 
forderlich, dass  allgemein  /■(«,*»)  = — f(»‘,  n)  und  dass  mit 
/’(»!,  n)=‘f(n^  p)  zugleich  f(m,  n)  = ((m,  p)  sei.  Bestehen 

aber  diese  binären  und  ternären  Relationen,  so  stellt  f(m,  n) 
einen  bestimmten  Typus  r dar.  Demnach  besitzt  der  Inbegriff 
aller  Functionen  f‘(fn,  n),  dessen  Mächtigkeit  o"""  = 2"’,  eine 

i)  Vgl.  CiNTOR,  Berichte  d.  D.  M.  V.  I,  S.  77,  ferner  Schoenfmes, 
Die  Entwicklung  der  Lehre  von  den  Pnnktmannigfaltigkeiten  S.  26, 
Satz  VB. 
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Theilmenge  von  der  Mächtigkeit  der  Typenklasse  [mj;  die  Mächtig- 
keit dieser  Typenklasse  ist  ^ 2"'. 

Zum  zweiten  Theile  des  Beweises  machen  wir  von  der 
Voraussetzung,  dass  M gestuft  sei,  Gebrauch;  m sei  irgend  ein 
Element  von  M,  A,„  der  zu  m gehörige  Abschnitt,  S = { s } eine 
mit  M äquivalente  Theilmenge  von  M.  Ferner  sei  R eine  un- 
gestufte Menge,  von  der  auch  jedes  Anfangs-  und  Endstück  un- 
gestuft ist;  wir  wählen  im  Speciellen  R als  abzählbare  übcrall- 
dichte  Menge  vom  Typus  i].  Betrachten  wir  diejenige  geordnete 
Menge  T = { iJ  A, } , die  aus  S dadurch  entsteht,  dass  man  für 
jedes  Element  s die  geordnete  Menge  R -\-  A,  einsetzt.  Die 
Mächtigkeit  von  if  -j-  A,  ist  ^ Sq  -j-  m = nt,  die  Mächtigkeit  von 
T liegt  also  (da  S von  der  Mächtigkeit  m)  zwischen  in  und 
m*  = nt,  d.  h.  T ist  eine  geordnete  Menge  von  der  Mächtigkeit 
m,  ihr  Typus  t gehört  zur  Typenklasse  [mJ.  Nun  ist  zu  zeigen, 
dass  alle  diese  Typen  t unter  einander  verschieden  sind,  d.  h. 
dass  T und  T'  einander  nicht  ähnlich  sein  können,  wenn  ts  und 
S'  verschieden  sind.  Das  beruht  auf  der  eigenthümlichen  Structur 
von  T,  vermöge  deren  sich  die  Stücke  A,  mit  ihrer  Umgebung 
nicht  vermischen,  sondern  als  gestuft)'  Stücke  berausheben,  während 
jedes  über  A,  hinausragende  Stück  ungestuft  ist.  Sind  also  zwei 
Mengen  von  der  Form  2'  einander  ähnlich,  so  müssen  die  ganzen 
Stücke  A,  einander  als  Bilder  entsprechen.  Sind  aber  S und  S' 
verschieden,  so  giebt  es  mindestens  ein  Element  »»,  das  zu  S, 
aber  nicht  zu  S'  gehört  (oder  umgekehrt),  und  dem  in  T ent- 
haltenen Stück  R -|-  A„,  entspricht  dann  in  T'  nichts  Aehuliches. 
Folglich  ist  die  Beziehung  zwischen  S und  T eindeutig  umkehr- 
bar, und  die  Typenklasse  [mJ  enthält  eine  mit  {&’}  äquivalente 
Menge  { 3')  ~ {tj,  d.  h.  eine  Theilmenge  von  der  Mächtigkeit  2“; 
die  Mächtigkeit  der  Typenklasse  [mJ  ist  ^ 2"'.  Damit  ist  der 
Satz  n)  vollständig  bewiesen. 


Drui  kfertig  erklärt  1ä.  XII.  1901.] 
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SITZUNG  VOM  2.  DECEMBER  1901. 


Vorträge  hielten: 

Herr  Fbiedrich  Enoki,,  o.  M.:  Vorlegung  einer  Abhandlung  des  Herrn 
H.  Liebil^n:  Constmction  des  geradlinigen  Dreiecks  der  nicht- 
euklidischen Geometrie  aus  den  drei  Winkeln. 

Herr  Adolp  Maveb,  o.  M.  : Vorlegung  einer  Abhandlung  des  Herrn 
K.  Hohn,  o.  M.  : Einige  Beiträge  zum  Problem  der  Bestimmung  des 
achten  Schnittpunktes  von  drei  Flächen  zweiten  Grades. 

Herr  W.  Scbeibnkb,  o.  M.  : Ueber  das  JACOBi-LEaENDBB'sche  Symbol. 
Zweite  Abhandlung;  für  die  Abhandlungen. 

Heinrich  Liebmann;  Die  Canstruction  des  geradlinigen 
Dreiecks  der  nichteuklidischen  Geometrie  aus  den  drei  Winkeln. 
(Mit  einer  Tafel.) 

Im  zweiten  Teil  seiner  Ausgabe  von  zwei  geometrischen 
Abhandlungen  LoB,^^T,scHEFSKu’s  *)  macht  Herr  Professor  Enoei, 
auf  ein  Gebiet  aufmerksam,  welches  Lobatsciieeskij  im  Gegen- 
satz zu  JoH.AXN  Boly.m,  dem  anderen  Begründer  der  nichteukli- 
dischen Geometrie,  wenigstens  in  seinen  Schriften,  gänzlich  ver- 
nachlässigt hat,  nämlich  die  Constructionen.  Zum  grossen  Tbeile 
lassen  sich  diese  zwar  mit  Hülfe  der  bewiesenen  Sätze  leicht  aus- 
fübren,  indessen  giebt  es  doch  manche,  W'elcbe  man  erst  nach 
einiger  Ueberlegung  findet.  Hierher  gehört  z.  B.  die  Constmction 
des  Dreiecks  aus  den  drei  Winkeln.  Da  diese  auch  bei  J.  Bolyai 
nicht  gegeben  ist,  ja  da  bis  jetzt  überhaupt  meines  Wissens  noch 
keine  Lösung  dieser  Aufgabe  veröffentlicht  ist,  so  wird  die  in  der 
folgenden  Abhandlung  gegebene  Ausfüllung  dieser  Lücke  wohl 
einiges  Interesse  verdienen.  — 

1)  Kikoi.aj  JwAÄowTTscn  LoBATsenEFSKu,  Zwei  geometrische  Ab- 
handlungen. Uebersetzt  und  herausgegeben  von  Fbikdbich  Engel. 
2 Theile.  Leipzig  1898  und  1899.  (Im  Folgenden  angeführt  mit  „L.“) 

2)  „L.“  Seite  394. 

Math.-phys.  Claase  1901.  33 
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Heinrich  Liebhann; 


Dabei  sollen  nun  alle  möglichen  Fälle  in  Betracht  gezogen 
werden;  d.  h.  es  sollen  nicht  nur  reelle  endliche  Winkel  zugelassen 
werden,  sondern  auch  Nullwinkel  (§  5)  und  „Ueherwinkel“  (§  6). 
(Unter  einem  Nullwinkol  ist  ein  Paar  von  parallelen  Geraden  zu 
verstehen,  unter  einem  „Ueherwinkel“  ein  Paar  von  Geraden, 
welche  einander  nicht  schneiden.  Ein  Ueherwinkel  ist  vollkommen 
hestimmt  durch  die  Länge  des  gemeinsamen  Lothes  der  beiden 
einander  nicht  schneidenden  Geraden.) 

Als  Htllfsmittel  dienen  neben  den  bekannten  elementaren 
Constructionen,  die  hier  in  § i kurz  zusammengestellt  sind,  noch 
die  Anwendung  von  zwei  bestimmten,  übrigens  schon  in  der 
Literatur  vorkommenden  Transformationen  (§  2 und  § 3 — 4),  von 
denen  namentlich  die  zweite  eine  grosse  Reihe  von  Sätzen  abzu- 
leiten gestattet. 

Durch  in  geeigneter  Reihenfolge  vorzunehmende  Anwendung 
dieser  beiden  Transformationen  gelingt  es  dann,  die  gestellte 
Aufgabe  in  allen  Fällen  zu  lösen. 

§ I.  Elementare  Constructionen. 

Die  grundlegenden  für  uns  unentbehrlichen  Constructionen 
sollen  hier  kurz,  zum  Theil  ohne  Beweis  zusammengestellt  werden, 
mit  Literaturnachweis. 

I.  Construcüon  des  Parallelwinhis  zum  Loth.^)  (Lösung  der 
Aufgabe:  Durch  einen  Punkt  eine  Parallele  zu  einer  gegebenen 
Geraden  nach  einer  Seite  hin  zu  ziehen.) 

Die  Lösung  giebt  die  Fig.  i,  welche  sich  aus  einem  Satz 
über  Vierecke  mit  drei  rechten  Winkeln  ergiebt.  (Vgl.  unten  § 2,  2.) 
In  der  Figiu"  sind  Strecken  durch  ihren  daneben  geschriebenen 
Parallclwinkel  bezeichnet.*)  Man  erhält  aus  ihr  zwei  Construc- 
tionen, je  nachdem  man  die  Gerade  FP^  und  den  Punkt  P, 
oder  die  Gerade  PF^  und  den  Punkt  Pj  als  gegeben  betrachtet. 
Im  erstcren  FaU  findet  man  die  Parallele  durch  Anträgen  des 
Winkels  TI(tj  an  PF  in  P,  und  diese  erste  Construction  wird 
auch  bewiesen  von  J.  Bolyai  in  § 34  des  Appendix  und  von 


1)  „L“.  S.  256. 

2)  Diese  Bezeichnung  wird  in  allen  Figuren  angeweiidet.  Im 
Text  dagegen  wollen  wir  mit  Jla)  die  Streeke  bezeichnen  (das  Loth), 
zu  welchem  der  l’arallelwinkel  a gehört. 
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Herrn  M.  Simon durch  Grenzbetrachtungen,  die  nicht  recht 
überzeugend  sind. 

Im  zweiten  Fall  hat  man  einfach  um  P,  einen  Kreis  mit 
dem  Radius  F^F  zu  construiren  und  ihn  mit  FF  zum  Schnitt 
zu  bringen,  Z7P,  ist  dann  die  gesuchte  Parallele.  Einen  directen 
Beweis  für  diese  Construction  hat  mit  Hülfe  von  räumlichen 
Betrachtungen  Enoel*)  gegeben,  einen  anderen  projectiven  neuer- 
dings Schur.*) 

2.  Construction  des  Lothes  eum  FaraUclicinkel.  Entweder 
kann  man  dabei  wie  J.  Boi.yai  den  Satz  benützen,  dass  im 
Dreieck  alle  drei  Mittellothe  auf  den  Seiten  parallel  sind,  sobald 
zwei  unter  ihnen  parallel  sind  (Appendix,  § 35),  oder  man  be- 
nützt die  Transformation  § 2,  i.  (Vgl.  § 2,  i.  Amu.) 

Anm.  Jetzt  kann  man  allgemein  die  Aufgabe  lösen; 

Auf  den  einen  Schenkel  eines  Winkels  ein  Loth  zu  fällen, 
Kelches  zu  dem  anderen  parallel  ist. 

Für  reelle  endliche  Winkel  ist  die  Aufgabe  soeben  gelöst; 
für  den  Nullwinkel  kann  man  sie  auch  lösen:  Soll  auf  das  zu 
<7,  parallele  Loth  h errichtet  werden,  so  ziehe  man  zuerst  durch 
einen  beliebigen  Punkt  P von  die  Parallele  h^  zu  und  fälle 
dann  auf  g^  das  Loth,  welches  zu  h^  parallel  ist.  Dieses  Loth  h 
ist  die  gesuchte  Gerade  (Fig.  2). 

Ist  der  gegebene  Winkel  ein  Ueberwinkel  und  sind  F^^F^ 
die  beiden  Punkte,  in  denen  das  gemeinsame  Loth  die  beiden 
Geraden  trifft,  so  ziehe  man  zunächst  durch  Pj  die  Parallele 
zu  (7j  und  construire  dann  die  auf  g^  senkrecht  stehende  Parallele 
zu  7/j  (Fig.  3). 

3.  Das  gemeinsame  Loth  von  zwei  Geraden.  Die  zuletzt  ge- 
nannte Construction  setzt  voraus,  dass  man  die  Punkto  Pj  und 
Pj  kennt.  Man  kann  sie  in  verschiedener  Weise  finden^),  z.  B. 
so:  (Vgl.  Fig.  4.) 


1)  „Elementargeometrische  Ableitung  der  Paralleleneonstruction“ 
(Journal  f.  d.  reine  und  angewandte  Mathematik  107.  Berlin  1891. 
Seite  84 — 86). 

2)  Construction  der  Parallelen  in  der  LuBAiscuEFSKij’schen  Geo- 
metrie (Bulletin  de  la  Soc.  phys.-math.  de  Kasan  [in  russischer  Sprache] 
1897). 

3)  üeber  die  Grundlagen  der  Geometrie.  Math.  Annalen  55  (1901) 
S.  292. 

4)  „L.“  S.  253,  255. 

33* 
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Man  falle  von  E das  Lot  EP  auf  g^,  ziehe  sodann 
EE"  \\  PC  und  EE'  \\  PD,  endlich  construire  man  BB' A_gi 
imd  II  EE\  und  AA"  _L  g^  und  ||  EE”.  Die  Mitte  zwischen 
den  beiden  Fusspunkten  A und  B,  nUmlich  der  Punkt  F'j,  ist 
der  eine  Fusspunkt  des  gesuchten  gemeinsamen  Lothes:  Man  kann 
leicht  beweisen,  dass  das  von  auf  g,  gefällte  Loth  J’i-F'j  senk- 
recht steht  auf  g^  Zieht  man  nämlich  die  Parallelen  F\l'i 
(11^^"  II  PC)  und  FiF[  (II  BB'  ||  PD),  so  ist 

^ AF^F'^  = ^ BF^Fi  = n (AFi) 

und  FiFiFi'  = ^ FiFiFi  = n(FiFi), 

also  = = 

4.  Parallele  zu  zwei  gegebenen  Geraden.  Wenn  zwei  zu 
einander  nicht  parallele  Gerade  gegeben  sind,  so  giebt  es  vier 
Gerade,  welche  zu  beiden  parallel  sind.  Soll  eine  derselben  con- 
struirt  werden,  so  ist  dieselbe  erst  durch  genaue  Angabe  des 
Sinnes,  in  welchem  der  Parallelismus  gelten  soU,  festzulegen. 
Sind  z.  B.  (Fig.  5)  die  beiden  einander  schneidenden  Geraden 
P^P  und  PjP  gegeben,  und  es  soll  die  Parallele  F'F"  gezogen 
werden,  so  dass  F"  F'  ||  PPj  und  F'  F"  ||  PP^  wird,  so  halbiere 
man  den  Winkel  PjPPj  und  errichte  darauf  das  Loth  F"F  ||  PjP; 
dieses  ist  die  gesuchte  Linie.  — 

Schneiden  die  Geraden  einander  nicht  und  sind  sie  nicht 
einander  parallel,  haben  sie  also  ein  gemeinsames  Loth,  so  giebt 
es  zwei  „innere“  gemeinsame  Parallele,  die  durch  die  Mitte  des 
gemeinsamen  Lothes  gehen,  und  sich  sofort  construiren  lassen. 
Jede  der  beiden  „äusseren“  Parallelen,  welche  das  gemeinsame 
Loth  nicht  treflen,  findet  man,  indem  man  zuerst  vom  Mittelpunkt 
des  gemeinsamen  Lothes  aus  die  beiden  (nicht  zusammenfallenden) 
Parallelen  zu  den  gegebenen  Geraden  zieht.  Zu  diesen  beiden 
HülfsUnien  ziehe  man  dann  im  richtigen  Sinne  die  Parallele;  sie 
ist  die  gesuchte  Linie.  — 

Sind  endlich  die  gegebenen  Geraden  parallel,  so  giebt  es 
unendlich  viele  Geraden,  welche  ihnen  gleichsinnig  parallel  sind. 
Die  einzige  ihnen  beiden  im  entgegengesetzten  Sinne  parallele 
Gerade  findet  man  so.  Es  sei: 

A'A  II  B"B  (Fig.  6), 
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SO  construire  man  zuerst 

CC"  II  BB"  und  J_  AA\ 

dann  B'I)",  wo  D"D'  ||  AA' 

und  D'D"  II  CC"-, 

es  ist  dann  auch 

D"B'  II  AA'  und  D’B"  ||  BB". 

Anmerkung.  Zieht  man  noch  MM"'  ||  A'A  und  _L  ü'Z)",  so 
ist  MM"'  die  Mittellinie  zwischen  den  beiden  gegebenen  Paral- 
lelen (Fig.  7).  Man  kann  nun  auch  den  Punkt  angeben,  in 
welchem  die  Grenzlinie,  welche  durch  Pj  (auf  A'Ä)  geht  und 
von  der  A' A und  B" B zwei  Axen  sind,  die  Gerade  B" B trifft: 
Pj  findet  man  als  den  Schnittpunkt  des  von  Pj  auf  die  Mittel- 
linie gefällten  Lothes  mit  B"B. 

§ 2.  Die  einander  zngeordneten  rechtwinkligen  Dreiecke  nnd  Vierecke. 

Wir  wollen  hier  eine  Zuordnung  von  rechtwinkligen  Drei- 
ecken und  von  Vierecken  mit  drei  rechten  Winkeln  erwähnen 
und  weiter  ausfilhren,  auf  welche  Lobatscuhpskij  zum  Theil  durch 
trigonometrische  Formeln  gekommen  ist.*)  Prof.  Engel  hat  ge- 
zeigt*), dass  auch  die  Zuordnung  des  Vierecks  zum  Dreieck  sich 
mit  Hülfe  von  rein  geometrischen  Betrachtungen  hersteilen  lässt. 

I.  Das  einem  rechtwinkligen  Dreieck  zugeordnete  rechtwinklige 
Dreieck.  Jedem  rechtwinkligen  Dreieck  mit  den  Katheten  a und  l) 
und  den  gegenüberliegenden  Winkeln  a und  ß entspricht  ein  anderes, 
welches  ebenfalls  zur  einen  Kathete  a hat;  die  andere  Kathete  sowie 
die  Winkel  haben  die  in  Fig.  9 angegebenen  Werthe;  überdies 
bestimmt  jedes  von  diesen  beiden  Dreiecken  das  andere  eindeutig. 
Construiren  wir  zu  dem  zweiten  Dreieck  noch  ein  drittes,  in 

dem  wir  diesmal  die  Kathete  A festhalten,  so  bekommen 

wir  Fig.  IO.  Von  diesem  dritten  Dreieck  kann  man  mm  noch 
weiter  gehen,  indem  man  die  Kathete  A (®))  festhält; 

nach  zwei  weiteren  Umformungen  gelangt  man  zu  dem  urspriing- 
lichen  Dreieck  zurück. 

1)  „L.“  S.  18  und  242,  S.  26  und  255. 

2)  Zur  nichtcuklidischcn  Geometrie.  Diese  Berichte  1898,  S.  181. 
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Man  übersieht  dies  am  besten  mit  Hülfe  der  folgenden 
Tabelle,  in  welcher  von  den  verschiedenen  rechtwinkligen  Drei- 
ecken die  Bestimmungsstückc  in  dieser  Reihenfolge  angegeben 
sind:  Hypotenuse,  eine  Kathete  und  der  gegenüberliegende  Winkel, 
die  andere  Kathete  und  der  gegenüberliegende  Winkel.  Auch 
sind  die  zwei  Dreiecken  gemeinsamen  Stücke  (also  je  eine  Kathete) 
neben  einander  geschrieben: 


1 

‘2 

3 

4 

5 

6(=1) 

^(ß) 

J(a) 

c 

a 

a 

^(^-n{e)) 

2/(|-J7(c)) 

b 

h 

a 

l - 

ß 

a 

1 

^(2 -“) 

1 

a 

ß 

n{c) 

f--77(a) 

: - n{h) 

77  (c) 

Ci 

Man  sieht,  dass  das  sechste  Dreieck  mit  dem  ersten  bis  auf  die 
Vertauschung  der  Katheten  identisch  ist. 

Anmerkung:  Durch  Betrachtung  der  beiden  Dreiecke  i und 
2 gelangt  man  zu  einer  einfachen  Lösung  der  Aufgabe,  zu  einem 
Parallelwinkel  ^ das  Loth  zu  construiren.  Man  nehme  von 
Dreieck  i noch  c willkürlich  an,  ß und  die  Katheten  sind  dann 
gegeben,  und  vom  zweiten  Dreieck  kennt  man  eine  Kathete  a 
und  den  Winkel  ß'  = TI{c)\  die  Hypotenuse  ist  die  gesuchte 
Strecke. 

2.  Bas  einem  Viereck  mit  drei  rechten  Winkeln  zugeordnete 
rechtwinklige  Dreieck.  ®) 

Einem  Viereck  mit  drei  rechten  Winkeln  (Fig.  1 1 ) entspricht 
eindeutig  ein  recht^vinkliges  Dreieck,  dessen  Bestimmungsstüeke 
die  in  Fig.  I2  angegebenen  Werthe  haben.®) 

1)  „L.“  S.  242. 

2)  „L.“  S.  255. 

3)  Vgl.  Anm.  2 auf  der  vorigen  Seite. 
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AnmerTiung:  Man  kann  das  Dreieck  so  in  das  Viereck  hinein- 
legen, dass  zwei  Ecken  zusanunenfallen  und  die  beiden  Katheten 
auf  Vierecksseiten  liegen;  dadurch  erhält  man  weder  Fig.  i. 
Erwähnt  sei  auch,  dass  man  das  Viereck  mit  drei  rechten  Win- 
keln in  doppelter  Weise  als  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  einem 
reellen  und  einem  Ueberwinkel  auffasscn  kann. 

§ 3.  Eine  besondere  Transformation  der  nichtenklidischen  Ebene. 

Mit  grossem  Erfolge  kann  man  oft  zur  Vereinfachung  von 
schwierigen  Aufgaben  der  nichteuklidischen  Geometrie  die  folgende 
Transformation  anwenden: 

Einem  Punkt  xy  ordne  man  den  Punkt  Xji/j  zu,  so  dass 

x^  = X 

n{y,)  + n(y)  = J • 

Wir  wollen  untersuchen,  in  was  für  Curven  sich  dabei  die 
geraden  Linien  verwandeln.^) 

1.  Die  nicht  schneidenden  Geraden. 

Untersuchen  wir  zuerst,  welche  Kurve  aus  einer  Geraden 
hervorgeht,  die  die  a:-Axe  nicht  schneidet.  Die  Gerade  möge 
der  x-Axe  am  nächsten  kommen  im  Punkte  x — 0,  y — a (-4  in 
der  Figur  13). 

Constniirt  man  nun  das  dem  Viereck  mit  drei  rechten 
Winkeln  und  einem  spitzen  Winkel  bei  F zugeordnete  recht- 
winklige Dreieck  (§  2,  2),  und  wendet  hierauf  die  Transformation 
§ 2,  1 an,  so  entsteht  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  den  beiden 

Katheten  U (x)  und  ^ Hypotenuse 

A — n (a)^ . Es  wird 'also  in  Fig.  13  1\0  das  zum  Parallel- 
winkel ^ — 77  (a)  gehörige  Loth. 

Eine  die  Axe  nicht  schneidende  Gerade  verwandelt  sich  somit  in 
einen  Halbkreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  x-Axo  liegt  und  der 
Fusspunkt  des  gemeinsamen  Lothes  von  Gerade  und  Axe  ist.  Ist 

ferner  a die  Länge  dieses  Lothes,  so  ist  — 77  (a)  der  Parallel- 
winkel, welcher  zum  Radius  des  Halbkreises  gehört. 

i)  Auf  diese  Transformation  hat  mich  Herr  Prof.  Engel  aufmerk- 
sam gemacht  (vgl.  § 4,  i).  Vgl.  auch  Havsdoref,  Analytische  Beiträge 
zur  nichteuklidischen  Geometrie.  (Diese  Berichte  1899,  S.  145.) 
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2.  Parallele  zur  Axe.  Suchen  wir  jetzt  das  Bild  einer 
Geraden,  welche  der  Axe  parallel  ist,  und  nehmen  wir  zum 
Coordinatenanfang  0 den  Fusspunkt  des  der  Geraden  parallelen 
Lothes.  Wir  fällen  ferner  von  P aus  Lothe  auf  die  beiden  Axen 
(Fig.  15),  nämlich  PF^  ==  und  PF  = y.  Dann  ist,  da  die 
abzubildende  Gerade  zu  den  beiden  Axen  parallel  ist,  und  da 
einerseits 

PF^  ± OF,, 

andrerseits 

PF±  OF: 

a = ir  — n{x^)  — n{y). 

Dann  entspricht  nach  §2,2  zusammen  mit  §2,1  dem 
Viereck  (Fig.  15)  das  Dreieck  (Fig.  16). 

Dieses  Dreieck  aber  ist  identisch  mit  dem  Dreieck  PjFO 
der  Figur  15  und  es  ist  also: 

^p,OF^n{x,) 

und  <^OPiP’=|-a 

= f - zr  + n{x,)  + JT  (y)  = n{x,)  - (f.  - n{y)). 

Trägt  man  also  in  Pj  an  OPj  den  Winkel  P^OF  an, 
so  wird 

^ FP,Q  = n(x,)  - (f  - «) 

d.  h.  es  ist 

PiQ  II  OF. 

Hieraus  folgt,  dass  Pj  und  P zwei  Punkte  einer  Grenzlinie  sind, 
von  der  OF  eine  Axe  ist. 

Die  Parallele  verwandelt  sich  also  in  eine  Grenzlinie,  welche 
die  »-Axe  zur  Axe  hat,  und  welche  diese  triflFt  im  Fusspunkt 
der  auf  der  Axe  senkrecht  stehenden  Parallelen  zur  gegebenen 
Geraden. 

3.  Schneidende  Gerade.  Zum  Coordinatenanfang  nehmen 
wir  den  Schnittpunkt  0 der  gegebenen  Geraden  mit  der  Ase 

(Fig.  17).  _ 

Dann  entspricht  dem  rechtwinkligen  Dreieck  OFP  ein  Viereck 
mit  den  in  Fig.  18  angegebenen  Bestimmungsstücken,  und  durch 
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Einfügung  dieses  Vierecks  in  die  vorige  Figur  erkennt  man,  dass 
die  Länge  des  Lothes,  welches  von  Pj  aus  auf  die  y-Axe  geftlllt 
wird,  constant  ist;  nämlich 

n(x^)  = «. 

Also:  Eine  schneidende  Gerade  geht  über  in  einen  Ueberkreis 
(Abstandslinie),  dessen  Mittellinie  das  im  Schnittpunkt  errichtete 
Loth  auf  der  x-Axe  ist;  der  Abstand  ist  das  Loth,  welches  zu  dem 
Schnittwinkel  als  Parallelwinkel  gehört. 

Bei  der  Transformation  verwandeln  sich  also  die  drei  Arten 
von  Geraden  (nichtschneidende,  parallele,  schneidende)  in  die  drei 
Arten  von  Kreisen  (Kreis,  Grenzlinie,  Ueberkreis),  welche  die 
x-Axe  senkrecht  schneiden. 

Umgekehrt  verwandeln  sich  natürlich  diese  drei  Kreisarten 
in  die  drei  Arten  von  Geraden  — oder  genauer:  Es  verwandeln 
sich  die  in  der  oberen  Halbebene  gelegenen  Halbkreise  in  die 
betreffenden  Geraden,  soweit  sie  in  der  oberen  Halbebene  ge- 
legen sind. 

§ 4.  Weiteres  über  diese  Transformation. 

Wegen  der  interessanten  Eigenschaften  der  aufgestellten 
Transformation  wollen  'svir  noch  etwas  bei  ihr  verweilen  und  eine 
andere  Ableitung  derselben  andeuten  und  einige  wichtige  Folge- 
rungen, endlich  noch  ihre  analytische  Darstellung  geben,  wenn 
man  sich  der  CAYLEv’schen  Interpretation  der  nichteuklidischen 
Geometrie  bedient. 

I.  Andere  Ableitung  der  Transf&nnatkm  {nach  Engel).  Man 
kann  die  Transformation  auch  in  anderer  Weise  begründen,  näm- 
lich durch  unmittelbar  sich  ergebende  räumliche  Beziehungen, 
Anwendung  von  Eigenschaften  der  Grenzfläche  u.  s.  w.,  statt  dass 
man  die  Sätze  über  die  zugeordneten  Dreiecke  und  Vierecke  be- 
nützt.*) Hieraus  kann  man  dann  leicht  folgern,  dass  die  Grenz- 
fläche, wenn  man  die  Transformation  im  Raume  anwendet,  und 
als  Fundamentalebene  eine  Symmetrieebene  der  Grenzfläche  be- 
nützt, sich  in  eine  Ebene  verwandelt.  Hieraus  schliesst  man 
weiter,  dass  Halbkreise  sich  in  Gerade  verwandeln.  Drittens 
endlich  kann  man  hieraus  wieder  erkennen,  dass  eine  (zur  Fun- 
damentalebene sjrmmetrisch  liegende)  Ueberkugel  sich  in  eine 

1)  Diese  Untersuchungen  sind  bisher  noch  nicht  veröffentlicht. 
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Ebene  verwandelt,  und  darans  folgert  man,  dass  auch  üeberkreise 
sich  in  Geraden  verwandeln. 

Afimerkunf/:  ifan  kann  auch  von  der  Verwandlung  der 
Kreise  in  nicht  schneidende  Gerade  ausgehon,  und  dann  (weil  die 
Grenzfläche  sowohl  wie  die  Ueberkugeln  von  unendlich  vielen 
Ebenen  in  Kreisen  getroffen  werden)  leicht  folgern,  dass  Grenz- 
fläche und  Ueberkugel  in  Ebenen,  und  Grenzlinie  und  üeberkreis 
daher  in  Gerade  übergehen. 

2.  Folgerungen:  Daraus,  dass  bei  der  Transformation  die 
verschiedenen  Arten  von  Kugeln  sieh  in  Ebenen  verwandeln,  kann 
man  eine  Reihe  von  Sätzen  ableiten  und,  indem  man  die  Funda- 
mentalebene in  geeigneter  Weise  wählt,  z.  B.  erkennen,  dass  je 
zwei  derselben  sich  in  einem  Kreis  (oder  Grenzlinie  oder  TJeher- 
kreisj  schneiden,  dass  jeder  ebene  Schnitt  einer  Ueberkugel  ent- 
weder Abstandslinie  oder  Grenzlinie  oder  Kreis  ist,  u.  s.  w. 

3.  Die  Transformation  in  CjrtEr's  Bild  der  niehteuklidi- 
sehen  Geometrie.  Deutet  man  die  Transformation  in  der  bekannten 
von  C.VYi.EV  ersonnenen,  von  Klein  vervollständigten  Abbildung 
der  nichteuklidischen  Geometrie  auf  die  Ebene  durch  Benützung 
einer  geeigneten,  auf  einen  Fundamentalkegelschnitt  gegründeten 
Maassbestiramung*),  so  gelangt  man  zu  sehr  einfachen  Formeln. 

Es  sei 

— -'s  ~ ® 

die  Gleichung  des  Fundamentalkegelschnittes  und 


a-,  = 0 

stelle  die  Axe  dar,  auf  welche  die  Transformation  bezogen  wird. 
Dann  ist  unsere  Transformation  gegeben  durch  die  Formeln: 


X,  — X, 


STj=  X, 


x^  — yVj  x„  . 

Man  erkennt  sofort,  dass  die  Transformation  involutorisch 
ferner  dass  jeder  Geraden 


ein  „Kreis“ 
entspricht. 


a^x^  + «2^4  + a^T,  = 0 
(«lüJj  + a^x^y  = a|  - *|) 


ist. 


1)  Vgl.  etwa  die  Darstellung  von  Likdkmann  in  den  Vorlesungen 
über  Geometrie  II,  i,  S.  46 1 tf,. 
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Man  sieht  auch  direct,  dass  eine  Gerade,  welche  die  Fun- 
damentalaxe  im  imaginären  Gebiete  (ausserhalb  des  Kegelschnittes) 
trifft,  sich  in  einen  wirklichen  „Kreis“  venvandelt,  d.  h.  in  einen 
Kegelschnitt,  der  den  Fundamentalkegelschnitt  in  zwei  imaginären 
Punkten  berührt. 

Eine  Parallele  zur  Geraden  = 0,  z.  B. 

X,  + Axj  = Ü, 

verwandelt  sich  dagegen  in  einen  Kegelschnitt 
xj  = (XjXj  - xf), 

welcher  den  Fundamentalkegelschnitt  im  Punkte  (Xj  = 0,  Xj  = O) 
vierpunktig  berührt,  also  in  eine  „Grenzlinie“;  und  endlich: 

Eine  Gerade,  welche  die  Axe  trifft,  verwandelt  sich  in  einen 
Kegelschnitt,  der  den  Fundamentalkegelschnitt  in  zwei  reellen 
Punkten  berührt,  also  in  einen  „Ucberkreis“. 

§ 5.  Constmetion  des  Dreieeks  ans  reellen  Winkeln. 

Mit  Anwendung  der  in  den  vorhergehenden  Paragraphen 
entwickelten  Hülfsmittel  gelingt  es  leicht,  ein  Dreieck  aus  drei 
Winkeln  zu  constniireu,  vor  allem  in  den  Fällen,  wo  sich  unter 
den  Winkeln  kein  Uoberwinkel  befindet. 

1.  Drekdic  mit  Nulimnkdn.  Die  Construction  des  Dreiecks 
aus  drei  Nullwinkeln  findet  sich  in  § i,  4 (Fig.  6),  die  des  Drei- 
ecks aus  zwei  Nullwinkeln  und  einem  endlichen  Winkel  in  § i,  4 
(Fig.  5).  ü m ein  Dreieck  aus  zwei  endlichen  und  einem  Null- 
winkei zu  construiren,  hat  man  einfach,  wenn  a und  b die  zu 
den  gegebenen  Winkeln  gehörigen  Lothe  sind,  diese  an  einander 
zu  tragen  (Fig.  19). 

Im  gemeinsamen  Punkt  hat  man  das  Loth  zu  errichten  und 
durch  die  Endpunkte  die  Parallelen  zu  ziehen. 

Befindet  sich  unter  den  gegebenen  Wiinkeln  ein  stumpfer,  so 
erleidet  die  Construction  eine  kleine,  leicht  zu  findende  Ver- 
änderung. 

2.  Dreieck  mit  drei  endlichen  Winkeln.  Zuerst  wollen  wir 
zeigen,  dass  sich  zu  jedem  derartigen  Dreieck  eine  bestimmte 
andere  Figur  zuordnen  lässt. 

Wir  Zerfällen  das  Dreieck,  in  dem  ß und  ^ cs^ 

sein  möge,  durch  eine  Höhe  in  zwei  rechtwinklige  Theildreiecke 
(Fig.  20)  und  wenden  auf  jedes  derselben  zweimal  die  Transfor- 
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mation  (§  2,  i)  an.  Die  so  erhaltenen  beiden  rechtwinkligen 
Dreiecke  legen  wir  in  der  Weise  aneinander,  wie  es  Fig.  21 
angiebt. 

Umgekehrt  kann  man  nun,  wenn  blos  die  Dreiecks imi/rel 
«,  «j,  ß -\- bekannt  sind,  Fig.  21  construiren.  Man  ziehe 

von  einem  Punkte  O aus  die  beiden  Strecken  ^ 

{ß' — so  dass  sie  die  Winkel  ß ß^  mit  einander  bilden. 

In  den  Endpunkten  der  beiden  Strecken  errichte  man  Lothe 
(J  und  ?,)  und  ziehe  durch  0 eine  Gerade,  welche  l und  unter 
gleichen  Winkeln  trifR.  Um  diese  Gerade  zu  finden,  bringe  man 
l und  zum  Schnitt  (es  sei  P der  Schnittpunkt),  halbire  den 

Winkel,  der  ausserhalb  des  von  l,  Zj,  ~ — a,  und  ^ — Cj  ge- 
bildeten Vierecks  liegt,  und  fälle  von  0 aus  das  Loth  auf  die 
Winkelhalbirende.  Dieses  Loth  ist  dann  die  gesuchte  Linie  und 
bestimmt  durch  seine  Schnittpunkte  mit  den  Geraden  l und  Zj 
die  Figur,  aus  der  man  alle  Bestimmungsstücke  des  gesuchten 
Dreiecks  erhält.*) 

Es  muss  noch  gezeigt  werden,  dass  mit  den  gegebenen  Be- 
stimmungsstücken + |3j,  a /^  + ^i]i  “i  + |Si],  wobei 
a + «1  -f  ((S  -f-  ^j)  < n:)  diese  Construction  sich  immer  aus- 
führen lässt: 

Nehmen  wir  einmal  an,  dass  der  Punkt  P existirt.  Dann  folgt 
daraus,  dass  das  Loth  OF^,  welches  von  0 aus  auf  die  Halbi- 
rungslinie  des  Winkels  J^PF  (bezw.  JPF^')  gefällt  ist,  die  Strecke 
PF  (bezw.  PF’j)  wirklich  schneidet,  weil  die  beiden  rechtwink- 
ligen Dreiecke  OF^P  und  OFP  (bezw.  OF^P)  auf  derselben 
Hypotenuse  nach  derselben  Seite  hin  errichtet  sind.  Wegen  der 
Symmetrie  zur  Winkelhalbirenden  wird  dann  das  Loth  OF^  auch 
die  Gerade  Z^  (bezw.  die  Gerade  Z)  schneiden.  — 

Es  kommt  nun  noch  darauf  an,  die  Existenz  des  Pimktes  P 
nachzuweisen. 

1)  In  einer  kleinen  Veröffentlichung,  die  ich  erst  nachträglich  be- 
merkt habe  (Zwei  Sätze  zur  nichteuklidischen  Geometrie,  Math.  An- 
nalen 48  (1897),  p.  706)  zeichnet  Herr  Simon  die  beiden  zusammen- 
gehörigen Dreiecke  Fig.  8 und  Fig.  9.  Auch  stellt  er  die  Behauptung 
auf:  „Damit  wird  die  Konstruktion  des  Dreiecks  aus  den  drei  Win- 
keln zugänglich.“  Diese  Behauptung  bestätigt  sich  hier,  indem  in  der 
That  eine  wiederholte  Anwendung  der  Transformation  zum  Ziele  führt. 
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Bezeichnen  wir  die  Lote  l und  mit  ItFJ  und 
so  kann  man  erstens  leicht  zeigen,  dass  die  Geraden  FR  und 
F^R^  divergiren.  Würden  sie  nämlich  convergiren,  und  sich 
schneiden  oder  parallel  sein,  so  erhielte  man  ein  Viereck  aus  den 
Seiten  FO,  OF^  imd  den  beiden  hinreichend  verlängerten  Lothen 
FR  und  F^Ri,  dessen  Winkelsumme  grösser  als  2 tc  wäre,  da 
/3  + < «.  Hätten  sie  aber  ein  gemeinsames  Loth  RRi,  so 

könnte  dieses  keine  der  beiden  Geraden  FO  und  F^O  treffen  und 
es  wäre  daher  RFOF^R^R  ein  Fünfeck,  dessen  Winkelsumme 
grösser  als  3 n wäre.  — 

Wäre  nun  weiter  FJ  ||  so  würde,  wie  man  erkennt, 

indem  man  durch  0 die  Parallele  zu  beiden  zieht, 

f-«  + |-«,  = /S  + |3i 

sein,  also 

« — a — ttj  — (|3  + ^i)  = 0, 
was  ausgeschlossen  ist. 

Würden  endlich  l und  ein  gemeinsames  Loth  ,/Jj  haben, 
so  würde  das  von  0 aus  auf  JJ^  gefällte  Loth  den  Winkel 
FOF^  = |3  + /3i  in  zwei  Theile  zerlegen,  von  denen  der  eine 

grösser  als  — k,  der  andere  grösser  als  ^ wäre,  was 

erst  recht  nicht  möglich  ist. 

l und  /j  müssen  sich  also  nothwendig  schneiden,  und  zwar 
im  Winkelraum  FOF^,  w.  z.  b.  w. 

§ 6.  Dreiecke  mit  Ueherwinkeln. 

Nicht  ganz  so  einfach  gestaltet  sich  die  Construction  von 
Dreiecken  mit  Ueherwinkeln,  namentlich  dann,  wenn  sich  kein 
Null  Winkel  unter  den  gegebenen  Winkeln  befindet. 

1.  Das  Dreieclc  aus  zwei  KuUieinkeln  und  einem  UebcrwinkeJ. 
Die  Construction  ist  schon  in  § i,  4 gegeben. 

2.  Dreieck  aus  einem  endlichen  Winkel,  einem  Kulluinkd 
und  einem  Ucbericinkcl.  Man  fülle  (Fig.  22)  auf  die  Seite,  welche 
dem  Nullwinkel  gegenüherliegt,  das  zu  den  Schenkeln  desselben 
parallele  Loth,  dessen  Fusspunkt  F sein  möge.  Bezeichnen  wil- 
den gegebenen  spitzen  Winkel  mit  17  (a),  die  den  Ueberwinkel 
definirende  Strecke  mit  b,  so  ist  in  der  Figur  22 

AF=^a,  J7(F’G)  = f-r/(6), 
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wie  man  erkennt,  wenn  man  durch  C die  Parallele  zu  dem  in 
F errichteten  Lothe  zieht,  und  hieraus  ergieht  sich  die  Con- 
struction,  die  noch  eine  kleine  Aendening  erleidet,  wenn  der  ge- 
gebene Winkel  stumpf  ist. 

3.  Dreieck  aus  zwei  Uebericinkeln  und  einem  Nulheitikel 
Fällt  man  auf  die  dem  Nullwinkel  gegenüberliegende  Seite  das 
den  Schenkeln  des  Nullwinkels  parallele  Loth,  dessen  Fusspunkt  F 
sei,  und  sind  a und  b die  Strecken,  welche  die  Uebeiwinkel  definiren, 

so  ist  in  der  Figur  77  (A  F}  = ^ — 77  (a),  U{FB)  — ~ — 77  (h), 

woraus  sich  die  Construction  sofort  ergieht  (Fig.  23). 

4.  Dreieck  aus  einem  Uebcririnkel  und  gwei  WMeln.  Ge- 
geben sei  die  Strecke  AB  = a,  welche  dem  Ueberwinkel  ent- 
spricht, ferner  die  Winkel  6 und  der  Winkel  y,  dessen  Neben- 
winkel wir  mit  y'  bezeichnen.  Jetzt  sind  drei  Fälle  zu  unter- 
scheiden. 

Schneidet  die  Verlängerung  von  DC  die  von  AB  in  B 
(Fig.  24),  so  kann  man  nach  § 2,  i zwei  zugeordnete  rechtwink- 
lige Dreiecke  construiren  und  in  folgender  Weise  auseinander- 
legen (Fig.  25). 

Wenn  in  dieser  Figur,  die  sich  mit  Hülfe  der  gegebenen 
Stücke  leicht  construiren  lässt,  die  Geraden  A^B^  und  D^C.^, 
einander  nicht  schneiden,  so  war  die  Annahme  falsch,  dass  in 
der  vorigen  Figur  AB  und  DC  einander  schneiden;  schneiden 
sie  einander  aber,  so  kann  man  die  Bestimmungsstücke  von 
Fig.  25  nach  § 2,  i daraus  ahlesen.  — 

Schneiden  sie  einander  nicht,  so  hat  man  an  Stelle  von 
Fig.  25  die  folgende  anzunehmen  (Fig.  26),  welche  durch  die 
Transformation  § 2,  2 übergeht  in  Fig.  27,  die  man  ebenfalls 
leicht  construiren  und  aus  der  man  die  Bestimmungsstücke  von 
Fig.  26  rückwärts  ableiten  kann  (nach  § 2,  2).  — 

Wenn  endlich  .47?  ||  CD,  so  würde 

n(CB)  = y',  n{DA)  = d 

sein,  und  damit  ist  die  Construction  auch  für  diesen  Ausnahme- 
fall  gegeben. 

5.  Dreieck  aus  einem  Winkel  und  zwei  Ucbcrwinkeln.  Soll 
ein  Dreieck  aus  einem  Winkel  und  zwei  Ueherwinkeln  construirt 
werden  (Fig.  28),  so  zerfalle  man  es  durch  ein  vom  Scheitel  des 
endlichen  Winkels  aus  auf  die  gegenüberliegende  Seite  gefälltes 
Loth  in  zwei  Vierecke  mit  drei  rechten  Winkeln. 
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Man  erhält  dann  hieraus  zwei  zugeordnete  rechtwinklige 
Dreiecke  (Fig.  29),  welche  eine  Kathete  gemeinsam  haben,  von 
denen  man  ferner  die  Hypotenusen  und  die  Summe  der  beiden 
der  gemeinsamen  Kathete  anliegenden  Winkel  kennt. 

Durch  unsere  Transformation  verwandelt  sich  aber  die  Auf- 
gabe in  die  triviale  Aufgabe:  Ein  Dreieck,  von  dem  man  zwei 
Seiten  und  den  eingeschlossenen  Winkel  kennt,  durch  das  vom 
Scheitel  dieses  Winkels  aus  auf  die  gegenüberliegende  Seite  ge- 
fällte Loth  in  zwei  rechtwinklige  Theildreiecke  zu  zerlegen. 

6.  Dreieck  aus  drei  Ucbcririnkeln. 

Es  seien  (Fig.  30)  abc  die  Strecken,  welche  die  Ueberwinkel 
definiren.  Die  Aufgabe  lässt  sich  dann  auch  so  formuliren: 
Man  soll  die  Punkte  und  C\  finden,  in  welchen  die  Ueber- 
kreise,  deren  Mittellinien  auf  a in  und  A,  senkrecht  stehen 
und  deren  Abstände  bezw.  b und  c sind,  von  der  gemeinsamen 
(äusseren)  Tangente  berührt  werden.  Diese  gemeinsame  äussere 
Tangente  trifit  die  Verlängerung  von  A^A^  nicht,  weil  sie  die 
Geraden  A^C^  und  A^B^  nicht  schneidet,  und  hieraus  folgt: 
Wendet  man  die  Transformation  § 3 an,  indem  man  dabei  die 
Gerade  A^A^  als  Axe  benützt,  so  verwandelt  sich  dabei  die 
gemeinsame  Tangente  in  einen  Halbkreis  (§  3,  i)  welcher  zwei 
Geraden,  die  Bilder  der  Ueberkreise  (§  3,  3)  berührt.  Dieser  Halb- 
kreis lässt  sich  aber  sofort  construiren;  sein  Mittelpunkt  ist  der 
Schnitt  der  Mittellinie  der  Bilder  der  Ueberkreise  mit  der  Axe  A^A^-, 
von  diesem  Mittelpunkt  aus  braucht  man  dann  nur  das  Loth  auf 
das  Bild  eines  der  Ueberkreise  zu  fällen,  um  den  gesuchten 
Halbmesser  zu  bekommen. 

Wendet  man  die  inverse  Transformation  au,  so  gelangt  man 
wieder  zur  Figur  30. 


Hiermit  sind  alle  möglichen  Fälle  der  Construction  des 
Dreiecks  aus  drei  Winkeln  erledigt. 

Erwähnt  sei,  dass  auch  die  Construction  des  Tetraeders  aus 
den  sechs  Kantenwinkeln  sich  ausführen  lässt,  da  sie,  wie  mau 
leicht  einsehon  kann,  atif  die  Construction  des  Dreiecks  aus  drei 
Winkeln  zurückkommt. 


iJrackfertig  erklärt  25.  Xll.  1901.] 
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Die  Aufgabe  den  achten  Punlct  zu  finden,  der  zusammen  mit 
sieben  beliebig  gegebenen  Punkten  die  Schnittpunkte  dreier  Flächen 
2.  Grades  bildet,  hat  bereits  eine  Anzahl  von  Mathematikern 
beschäftigt  und  eine  Eeihe  zum  Theil  einfacher  und  eleganter 
Lösungen  gefunden. 

Zunächst  sind  hier  die  fundamentalen  Arbeiten  von  Hesse 
zu  erwähnen  in  dem  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik 
(Bd.  XX,  304;  Bd.  XXVI,  147,  Bd.  LXXin,  371;  Bd.  LXXXV, 
304  und  aus  Hesse’s  Nachlass  Bd.  IC,  iio).  Ferner  hebe  ich 
hervor  die  Untersuchungen  von  v.  Staudt  in  seinen  Beiträgen  zur 
Geometrie  der  Lage  p.  366,  von  P.  Serubt  in  seiner  geometrie 
de  direction  p.  142  imd  p.  31 1,  von  Reye  in  seiner  Geometrie 
der  Lage  H,  152,  und  Journal  für  reine  und  angewandte  Ma- 
thematik Bd.  C 487,  von  Schröter  in  seiner  Theorie  der  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung  704  und  Journal  für  reine  imd  ange- 
wandte Mathematik  Bd.  IC,  13 1,  von  Zeuthen,  Danska  Vid. 
Selsk.  Jahrg.  1880  und  Math.  Ann.  Bd.  XVIII,  63  sowie  Journal 
für  reine  und  angewandte  Mathematik  Bd.  IC,  320,  von  Sturm 
Math.  Ann.  Bd.  I,  533  und  Journal  für  reine  imd  angewandte 
Mathematik  Bd.  IC  317,  von  Picquet,  Journal  für  reine  und 
angew'andte  Mathematik  Bd.  LXXUI,  367  und  Bd.  IC,  225, 
von  Casi’ary,  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik 
Bd.  IC,  128. 

Ich  werde  im  Folgenden  einerseits  die  Coordinaten  des 
achten  Schnittpunktes  durch  die  Coordinaten  der  übrigen  dar- 
stellen und  andererseits  die  geometrischen  Constructionen  in  ver- 
schiedener Richtung  erweitern  und  ergänzen,  insbesondere  auch 
den  Fundamentalsatz,  auf  dem  die  Construction  von  Hes.se  be- 
ruht, in  einfachster  Weise  beweisen.  Hiernach  müssen  meine 
Darlegungen  theOs  analytischer  theils  rein  geometrischer  Natur  sein. 
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Bei  der  analytischen  Behandlung  des  Problems  trefife  ich 
folgende  Festsetzungen.  Acht  beliehiffc  Raumpunkte  mögen  durch 
die  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8 und  ihre  Coordinaten  mit  r,-, 
yi,  Zi,  «v  (;  = 1,  ä . . 8)  bezeichnet  werden.  Ferner  bedeute  |i,  7i,  l,  m| 
die  mit  den  Coordinaten  dieser  Punkte  gebildete  viergliedrige 
Determinante. 

Dann  gilt  die  Identität: 

0 = ! 1234  ; • ' 5678 I + j 1235  | • | 6784 , + 1236 1 • ] 7845 
+ ; 1237  I • I 8456  | + j 1238  | • | 4567  |. 

Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  folgt  sofort,  wenn  wir 
etwa  Xgi/^Zgic^  als  die  Coordinaten  eines  variablen  Punktes,  also 
jene  Gleichung  als  die  Gleichung  einer  Ebene  ansohen.  Diese 
Ebene  müsste  dann  vier  beliebige  Punkto  4,  5,  6,  7 enthalten, 
d.  h.  ihre  Gleichung  verschwindet  identisch.  Aus  jener  Identität 
folgen  die  weiteren  für  sieben  resp.  sechs  Punkte: 

(la)  0 = 1 1234  i • I 1567 | — 1 1235  ] • 1 1674 | + | 1236  ] • 1 1745 

— Il237|-ll456l, 

(lb)  0 = 1 1234  1 ■ 1 1256  | + [ 1235  | • [ 1264  j + | 1236  | • | 1245  |. 

Bedeuten  nun  1,  2,  • • •,  8 die  acht  Schnittpunkte  dreier 
Flächen  2.  Grades,  so  schneiden  die  dreifach  unendlich  vielen 
Flächen  2.  Grades  durch  die  sechs  Punkte  1,  2,  3,  4,  7,  8 auf 
der  Geraden  56  eine  Involution  aus,  der  auch  das  Punktepaar  56 
angehört.  Denn  sind  J’=0,  A = 0 zwei  Flächen  2.  Grades 
durch  die  genannten  sechs  Punkte  und  die  Gerade  56,  sind 
ferner  A.  = ü,  R = 0 zwei  beliebige  Flächen  2.  Grades  durch 
die  sechs  Punkte,  so  stellt;  aA  + jSR  + yl'H-  6A  = 0 (wo  aßyä 
beliebige  Constanten  sind)  die  Gesamtheit  aller  Flächen  2.  Grades 
durch  jene  sechs  Punkte  dar,  deren  Schnittpunkte  mit  der  Geraden  56 
sich  also  durch  die  Gleichung;  uA-{-ßB  = 0 bestimmen.  Dies 
beweist  aber  unsere  Behauptung. 

Die  Flächen  J’=0,  J = 0 schneiden  sich  — abgesehen 
von  der  Geraden  56  ■ — noch  in  einer  Curve  3.  Ordnung  c;  auf 
ihr  liegen  die  Punkte  1,  2,  3,  4,  7,  8 und  sie  schneidet  die 
Gerade  56  in  zwei  Punkten  5 + 1'6  und  5 + 1^'6,  oder  P'  und 
1‘" , mit  den  Coordinaten  Xr,  + . . . und  x^  l"x^,  . . .. 

Offenbar  bilden  auch  P'  und  P"  ein  Punktepaar  der  genannten 
Involution.  Die  Coordinaten  von  P'  und  P"  oder  vielmehr  die 
Math.-phys.  Classc  1901.  34 
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zugehörigen  Parameter  ergeben  sich  in  einfachster  Weise  durch 
folgende  Ueberlegung. 

Projicirt  man  die  Curve  3.  Ordnung  c aus  P',  resp.  P”,  so 
erhält  man  zwei  Kegel  K'  = 0,  resp.  K"  = 0 mit  den  Scheiteln 
P’,  resp.  P'\  welche  durch  die  acht  gegebenen  Punkte  gehen. 
Sind  a'Q.VQ^'o  W'o  Coordinaten  eines  variablen  Punktes,  so  lautet 
die  Gleichung  des  ersten  Kegels; 

K'  — ! 6 + ü'  6,  1,  2,  0 1 • |5  + ü'  C,  3,  4,  0 -15  + 1'  0,  1,  3,7l- 
• I 5 + A'  6,  2,  4,  7 I 

- ' 5 + 1'  6,  1,  3,  0 ; • I 5 + A'  6,  2,  4,  0 -!5  + A'6,l,2,7|- 
■ ' 5 + A'  6,  3,  4,  7 [ = 0. 

Denn  er  besitzt  den  Scheitel  P'  und  geht  ersichtlich  durch  die 
Punkte  1,  2,  3,  4,  7.  Da  dieser  Kegel  durch  c und  somit  auch 
durch  den  Punkt  5 geht,  so  muss  seine  Gleichung  erfüllt  sein, 
wenn  man  in  ihr  durch  ersetzt.  Also  niilssen 

A'  und  A"  der  (juadratischen  Gleichung  genügen: 

0 = ö,  (!,  1,  2 j ■ 5,  6,  3,  4 j • ; 5 + A «,  1,  3,  7 • , 5 + A 6,  2,  4,  7 
— 0,  €>,  l,  3 * • I 6,  2,  4 ) ■ I 5 + A G,  1,  2,  7 | • j 5 + A G,  3,  4,  7 

Von  der  Involution  auf  der  Geraden  56  ist  das  Punktepaar 
5,  6 durch  die  Parameter  0,  x>  und  das  Punktepaar  P',  P" 
durch  die  Parameter  A',  X"  bestimmt.  Sind  g',  y"  die  Parameter 
eines  beliebigen  weiteren  Punktepaares  dieser  Involution,  so  be- 
steht somit  die  bekannte  Relation:  A'  • X"  — y'  ■ y". 

Mögen  m,  n,  p,  q,  r,  s die  Zahlen  1,  2,  3,  4,  7,  8 in  be- 
liebiger Reihenfolge  sein,  dann  schneiden  nach  dem  oben  Gesagten 
die  Ebenen  mnp  und  qrs  die  Gerade  56  in  einem  Punktepaar 
unserer  Involution,  so  dass  man  für  y'  und  y"  die  Wurzeln  der 
tjuad  ratiscben  G leichung : 

I 5 -j-  gG,  wi.  zj,  p I • I 5 + gG,  g,  r,  s ' = 0 
setzen  kann. 

Aus  den  voranstehenden  Gleichungen  zweiten  Grades  ergeben 
sich  die  Werthe  von  A'  ■ X"  resp.  y • y"  als  Quotienten,  deren 
Zähler  die  bezüglichen  constanten  Glieder  und  deren  Nenner  die 
Coefticienten  von  A^  resp.  g*  sind.  Demnach  geht  die  Relation: 
A'  • X"  = g'  • g"  über  in: 


-V. 
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|5»n«jj|  • 1 5g'»-s|  • 

•{  5612i-|5634|-|6713|-|6724]  — 15613  -[5624  -iC712  • 6734'! 

(II)  =|6»««j)|-|6grs|' 

•{,5612|-;5634!-|5713  -157241  — ,5613l-'5624i- 5712; -,5734  }, 

oder: 

' 5mnp\-  r>qrs[,  7512|  • |7534|,  7513|-|7524| 

l6»(Tii>i-'6(7rs!,  .67121- |6734l,  '6713  - |6724j  , = (). 

, 0 5612]- i5634|,  |5613! - |5624l  j 

In  Folge  dreier  zur  Identität  (Ib)  analogen  Relationen  kann  mau, 
ohne  den  Werth  der  Determinante  zu  ändern,  die  zweite  oder 
dritte  Vertical reihe  durch: 

I 7514  - I 7523  i,  , 6714  | - j 6723  | 5614  [- | 5623  , 

ersetzen. 

Die  vorstehende  Gleichung  (II)  verknüpft  die  Coordinaten 
des  Punktes  8 linear  mit  denen  der  sieben  andern  Punkte.  Er- 
setzt man  in  ihr  den  Punkt  8 durch  den  variablen  Punkt  0,  so 
stellt  sie  eine  Ebene  dar,  der  der  Punkt  8 angehören  muss.  Die 
Gleichung  (II)  liefert  verschiedene  Ebenen  durch  den  Punkt  8, 
da  man  m,  n,  p,  q,  r,  s noch  in  beliebiger  Wahl  durch  die 
Zahlen  1,  2,  3,  4,  7,  8 ersetzen  kann.  Wählt  man  insbesondere 
»1  = 3,  M = 4,  ^ = 7,  3=1,  r = 2,  s = 8,  so  geht  die  Glei- 
chung (II)  mit  Hilfe  einer  Identität  von  der  Form  (Ib)  über  in: 

8512 j - |5634! -I 5734  -|6713;-|6724; 

(III)  -f '8612  -|6734;-'6534'-|7513|-|7524  = 0. 

+ |8712|-|7534|- 17634:  -|5613|-;5624 

Aus  dieser  Gleichung  folgen  durch  Vertauschung  der  Zahlen 
1,  2,  . . .,  7 eine  ganze  Reihe  weiterer;  sie  stellen  alle  lineare 
Relationen  für  die  Coordinaten  des  Punktes  8 dar.  Die  Glei- 
chung (III)  sagt  aus,  dass  der  Punkt  8 in  einer  Ebene  durch  12 
liegt,  deren  Gleichung  aus  (III)  hervorgeht,  wenn  man  für  den 
Punkt  8 den  variablen  Punkt  0 einsetzt. 

Die  Relation  (III)  lässt  sich  noch  in  überaus  einfacher 
Weise  durch  folgende  Ueberlegung  gewinnen.  Sind  wieder  a’o.i/o-?o*'o 
die  Coordinaten  eines  variablen  Punktes,  so  stellt: 

^i]85ü2|-  6730  -I-  ff ' 8602 1.  7530  + i^8702  - ; 5630]  = 0, 

84* 
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(wobei  Q,  a,  t beliebige  Constanten  sind)  die  Gleichung  einer 
Fläche  2.  Grades  durch  die  sechs  Punkte:  2,  3,  5,  6,  7,  8 dar. 
Soll  diese  Fläche  auch  noch  durch  den  Punkt  4 gehen,  so  sind 
Q,  a,  T so  zu  bestimmen,  dass  die  Relation: 

9 8542i-|6734  + o 1 8642]  •,  7534 1 + r 8742]  • |5634  = 0 
erfüllt  ist.  Nun  gilt  aber  die  zu  (Ib)  analoge  Identität: 

1 8542] -167241 -t-  l8642j  • |7524j  -f  |8742 1 • ]5624 ' =0. 
Setzt  man  also: 

9 = |6724l  : |6734l,  o = ]7524  : j7534',  t =; 5624| : 15634  , 

so  wird  jener  Relation  genügt,  und  die  vorerwähnte  Fläche 
2.  Grades  enthält  sieben  von  den  gegebenen  Punkten  und  folg- 
lich auch  noch  den  achten,  nämlich  Punkt  1.  Die  Gleichung  der 
so  gefundenen  Fläche  2.  Grades  muss  also  durch  die  Coordinateo 
des  Punktes  1 befriedigt  werden,  was  unmittelbar  die  mit  (llll 
übereinstimmende  Relation: 

l8512j ■ |6713| • |6724| : j6734| 

(lU')  -f  l8612j  • 17513|  • |7524'  : |7534|  = 0 

+ 18712] • |5613| ■ 15624| : j5634| 

liefeid. 

Die  Gleichung  (II)  und  ihre  analogen  gestatten  auch  sofort 
eine  explicite  Darstellung  der  Coordinaten  des  achten  Punktes. 
Führt  man  die  folgenden  Abkürzungen  ein: 

A'=  ! .5613|,5624,,7512  17534]  —,5612i  5634ii7513j7524  }:  5133 
Z = { ,5612  15634  6713  6724  — 5613'  5624  6712l|6734| ) : 6123 
3f=  { ]6712,,6734]]7513:|7524,  — 6713!i6724!;7512|l7534  ) : 7123 
N=  { 6413]  5624Ü7412  j7534|  — j6412j  5634  i7413  7524  ) :'4123 

so  ergeben  sich  aus  (II)  durch  Vertauschung  der  Indices  die 
drei  Gleichungen: 

A'  6784|  = X'7845j, 

(ir)  A'|6784]  8456  ', 

A'|6784]  = JV  5678,. 

Es  gilt  aber  die  Identität: 

4 5678  + 5 6784]  + 6 [78451  + 7j8456|  + 8|4567  =0, 

wo  die  vor  den  Detenninanten  stehenden  Zahlen  die  x,  \j,  z oder 
«■-Coordinate  des  bezüglichen  Punktes  bedeuten.  Trägt  man  für 
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die  Determinanten  in  die  Identität  ihre  aus  den  vorausgehenden 
Relationen  sich  ergebenden  Werthe  ein,  so  erhält  man  die  ex- 
plicite  Darstellung  der  Coordinaten  des  achten  Punktes: 

(IV)  8 = 4 : iV  + 5 : TT  + 6 : i + 7 : Jl/. 

Hierin  vertreten  die  Zahlen  4,  5,  6,  7,  8 entweder  die  Coor- 
dinaten Zj,  a-g,  a-7,  J-g,  oder  l)^,  . . oder  z^, 

oder  W4,  . . Wg.  Die  Gleichung  (IV)  bleibt  völlig  ungeändert, 
wenn  man  zwei  der  4 Zahlen  4,  5,  6,  7 vertauscht;  denn  als- 
dann vertauschen  sich  dementsprechend  zwei  der  vier  Constanten 
37,  K,  i,  M und  alle  ändern  zugleich  ihre  Vorzeichen. 

Die  Gleichungen  (II)  und  (III),  oder  besser  (II ')  und  (Hr) 
lassen  auch  eine  einfache  geometrische  Deutung  zu.  So  sagt  die 
Gleichung: 

Ke>  + 7>5,  7,  4,  8 ' = 0 

aus,  dass  die  Ebene  874  durch  einen  Punkt  der  Geraden  6.5 
geht,  der  — entsprechend  den  Ausdrücken  K und  L — mit 
Hilfe  der  gegebenen  sieben  Punkte  construirt  werden  kann. 
Weiter  unten  soll  auf  diese  Construction  näher  eingegangen 
werden. 

Die  Gleichung  (HI')  hat  die  Form: 

'«5  + ßC>  -f  y7,  1,  2,  8 =0, 

wo: 

« = 16713  • |6724{  : ,6734  , /J  = | 7313 '■]  7524  : 7534  , 
y = 5613 I • I 5624  : ■ 5634 j 

ist.  Demnach  geht  die  Ebene  812  durch  einen  bestimmten 
Punkt  «5  + ß6  + y7,  oder  7?,  der  Ebene  567.  Nun  bilden 
drei  Punktepaare  5,6;  5 4-1^6,  5-fl"6  und  5-f  u'6,  5 -f- tt"6 
eine  Involution,  wenn  = ist. 

Diese  Relation  ist  aber  für: 

l'  = — ;.5713j:,6713',  l"  = - I 5724  : 6724', 

_ I 5734  : ! 6734  | und  y"  = ß : a 

erfüllt.  Daraus  folgt,  da.ss  auf  der  Geraden  56  das  Punkte- 
paar 5,  6 mit  dem  in  den  Ebenen  713  und  724  liegenden 
Punktepaar  eine  Involution  bestimmt,  in  welcher  der  Punkt 
«5  + (36  dem  in  der  Ebene  734  liegenden  Punkt  entspricht. 
In  gleicher  Weise  liegt  auf  der  Geraden  57  eine  Involution; 
ein  Punktepaar  von  ihr  ist  5,  7,  ein  zweites  schneiden  die  Ebenen 
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613  und  624  aus;  dftn  Schnittpunkt  der  Ebene  634  ent- 
spricht der  Punkt  «5  -f  yl.  Die  Geraden,  welche  die  Punkte 
7 und  «5  + ß&,  resp.  6 und  aö  -|-  7 7 verbinden,  schneiden  sich 
im  Punkto  R,  und  die  Ebene  12J^  geht  durch  den  Punkt  8. 
Ganz  ebenso  kann  man  zwei  weitere  Ebenen  23S  und  13  7’ 
finden,  indem  man  von  jeder  der  beiden  einen  der  Ebene  567  an- 
gehörigcn  Punkt  S resp.  T sucht. 

Zur  wirklichen  Construction  sei  noch  folgendes  bemerkt. 
Man  schneide  die  Seiten  des  Tetraeders  1234  mit  der  Ebene 


riR.  I. 


567,  so  erhiilt  mau  ein  Vierseit  mit  den  Ecken  (14),  (24),  (34), 
(12),  (13),  (23),  wo  ((A)  den  Schnittpunkt  der  Geraden  jA:  mit 
der  Ebene  567  bezeichnet.  (Fig.  i.)  Dann  ist  die  weitere  Con- 
struction ganz  in  der  Ebene  567  auszuführen , indem  man  die 
Punkte  (18),  (28),  (38)  in  ihr  axifsucht.  Es  liegen  aber  (18) 
und  (28)  auf  einer  Geraden,  die  (12)  mit  dem  vorher  erwähnten 
Punkte  7i  verbindet.  Ebenso  liegen  (28)  und  (38)  auf  der  Ver- 
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bindungslinie  von  (23)  mit  5'  und  schliesslich  (38)  und  (18)  auf 
der  Verbindungslinie  von  (13)  mit  T.  Der  Punkt  R ergiebt 
sich  mit  Hilfe  zweier  Strahl -Involutionen,  wobei  75  und  76, 
7(13)  und  7(24),  7(34)  und  IR  drei  Strahlenpaare  der  einen 
ebenso  65  und  67,  6(13)  und  6(24),  6(34)  und  6JJ  drei 
Strahlenpaare  der  andern  sind.  Die  Construction  von  R erfordert 
das  Ziehen  von  fünf  Geraden. 

Es  sind  nämlich  (13)  und  (24)  zwei  Gegenecken  eines 
Vierseits,  von  dem  zwei  weitere  Gegenecken  durch  67  aus  der 
Geraden  (24)(34)  und  durch  57  aus  der  Geraden  (13)(34) 
ausgeschnitten  werden,  so  dass  (34)  und  J das  dritte  Paar 
Gegenecken  bilden;  demnach  geht  IJ  durch  R.  Ein  zweites 
Vierseit  besitzt  die  Gegenecken  (13)  und  (24),  ein  weiteres 
Paar  seiner  Gegenecken  bilden  die  Schnittpunkte  von  (24)  (34) 
mit  67  und  von  (13)(34)  mit  56,  so  dass  das  dritte  Paar  aus 
(34)  und  K besteht;  6/f  geht  also  ebenfalls  durch  R. 

S und  T werden  in  gleicher  Weise  construirt,  worauf  sich 
die  Geraden  18,  28  und  38  durch  die  bezüglichen  Ecken  des 
Dreiecks  mit  den  Seiten  (24)i5,  (l3)T  und  (12) Ji  ziehen  lassen. 

Um  die  Stellung  der  vorliegenden  Arbeit  im  Rahmen  der 
zu  Anfang  citirten  Abhandlungen  zu  kennzeichnen,  sind  einige 
allgemeine  Bemerkungen  nöthig.  Die  verschiedenen  Constructionen 
laufen  darauf  hinaus  Ebenen  zu  finden,  die  durch  den  gesuchten 
Punkt  8 gehen  und  zwei  von  den  gegebenen  Punkten  enthalten. 
Zur  Festlegung  einer  solchen  Ebene  ist  also  die  Construction 
eines  weiteren  Punktes  erforderlich. 

Man  kann  nun  einen  derartigen  Punkt  entweder  1)  auf  der 
Verbindungslinie  zweier  gegebener  Punkte,  oder  2)  auf  der  Ver- 
bindungsebene dreier  gegebener  Punkte,  oder  endlich  3)  irgend- 
wie sonst  im  Raume  bestimmen.  Der  zuletzt  erwähnte  Fall 
scheint  nur  zu  Lösungen  unseres  Problems  zu  führen,  die  wohl 
übersichtlich  und  elegant  (vergl.  Reyk  a.  a.  0.  C,  487),  aber 
weniger  einfach  in  der  Ausführung  sind,  als  die  durch  die  beiden 
ersten  Fälle  erzielten  Lösungen.  Die  Constructionen  des  achten 
Schnittpunktes,  von  Seuukt  (a.  a.  0.  3i4ff.),  von  Scuböter 
(a.  a.  0.  IC,  131),  von  Zeuthen  (a.  a.  0.  IC,  320)  und  von 
Sturm  (a.  a.  0.  IC,  533)  ordnen  sich  dem  zweiten  Falle 
unter  und  sind  in  ihrer  Ausführung  nicht  wesentlich  verschieden, 
so  verschieden  auch  der  Au.sgangspunkt  ist,  der  die  einzelnen 
Geometer  zu  derselben  hinfülirt. 
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So  ist  auch  die  oben  geschilderte  Construction  der  von 
SciiuÖTER  gegebenen  völlig  gleich. 

Der  erste  Fall  findet  seine  Erledigung  in  den  citirten  Ar- 
beiten von  Hes.se  und  in  der  geoni.  de  dir.  von  Sekret  (p.  317 
u.  ff.).  Insbesondere  ergeben  sich  hierbei  Gerade,  die  den  ge- 
suchten Punkt  8 enthalten.  Sind  nämlich  »,  k,  l,  m vier  von 
den  gegebenen  Punkten,  und  sucht  man  auf  den  Geraden  t k 
und  l m je  einen  Punkt,  der  mit  der  andern  Geraden  eine  Ebene 
durch  8 bestimmt,  so  geht  ihre  Verbindungslinie  durch  den 
Punkt  8. 

Die  geometrische  Deutung  der  Gleichungen  II  (oder  11'^) 
müsste  natürlich  auch  zu  der  von  Hesse  gegebenen  Lösung 
führen.  Ich  ziehe  es  indess  vor  eine  rein  geometrische  Behand- 
lung dieser  Frage  zu  geben;  die  erzielte  Lösung  kann  dann 
wiederum  zur  Ableitung  der  Gleichung  II  dienen.  Zum  Schluss 
werde  ich  noch  auf  die  Lösung  von  Hesse  eingehcn  und  irnter 
anderem  einen  höchst  einfachen  Beweis  des  Fundamentaltheorems 
geben,  auf  dem  seine  Lösung  basirt. 

Um  den  achten  Schnittpunkt  dreier  Flächen  zweiten  Grades 
zu  bestimmen,  wollen  wir  auf  der  Geraden  6.5  drei  Punkte  A,,  C^ 
der  Art  suchen,  da.ss  die  Ebenen  Aj23,  Bj31,  Cjl2  sich  ira 
Punkte  8 schneiden.  Nun  führen  wir  die  folgenden  Bezeichnungen 
für  die  Schnittpunkte  der  Ebenen  mit  der  Geraden  56  ein: 


741  X 56  = A, 

742  X 56 

743  X 56  = G, 

723  X 56  = A., 

713  X 56 

-B„ 

712  X 56  = Go, 

423  X 56  = Aj, 

413  X 56 

= ^3, 

412  X 56  = Gs, 

823  X 56  = A,, 

813  X 56 

812  X 56  = G,; 

endlich  seien  P' P”  die  Schnittpunkte  der  Geraden  56  mit  der 
Raumciuwe  dritter  Ordnung  c durch  die  sechs  Punkte  1 , 2,  3,  4,  7,  8. 
Auf  der  Geraden  56  befinden  sich  drei  verschiedene  Involutionen. 
Erstens  die  Involution  mit  den  Punktepaaren  5,  6;  AA^-, 
JiHi'i  GC, ; P'P",  die  von  Flächen  zweiten  Grades  durch  die 
sechs  Punkte  1,  2,  3,  4,  7,  8 ausgeschnitten  wird.  Zweitens 
die  Involution  mit  den  Punktepaaren  AA^',  BB^-,  CC^\  B' P", 
die  von  einem  Kegelbüschel  mit  den  gemeinsamen  Kanten  71,  72, 
73,  74  ausgeschnitten  wird.  Brittens  die  Involution  ./j  mit  den 
Punktepaaren  AA^\  BB^\  GG,;  P'P",  die  von  einem  Kegel- 
bibschel  mit  den  gemeinsamen  Kanten  41,  42,  43,  47  aus- 
geschnitten wird.  Die  drei  Involutionen  J^,  besitzen  ein 


Digitized  by  Google 


DiK  acut  ScHNinTlTiKTK  UREIKR  FlÄCTIEN  ZWEITEN  GhADBH.  501 

gemeinsames  Punktepaar  P'P",  bilden  also  einen  Büschel,  ,/j 
und  /g  sind  bekannt,  von  kennt  man  ein  Pimktepaar  und  soll 
zu  Ä,  B und  C die  entsprechenden  Punkte  finden. 

Hierzu  kann  man  in  doppelter  Weise  gelangen.  Es  möge 
dem  Punkt  5 in  der  Punkt  5"  und  diesem  in  /g  der  Punkt  5' 
entsprechen,  ferner  möge  dem  Punkt  6 in  ./g  der  Punkt  6"  und 
diesem  in  ./j  der  Punkt  6'  entsprechen.  Dann  ist  die  Reihe  der 
Punkte:  P',  P",  A,  B,  C,  6"  vermöge  /j  projectiv  zur 
Reihe:  P",  P\  A.,,  5,  6'  und  vermöge  Jg  projectiv  zur 

Reihe:  P",  P',  .4,,  Hg,  Cg,  5',  6.  Demnach  ist  auch  das  Doppel- 
verhältniss  (P',  P",  5,  6')  = (P',  7*",  h',  6)  = (P",  P',  6,  5')> 
d.  h.  P\  P";  5,  6 und  5',  6'  sind  drei  Punktepaare  einer  Involu- 
tion, nämlich  von  J^.  Man  kann  somit  mit  Hülfe  der  projectiven 
Zuordnung  der  Reihen  A^,  Hg,  Cg,  5,  6'  und  j4g,  77g,  Cg,  5'  6, 
von  der  man  drei  Paare  entsprechender  Punkte  kennt,  die  Punkte 
5'  und  6'  zeichnen.  Alsdann  construire  man  in  der  Involution 
mit  Hülfe  der  Punktepaare  5,  6 und  5',  6'  zu  den  Punkten  A, 
B,  C die  entsprechenden  Punkte  A^,  Hj,  Cj. 

Aus  den  Involutionen  ./j,  ./j,  Jg  folgt  aber  auch  die  Gleich- 
heit der  Doppelverhältnisse:  (P\  P",  A,  B)  = (P”,  P’,  A^,  Bj) 
= (P",  P\  A,,  77g)  = (P",  P',  Ag,  77g)  = (P ",  P',  B,  A).  Des- 
halb ist  auch:  (77,  Aj,  Ag)  = (A,  Hj,  Hg,  Hg).  Endlich  folgt 
aus  P,  die  Relation:  (.5,  6,  A,  H,)  = (6,  5,  Aj,  77)  = (5,  6,  H,  Aj). 
Aj  und  Hj  erscheinen  also  sowohl  als  entsprechende  Punkte  in 
den  projectiven  Reihen  H,  5 , 6 . . und  A,  5,  6 . .,  als  auch  in 
den  Reihen  77,  Ag,  Ag  . . und  A,  Hg,  Hg  . .,  sie  lassen  sich  somit 
in  bekannter  Weise  construiren.  Der  Punkt  Cj  ergiebt  sich  als 
entsprechender  Punkt  zu  C in  der  Involution  7j  mit  den  bekannten 
Punktepaaren  A,  A^;  77,  B^  und  5,  6. 

Ich  wende  mich  nun  dem  von  He.sse  gefundenen  Theorem 
zu,  das  er  schon  im  XX.  Bande  des  Joum.  f.  r.  u.  a.  Math,  ab- 
geleitet und  im  XXVI.  Bande  auch  rein  geometrisch  bewiesen 
hat.  In  der  von  Herrn  Casi-ari  im  IC.  Bande  publicirten  Arbeit 
aus  dem  Nachla.sse  von  He.sse  lautet  dieses  Theorem  (S.  12.5): 

Wenn  man  von  dm  acht  Srhnitljmnl  ten  drcie>-  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  irgend  sechs  Punkte  als  die  Ecken  eines  räumlichen 
Sechsecks  U betrachtet,  hierauf  von  dem  siebenten  Schnittpunkt  der 
drei  Oberflächen  aus  drei  Gerade  sieht,  welche  die  gegeniiber- 
liegcnden  Seiten  des  Sechsecks  U paarweise  schneiden,  und  die 
sechs  Schnittpunkte  in  der  Reihenfolge  der  Seiten  des  Sechsecks  U 
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ah  die  Ecken  eines  dem  Sechseck  U cinbeschriebetien  Sechsecks  \\ 
nimmt;  nenn  man  ebenso  von  dem  achten  Schnittpunkt  der  drei 
Oberflächen  aus  drei  Gerade  zieht,  welche  die  ffegenübertieffenden 
Seiten  des  Sechsecks  U paarweise  schneiden,  tmd  die  sechs  Schnitt- 
punkte in  derselben  Iteihcnfolge  als  die  Ecken  eines  zteeiien,  dem 
Sechseck  U cinbcschriebencn  Sechsecks  V*  nimmt;  so  liegen  die 
beiden  einbesehriebenen  Sechsecke  F»  und  F*  auf  einem  und  dem- 
selben Hgperboloidc  H. 

Wir  bezeichnen  mit  Hesse  die  Ecken  des  Sechsecks  U mit 
1,  2,  3,  4,  5,  6 und  mit  7 und  8 die  letzten  beiden  Punkte; 
ferner  die  Ecken  der  Soclisecke  I * und  F*  mit  V'’j,  Fj  ...  Fg, 
resp.  F*,  F’®  . . . F®;  und  zwar  seien: 

Fj  = 12  X 745,  F>  = 12  X 845, 

Vä  = 23  x 756,  F“=  23  x 856, 

F,  = 34  X 761,  F»  = 34  x 861, 

F^  = 45x712,  F‘=  45x812, 

V'f,  = 56  X 723,  F®  = 56  x 823, 

7g  = 61  X 734,  F®  = 61  X 834. 

Dann  gehören  Fg  1^  F5  Fg,  F*F»,  V*  V\  F«  F>  dem 

Hyperboloide  H als  Erzeugende  der  einen  Schaar,  dagegen  F'F^, 
F®  V*,  F®  r®,  Fj  Fj,  F4  l'g,  Vg  als  Erzeugende  der  andern  Schaar 
an.  Denn  jede  Gerade  der  ersten  Schaar  schneidet  jede  Gerade  der 
zweiten  Schaar.  Oflenbar  wird  z.  B.  Fj  Fj  von  FgFj, 

F4  Fg  und  F*  F"  geschnitten,  da  Fj  F^  und  F' F*  in  der  näm- 
lichen Ebene  12  3 liegen  und  Fj  14  und  F5  sich  in  7 schneiden. 
Es  erübrigt  also  nur  noch  zu  zeigen,  dass  Fj  F,  von  F®  F*  und 
7*  7®  getroflen  wird. 

Zu  diesem  Zweck  bemerken  wir,  dass  es  ein  Hyperboloid 
durch  die  acht  Punkte  1,  2,  . . .,  8 giebt,  welches  die  Geraden 
81  und  75  ganz  enthält.  Es  wird  durch  zwei  projective  Ebenen- 
büschel mit  den  Axen  81  und  75  erzeugt,  und  jeder  der  vier 
Punkte  2,  3,  4,  6 liegt  in  zwei  entsprechenden  Ebenen  dieser 
Büschel.  Die  Ebenen  812,  813,  814,  816  sind  projectiv  zu  den 
Ebenen  752,  753,  754,  756;  die  ersteren  schneiden  wir  mit  der 
Geraden  34  und  die  letzteren  mit  der  Geraden  23  und  erhalten 
so  die  projectiven  Punktreihen:  X,  3,  4,  7®  und  2,  3,  Y,  l'»,  wo 
X = 34  X 812  und  F = 23  x 754  ist.  Diese  Reihen  sind  per- 
spectiv, da  sie  den  Punkt  3 entsprechend  gemein  haben,  somit 
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schneiden  sich  X2,  \Y  und  F’ in  einem  Punkte,  etwa  Z. 
Nun  liegt  die  Gerade  X2  in  der  Ebene  812  und  die  Gerade  F4 
in  der  Ebene  754;  ihr  Schnittpunkt  Z liegt  also  auf  der  Schnitt- 
linie der  Ebenen  812  und  754,  d.  h.  auf  der  Geraden  Fj  V*. 
Wenn  sich  aber  die  Geraden  F*Fg  und  Fj  F*  in  einem  Punkte  Z 
schneiden,  so  schneiden  sich  auch  die  Geraden  Fj  l'»  und  F*  F^. 
Hiermit  ist  also  der  Satz  von  He.sse  bewiesen. 

Da.s  gleiche  Resultat  lässt  sich  auch  auf  analytischem  Wege 
gewinnen.  Man  gehe  von  der  Identität: 

1 ! 2345  + 2 3451  I + 3 4512  4- 4 5123 1 -f  5 , 1234  | = 0 

aus,  in  der  wieder  wie  früher  | 2345  | etc.  die  bezüglichen  Deter- 
minanten und  die  vor  diesen  stehenden  Zahlen  entweder  die 
a'-Coordinaten  der  fünf  Punkte,  oder  ihre  y-,  z-  oder  «'-Coordi- 
naten  bedeuten.  Spalten  wir  diese  Identität  in: 

(V)  1 : 23451 -f  2 i 3451 j -f  3 14512 i X 

und  5 4321  j -I- 4 I 3215, 4- 3 2154  1, 

wobei  X -f  1 = 1 ist,  so  stellen  beide  Ausdrücke  die  Coordiuaton 
des  nämlichen  Punktes  S dar,  der  offenbar  auf  der  Schnittlinie 
der  beiden  Ebenen  12  3 und  3 4 5 liegt.  Nun  existiren  für  die 
acht  Schnittpunkte  dreier  Flächen  zweiten  Grades  Relationen  von 
der  Form: 

, , I r>7^_  572^  I _ 1831 1 • I 1820 

^ I 5721 1 • |ö736  I ~ 1824  ■|183«~j' 

Denn  die  linke  Seite  dieser  Relation  stellt  das  Doppelverhältniss 
der  vier  Ebenen  753,  752,  754,  756  dar  und  ihre  rechte  Seite 
das  der  vier  Ebenen  813,  812,  814,  816;  beide  Doppelverhält- 
nisse  sind  aber  gleich,  wie  auch  schon  vorher  hervorgehoben  wurde. 
Setzen  wir  jetzt  in  den  ersten  der  beiden  Ausdrücke  (V)  für  x 
die  linke  Seite  von  (VI)  ein,  und  ebenso  in  den  zweiten  für 
1 — 4 = X die  rechte  Seite  von  (VI),  also  für  4 das  Doppel- 
verhältniss 1832  -'1846  : ' 1842  I • I 1836  , so  erhalten  wir  die 
Coordinaten  des  Punktes  S in  der  doppelten  Darstellung: 

, 1 2345  1 + 2 3451  + 3 4512  • 5734  • j5726  :;5724!-'5736  , 
5|4321]  + 4 3215]  + 3;2154|-  18321-  1846  :|  1842  •]  1836  . 

In  dem  ersten  Ausdruck  fehlen  die  Coordinaten  des  Punktes  8, 
in  dem  zweiten  die  des  Punktes  7;  beide  Ausdrücke  gehen  durch 
gleichzeitige  Vertauschung  der  Punkte  1 und  5,  der  Punkte  2 und  4, 
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sowie  der  Punkte  7 und  8 in  einander  über.  Die  Coordinaten 
des  Punktes  S stehen  also  in  der  gleichen  geometrischen  Beziehung 
zu  den  sieben  Punkten  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7 wie  zu  den  sieben 
Punkten  5,  4,  3,  2,  1,  6,  8.  Welches  ist  nun  diese  geometrische 
Beziehung  ? 

Die  Coordinaten  von  S kann  man  auch  schreiben; 

1 j 2345  I ■ I 5724 | • ' 5736 | + 2 | 3451  ' • i 5724 | • I 5736 ' 

4-  3 j 4512  [-1  5734  1-  I&726', 
oder  mit  Benutzung  der  Identität: 

3451 1-!  5724|  = , 3452 |-| 5714  j + j 3457  j-|5124', 
(Vir)  2345  I • ' 5736  | { 1 5724 ; — 2 | 5714  | } 

+ I 4512 ! • I 5734  { 3 , 5726 [ - 2 ; 5736  ’ } . 

Es  sind  aber: 

{1| 5724  ; - 2j5714  } 

die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  der  Geraden  12  mit  der 
Ebene  574,  d.  h.  des  Punktes  Tj;  ganz  ebenso  sind 

{3  5726!  — 2 15736'} 

die  Coordinaten  von  Fj.  Aus  (VII')  folgt  also,  dass  die  Ver- 
bindungslinie Fj  Fj  durch  S geht.  In  der  gleichen  Weise  folgert  man 
aus  dem  zweiten  Ausdruck  (VII),  dass  die  Verbindungslinie  V*V^ 
durch  S geht,  was  wiederum  das  Theorem  von  Hesse  beweist. 

Zur  Ausführung  der  Coustruction  des  achten  Schnittpunktes 
von  drei  Flächen  2.  Grades  dienen  folgende  Bemerkungen.  Die 
drei  Ebenen  123,  345,  561  bilden  ein  Dreikant,  dessen  Kanten 
durch  1,  /lg  durch  3 und  durch  5 wir  bestimmen.  Die 
sechs  Geraden  F,  F„  F»F^  Fa  Fg,  F‘ F*,  Fg  F^,  F*F«  bilden 
die  aufeinander  folgenden  Seiten  eines  Sechsecks,  dessen  erste 
und  vierte  Ecke  auf  lg,  dessen  zweite  und  fünfte  Ecke  auf 
und  dessen  dritte  und  sechste  Ecke  auf  liegt.  Sucht  man  also 
zunächst  die  Punkte  Fj  Fg  Fg  F^  Fj  Fg , so  kann  man  auch  die  erste, 
dritte  und  fünfte  Seite  jenes  Sechsecks  zeichnen  und  erhält  seine 
zweite,  vierte  und  sechste  Seite  als  Verbindungslinien  der  auf 
den  Geraden  /.j,  k^  und  Av  liegenden  Ecken.  Der  Punkt  8 er- 
scheint alsdann  als  der  gemeinsame  Punkt  der  Geraden  F‘  F*, 
F^  F»  und  F“  F«. 

Will  man  die  Construction  möglichst  in  einer  Ebene,  etwa 
der  Ebene  123,  ausführen,  so  kann  man  in  folgender  Weise  ver- 
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fahren  (Fig.  2).  Man  schneide  die  Strahlen  74,  75  und  76 
mit  der  Ebene  123  resp.  in  4\  5”  und  6'  und  die  Ebene  156 
mit  der  Ebene  123  in  a.  Dann  ist  12  x 4'5'  = F,  = 1'^, 


ferner  23><5'6'  = Fj  = Fj,  endlich  34'x6'l  = T'3  = F^; 
dabei  sind  Fj,  F^,  Fj,  Fg  die  Projectionen  von  Fg,  Tg,  Tg 
aus  dem  Punkte  7 auf  die  Ebene  123.  Um  die  Punkte  T'*  auf 
12  und  F‘  auf  23  zu  finden,  bedenke  man,  das.s  die  Gerade 
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F’  F®  durch  die  Schnittpunkte  Q und  P der  Geraden  T 3 F4  und 
Vr,  I mit  der  Ebene  123  geht.  Es  liegt  aber  Q auf  V^V'^  und 
auf  der  Schnittlinie  der  Ebenen  Sd.i  und  123,  d.  h.  auf  der  Ver- 
bindungslinie des  Punktes  3 mit  dem  Schnittpunkt  von  4'5'  mit  «. 
Ebenso  liegt  J’ auf  I ^ und  der  Verbindungslinie  des  Punktes  1 
mit  dem  Schnittpunkt  von  5'G'  mit  a.  In  der  gleichen  Weise 


werden  V*'  auf  4 '5'  und  V^'  auf  5 '6'  durch  eine  Gerade  S'  T' 


ausgeschnitten,  wo  die  Accente  wieder  die  Projectionen  der  be- 
züglichen Punkte  aus  dem  Punkto  7 auf  die  Ebene  123  bedeuten. 
Es  sind  aber  S und  T die  Schnittpunkte  von  }\  Fg  und  ^^3 
mit  der  Ebene  45G,  also  liegt  S'  auf  J'j  T'g  und  der  Verbindungs- 
linie von  G ' mit  « x 1 2 und  ebenso  T'  auf  V^,  Fj  und  der  Ver- 
bindungslinie von  4'  mit  «x23.  Die  Geraden  V^V*'  und 
ys  y','  sich  in  8',  oder  die  tleraden  F*  V*  und  F"  I"® 

schneiden  sich  im  gesuchten  Punkte  8. 


I)ruckferti(f  erklärt  13.  I.  190ä.] 
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Oscar  Schlömilch. 

Von  Mabtin  Krai  se,  o.  M. 

Am  7.  Februar  d.  J.  starb  zu  Dresden  der  weithin  bekannte 
Mathematiker  Oscar  Sculömilcii.  Mit  ihm  schied  ein  ausgezeich- 
neter Gelehrter  aus  dem  Leben,  der  lange  Jahre  die  Vorlesungen 
über  höhere  Mathematik  an  der  jetzigen  technischen  Hochschule 
zu  Dresden  mit  glänzendem  Erfolge  gehalten  und  sich  um  die 
Förderung  und  Hebung  der  genannten  Anstalt  die  wesentlichsten 
Verdienste  erworben  hat.  Da  folge  ich  denn  einer  Pflicht  der 
Pietät,  wenn  ich  es  auf  Wunsch  der  königlichen  hiesigen  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  versuche,  den  wissenschaftlichen  Ver- 
diensten ScHLÖMiLcii’s  an  dieser  Stelle  gerecht  zu  werden. 

Am  13.  April  1823^)  zu  Weimar  geboren  und  auf  dem 
Gymnasium  seiner  Vaterstadt  vorgebildet,  besuchte  Schlömilcu 
vom  Jahre  1839  bis  1842  die  Universitäten  zu  Jena  und  Berlin, 
sowie  das  polytechnische  Institut  zu  Wien.  Die  Zahl  der  von 
ihm  gehörten  mathematischen  Vorträge  war  eine  äusserst  geringe, 
sie  beschränkte  sich  auf  je  eine  Vorlesung  hei  Fries  und  Min- 
muG,  sowie  zwei  Vorlesungen  hei  Diriohlet,  dagegen  beschäf- 
tigten ihn  schon  frühzeitig  selbständige  mathematische  Studien. 
Einen  Beweis  hierfür  liefert  der  erste  Band  des  Grunert’schen 
Archivs  für  Mathematik  und  Physik,  welcher  im  Jahre  1841 

i)  Die  Nachrichten  über  das  Leben  von  Scht.ümilch  verdanke  ich 
zum  Theil  der  grossen  Liebenswürdigkeit  von  Frau  Geheime  Hofrath 
Frankel,  daneben  möge  auf  die  folgenden  Nachrufe  verwiesen  werden. 

I.  Fi-hrmann  : Oscar  Schlövilch.  Centralblatt  der  Bauverwaltung. 
21.  Jahrgang. 

II.  Helm;  Oscar  Schlömilcu.  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik. 
Band  46.  ^ 

III.  Cantob:  Nachruf  an  Oscar  Schlömilch.  Bibliotheca  Mat.  3.  Folge, 

Band  2.  Mit  diesem  Nachruf  ist  ein  sorgfältiges  Verzeichniss  der 
Schriften  von  Schlömilcu  verbunden. 

IV.  Nachruf  auf  Sculömilch  in  dem  Bericht  über  die  Thätigkeit  des 

sächsischen  Realgymnasiallehrervereins  1901.  In  diesem  Aufsatz 
werden  die  Verdienste  von  Schlömilch  um  das  sächsische  Real- 
schulweseu  gewürdigt. 

Math  'pbj'8.  ClatiBS  1901. 
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eischien  und  nicht  weniger  als  fünf  Abhandlungen  von  ihm  ent- 
hielt. Nachdem  er  im  Jahre  1842  unter  dem  Decanate  seines 
Lehrers  Fries  zum  Doctor  promovirt  war,  habilitirte  er  sich  1844 
als  Privatdocent  der  Mathematik  in  Jena  und  wurde  ebendaselbst 
schon  im  Jahre  1846  zum  ausserordentlichen  Professor  ernannt. 
Da  seine  Stellung  mit  einem  Gehalt  nicht  verbunden  war,  sab 
ScHLÖMiLCH  sich  veranlasst,  im  Jahre  1 848  eine  Lehrerstelle  an 
der  neu  gegründeten  Realschule  zu  Eisenach  anzunehmen,  jedoch 
mit  Reservirung  seiner  Stelle  in  Jena  und  gewissennaassen  nur 
mit  Urlaub  von  dort.  Glücklicher  Weise  war  dieser  Zustand  nur 
ein  vorübergehender.  Schon  im  Jahre  184g  konnte  er  einem 
Rufe  an  die  damalige  technische  Bildungsanstalt  in  Dresden  Folge 
leisten  und  zwar  mit  der  Verpflichtung,  wöchentlich  bis  zu  zwan- 
zig Lehrstunden  in  der  höheren  Mathematik,  nach  Befinden  auch 
in  der  descriptiven  Geometrie  und  der  Mechanik  oder  Physik  zu 
übernehmen.  Dieser  Stelle  ist  er  25  Jahre  lang  treu  geblieben, 
obwohl  er  mehrfach  Rufe  nach  auswärtigen  Hochschulen  erhielt 
und  zwar  an  die  Universitäten  Dorpat  und  Kiel,  sowie  an  das 
Polytechnicura  in  Zürich,  an  welchem  damals  eine  Lehrerabthei- 
lung im  Entstehen  begriffen  war.  Im  Jahre  1874  verliess  er 
zum  tiefen  Bedauern  seiner  zahlreichen  ihm  in  Dankbarkeit  er- 
gebenen Schüler  und  Verehrer  seinen  segensreichen  Wirkungs- 
kreis, um  in  dem  sächsischen  Cultusministerium  das  Amt  eines 
Referenten  für  das  Realschulwesen  zu  übernehmen.  In  dieser 
Stellung  nahm  er  an  einigen  Verordnungen,  welche  die  heutige 
glückliche  Entwickelung  der  Rcalanstalten  wesentlich  bedingten, 
hervorragenden  Antheil  und  hat  sich  auch  sonst  um  den  mathe- 
matischen Unterricht  und  die  Vertreter  desselben  an  den  ge- 
nannten Anstalten  durch  Belehrung  und  Anregung  in  Wort  und 
Schrift  die  mannigfachsten  Verdienste  erworben.  Die  lebhafte 
Dankbarkeit  des  sächsischen  Realschulmänner-Vereines  bethätigte 
sich  hierfür  in  der  Ernennung  Schi.ömilchs  zu  seinem  Ehren- 
mitgliede. 

Ein  hartnäckiger  l^ngencatarrh  zwang  ihn  im  Jahre  1885  auch 
aus  dem  Ministerium  zu  scheiden  und  in  den  Ruhestand  zu  treten. 

Die  letzten  Lebensjahre  wurden  ihm  durch  den  Tod  seiner 
treuen  Lebensgefährtin,  sowie  durch  zunehmendes  Leiden  ver- 
bittert, welches  trotz  aller  aufopfernden  und  hingehenden  Pflege 
der  Seinen  seinem  erfolg-  und  arbeitsreichen  Leben  am  Beginne 
dieses  Jahres  ein  schmerzliches  Ende  setzte. 
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Um  die  wissenschaftlichen  Verdienste  Schlömilch’s  objectiv 
würdigen  zu  können,  müssen  wir  uns  in  seine  Jugendzeit  zurück 
versetzen,  in  welcher  er  die  Ideen  und  Gesichtspunkte  in  sich 
a\ifnahm,  die  sein  ganzes  späteres  Wirken  bedingten,  d.  h.  in  den 
Beginn  der  vierziger  Jahre  des  vorigen  Jahrhunderts. 

Mit  der  Entdeckung  der  Differential-  und  Integralrechnung 
durch  Leibniz  und  Newton  hatte  eine  neue  Aera  für  unsere 
Wissenschaft  begonnen.  Probleme,  die  fiiiher  als  unauflöslich 

gegolten  hatten,  wurden  jetzt  in  grösster  Mannigfaltigkeit  gleich- 
sam spielend  gelöst,  von  allen  Seiten  drang  immer  neuer,  wei- 
terer Stoff  hinzu,  der  bewältigt  werden  konnte.  In  jenen  Zeiten 
des  achtzehnten  Jahrhunderts  bildete  sich  jenes  gewaltige  analy- 
tische Geschick,  jene  gewaltige  Beherrschung  des  Calculs  heraus, 
die  wir  noch  heute  in  den  Arbeiten  der  Bernoueei,  Eüeer, 
d'Alembert,  Lagranoe  u.  a.  bewundern.  Was  das  achtzehnte 
Jahrhundert  begonnen,  wurde  am  Beginn  des  neunzehnten  fort- 
gesetzt, vor  allem  schufen  Leüendre  und  Jacobi  die  grosse 
Theorie  der  elliptischen  Integrale  und  Functionen.  Sehr  bald 
zeigte  sich  aber  zwischen  den  Untersuchungen  der  beiden  Jahr- 
hunderte ein  tiefgehender  Unterschied.  In  der  Freude  über 
den  errungenen  Calcul  wurden  die  Rechenoperationen,  die  für 
endliche  Grössen  gelten,  im  Anfänge  ohne  jede  Kritik  auf  un- 
endliche Processe  angewandt.  Mit  dem  wachsenden  Stoffe  und 
der  wachsenden  Erfahrung  zeigte  sich  immer  mehr  und  mehr  die 
Unrichtigkeit  dieses  Verfahrens  und  als  das  achtzehnte  Jahr- 
hundert zur  Neige  ging,  da  trat  die  Mathematik  aus  dem  naiven 
Zeitalter  in  das  kritische.  Einzelne  Zeichen  einer  gesunderen 
Auffassung  zeigten  sich  schon  früh,  ein  wirklicher  Umschwung 
trat  aber  erst  mit  den  Arbeiten  von  Gau.ss,  von  Abel  und  vor 
allem  von  Caughv  ein.  Caüchy  war  es,  der  als  erster  der  ge- 
sämmten  Analysis  des  Unendlichen  eine  einigermaassen  gesicherte 
Grundlage  gab,  und  ihm  folgte  in  Deutschland  Dirichlet,  der 
in  einer  berühmten  Arbeit  im  4.  Bande  des  Crelle’schen  Journals 
die  Theorie  der  PouuiER’schen  Reihen  zu  einem  einstweiligen 
glänzenden  Abschluss  führte.  Jene  Zeiten  von  Cauchy  und  Di- 
RicuLET  sind  die  Lehrzeiten  von  Sculömilcu.  Aus  den  Arbeiten 
der  Bernoulli,  Euler,  d’Alembert,  Lagrange,  Legendre,  Ja- 
cobi u.  a.  zog  er  die  Freude  uud  die  Begeisterung  für  den 
Calcul,  aus  den  Arbeiten  von  Cauchy  und  Dirichlet  entnahm 
er  die  strengeren  Anschauungen  über  die  Principien  der  höheren 
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Analysis,  die  ihn  überall  in  seinen  Arbeiten  begleiten.  Schlö- 
MiLCH  kann  als  einer  der  letzten  und  fruchtbarsten  Vertreter 
jener  Anschauungen  aus  der  ersten  Hälfte  des  vorigen  Jahrhunderts 
angesehen  werden.  Wie  wenige  war  er  in  den  Geist  der  Ar- 
beiten der  genannten  Mathematiker  eingedmngen  und  wusste 
ihnen  in  immer  neuen  Formen  und  Anwendungen  Geltung  zu 
verschaffen.  Hierbei  freilich  ist  er  stehen  geblieben. 

Noch  zu  seinen  Lebzeiten  brach  wieder  eine  neue  Zeit  für 
die  Mathematik  an.  Die  CAUt'Hv’schen  Ideen  zeigten  sich  für  die 
Fundirung  der  Analysis  des  Unendlichen  auf  die  Dauer  nicht 
als  genügend,  erst  die  Arbeiten  von  Riem.ann,  Hankel,  Weier- 
strass, Cantor  und  anderen  brachten  hier  die  nothwendige  Ver- 
tiefung und  den  nothwendigen  Abschluss.  Daneben  aber  ent- 
wickelten sich  unter  dem  Einfluss  von  Rie.mann  und  Weierstrars 
ganz  neue  Anschauungen  über  die  Functionentheorie  und  auch 
bei  anderen  Disciplinen  zeigte  sich  neues  Leben  und  neuer  In- 
halt. Diesen  modernen  Anschauungen  hat  Schlömilch  in  seinen 
Arbeiten  nicht  mehr  Ausdruck  gegeben.  Zwar  versuchte  er  auf 
seinem  eigentlichsten  Gebiete,  der  höheren  Analysis,  die  Princi- 
pienfragen  weiter  zu  führen,  als  es  in  den  CAUCHv’schen  und 
DiRiOHEET’schen  Arbeiten  geschehen  war,  es  finden  sich  Aufsätze 
vor,  in  denen  nach  einer  Erweiterung  des  Functionsbegriflfes  ge- 
strebt und  die  Ausdehnung  bekannter  Prozesse  auf  unendliche 
Gebilde  schärfer  als  bisher  untersucht  wurde,  aber  alle  diese 
Arbeiten  bedeuten  doch  mehr  gelegentliche  Versuche  und  Vor- 
stösse,  eine  tiefere  Rücksichtnahme  auf  die  modernen  Ideen  hat 
auch  hier  nicht  mehr  statt  gefunden.  I 

Wer  wollte  hieraus  einen  Vorwurf  für  Schlömilch  herleiten?  j 

Wir  alle  sind  Kinder  unserer  Zeit,  die  Ideen,  die  in  der  Jugend  i 

aufgenommen  werden,  sind  im  Allgemeinen  maassgebend  für  die 
spätere  Entwickelung.  Nur  wenigen  Naturen  ist  es  vergönnt,  in 
reiferem  Alter  grosse  neue,  ihrem  ursprünglichen  Denkungskreise 
ferner  liegende  Disciplinen  oder  ihn  überschreitende  Ideen  in  sich 
aufzunehmen  und  productiv  weitemiführen,  im  Allgemeinen  zeigt 
sich  hier  ein  gewisses  Gesetz  der  Beharrung,  welches  bis  zu 
einem  Widerstand  gegen  das  neue  führen  kann.  So  erzählt  Herr 
JcLES  Tannery  in  einem  seiner  letzten  Litteraturberichte , dass 
die  Einführung  der  divergenten  Reihen  in  die  Astronomie  durch 
Herrn  Poincari5  einige  Gelehrte  zur  Verzweiflung  gebracht  habe.  ' 
insbesondere  spricht  er  von  einem  Astronomen,  der  erklärte  lieber 
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auf  seine  Wissenschaft  verzichten,  als  von  diesen  miserablen 
Dingern  Gebrauch  machen  zu  wollen.*) 

Speziell  bei  Schlömilch  kam  die  naturgemässe  Einwirkung 
seiner  Stellung  an  einer  technischen  Hochschule  hinzu,  die  ihn 
für  Theorien,  die  „noch  keinen  Eingang  in  die  Gedankenkreise 
der  Physiker  und  Ingenieure  gefunden  hatten“  *),  weniger  empfäng- 
lich machten.  Auch  muss  erwogen  werden,  dass  er  schon  im 
Jahre  1874  sein  Lehramt  verliess,  um  eine  Stellung  einzunehmen, 
die  ihm  zu  einem  tiefergehenden  Verfolgen  der  mathematischen 
Litteratur  die  richtige  Müsse  nicht  mehr  gab. 

In  jedem  Falle  ist  es  ein  Gebot  der  Gerechtigkeit,  seine 
wissenschaftlichen  Leistungen  nach  den  Anschauungen  der  Zeiten 
zu  würdigen,  die  für  ihren  Werdegang  maassgebend  waren. 

Seine  litterarische  Thätigkeit  ist  eine  ungemein  ausgedehnte 
gewesen  und  kann  in  eine  productive  und  eine  mehr  reproductive 
unterschieden  werden.  In  das  Gebiet  des  ersteren  fallen  einige 
Monographien  aus  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale*),  daneben 
eine  überaus  grosse  die  Zahl  von  mehreren  hundert  übersteigende 
Reihe  von  Abhandlungen,  gelegentlichen  Bemerkungen  und  Auf- 
gaben, die  von  dem  Anfänge  der  vierziger  Jahre  an  in  schneller 
Folge  in  einer  Anzahl  von  Zeitschriften  erschienen  sind.  Wir 
können  hierbei  zwei  Perioden  in  seinem  Leben  ziemlich  deutlich 
von  einander  unterscheiden,  die  erste,  die  etwa  bis  zum  Jahre 
1874  reicht  und  die  eigentlichen  wissenschaftlichen  Arbeiten  in 
sich  schliesst,  sowie  eine  zweite,  die  in  die  Zeit  seiner  Thätigkeit 
als  Verwaltungsbeamter  und  in  den  Ruhestand  fällt  und  wesent- 
lich von  pädagogischen  Gesichtspunkten  getragen  ist.  Aus  dieser 
zweiten  Periode  stammt  eine  Anzahl  kleinerer  Aufsätze  und  eine 
schier  „unerschöpfligen  Fülle  von  Aufgaben  aller  Art,  die  haupt- 
sächlich dem  Bedürfniss  des  sich  weiter  bildenden  Lehrers  an 


1)  Bulletin  des  Sciences  mathämatiques.  Tome  25,  page  61. 

2)  Vorwort  zur  vierten  Auflage  des  zweiten  Bandes  des  Compen- 
diums  der  höheren  Analysis. 

3)  Die  Monographien  von  Schlömilch  sind  die  folgenden: 

I.  Beiträge  zur  Theorie  bestimmter  Integrale.  Jena  1843. 

IT.  Analytische  Studien.  Leipzig  1848. 

in.  Die  allgemeine  Umkehrung  gegebener  Functionen.  Halle  1849. 

IV.  Mathematische  Abhandlungen.  Dessau  1850. 

V,  Der  Attractionscalcul.  Halle  1851. 

n.  Die  Reihen-Entwicklungen  der  Differential-  und  Integralrechnung. 
Dresden  1851. 
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höheren  Schulen  entsprechen  und  die  meist  dem  Inhalt  nach  neu, 
immer  aber  in  Form  und  Auffassung  schöpferisch  und  eigenartig 
waren.“*)  Zu  ihnen  gesellen  sich  die  wissenschaftlichen  Arbeiten 
der  ersten  Periode.  Es  würde  nun  weit  über  den  Rahmen  dieses 
Vortrages  heransgehen,  wollte  ich  dieselben  hier  alle  in  ausführ- 
licher Weise  besprechen  — ich  muss  mich  vielmehr  darauf  be- 
schränken, gewisse  Categorien  derselben  herauszugreifen,  die  sich 
für  unsere  Wissenschaft  von  besonderer  Bedeutung  gezeigt  haben 
und  der  Analysis  des  Unendlichen  angehören.*) 

Seit  der  Mitte  des  achtzehnten  Jahrhunderts  spielte  in  der 
Differentialrechnung  die  TAVi.oa’sche  Entwicklung  einer  Function, 
sowie  daran  anschliessend  die  Entwickelung  einer  Function  in 
eine  TAYLoa’sche  Reihe  eine  hervorragende  Rolle.  Bei  der 
ersten  Theorie  handelt  es  sich  vor  allem  um  die  Bestimmung 
des  Restgliedes,  bei  der  letzteren  um  die  Angabe  der  hin- 
reichenden und  nothwendigen  Bedingungen  für  die  Entwickelbar- 
keit  einer  vorgelegten  Function.  Beiden  Problemen  hat  Scni,ö- 
Mii.cH  mehrfach  seine  Aufmerksamkeit  zugewandt  und  bei  dem 
zweiten  schon  frühzeitig  im  Jahre  1850  in  einer  wenig  bekannten 
und  nicht  ganz  einwandsfreien  Arbeit  die  imaginären  Argumente 
mit  in  Bel  rächt  gezogen.  Vor  allem  aber  gelang  es  ihm  im 
Jahre  1847  eine  Restbcstimmung  zu  geben,  welche  eine  verhält- 
niss  massig  sehr  allgemeine  Form  hat  und  mehrere  der  vor  ihm 
gefundenen  als  specielle  Falle  in  sich  enthält.  Diese  Kestform 
ist  bekannt  unter  dem  Namen  der  ScuLÖMiLcii’schen  und  dürfte 
seinen  Namen  dauernd  mit  einem  der  wichtigsten  Sätze  der 
höheren  Analysis  verbinden. 

Sodann  beschäftigte  ihn  lebhaft  das  Problem  der  höhei-en 
Differentialquotienten,  vor  allem  für  den  Fall  einer  Function  von 
einer  Function.  Er  war  hier  in  der  Problemstellung  nicht  immer 
glücklich,  auch  waren  seine  Resultate  nicht  immer  neu,  wohl 

1)  Siehe  den  S.  509,  Anm.  i)  unter  IV^  citirten  Nekrolog. 

2)  Ausser  auf  die  ScHi-ÖMiLcn’schen  .\rbeiten  selbst,  möge  in  Bezug 
auf  die  folgenden  Bemerkungen  auf  die  Vorlesungen  von  Saacschctz 
über  die  BKRNoci.i-i’schen  Zahlen  vorwiesen  werden,  sowie  auf  die  Refe- 
rate von  Voss  und  Bkcnel  über  die  Differential-  und  Integraltheorie 
in  der  Kncyklojiädie  der  mathematischen  Wissenschaften  und  die  Ab- 
handlung von  Piti.sT.suEiM  über  die  (ieschichte  des  TAVLOH'schen  Lehr- 
satzes Hibliotheca  Mathematica.  3.  Folge,  i,  Band.  Das  Referat  von 
Brunei,  giebt  zu  Bemerkungen  Anlass,  auf  welche  an  anderer  Stelle 
eingegaugen  werden  soll. 
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aber  gelang  es  ihm  bei  diesem  etwas  dürren  Problem  die  Gefahr 
des  Schematismus  nach  Möglichkeit  zu  vermeiden  und  einzelne 
Fälle  einer  eleganten  Lösung  zuzuführen,  die  auch  jetzt  noch  von 
Interesse  ist.  Vor  allem  aber,  und  hierauf  möchte  ich  das  Haupt- 
gewicht legen,  hat  er  die  Bedeutung  und  die  Anwendbarkeit  der 
gefundenen  Resultate  für  eine  Reihe  weiterer  Probleme  nach- 
gewiesen. So  gelingt  es  ihm  Functionen  unter  gewissen  näher 
angegebenen  Bedingungen  nach  Potenzen  geschickt  gewählter  an- 
derer F unctionen  zu  entwickeln , so  stellt  er  das  allgemeine 
Gesetz  der  Facultätencoefficienten  auf  und  verwendet  seine  Me- 
thoden in  glücklicher  Weise  dazu,  um  aus  einfachen  bestimmten 
Integralen  durch  mehrfache  Differentiation  nach  dem  Parameter 
complicirtere  zu  erhalten.  Als  wichtigste  Anwendimgen  dürften 
aber  diejenigen  zu  bezeichnen  sein,  w'elche  sich  auf  die  Bernoulli- 
EuLER’schen  Zahlen  und  die  BERNOULLi’schen  Functionen  beziehen. 
Das  Problem,  die  Potenzen  der  natürlichen  Zahlen  zu  summiren, 
hatte  Bernoulli  zu  gewissen  eigenthümlichen  gebrochnen  posi- 
tiven Zahlen  getiihrt,  die  von  Euler  mit  den  Summen  der 
reciproken  Potenzen  der  natürlichen  Zahlen  und  anderen  mathe- 
matischen Gebilden  in  Verbindung  gesetzt  wurden.  Die  Aufmerk- 
samkeit der  Analytiker  wandte  sich  sehr  bald  diesen  interessanten 
Grössen  zu,  zumal  sich  immer  mehr  neue  und  merkwürdige  Eigen- 
schaften und  Beziehungen  zu  anderen  Theorien  ergaben.  Gewis- 
sermaassen  von  selbst  entwickelte  sich  hierbei  das  Problem,  eine 
independente  Darstellung  der  in  Frage  stehenden  Grössen  zu 
geben.  Das  Streben  nach  Vollständigkeit  drängte  zu  demselben, 
daneben  bot  die  Schwierigkeit  des  Themas  Anlass  zur  Entfaltung 
grosser  mathematischer  Erfindungskraft.  Hier  setzen  einige  Un- 
tersuchungen von  ScHLÖMiLOH  ein,  der  sich  auch  nach  anderer 
Richtung  hin  gerne  mit  diesen  Gebilden  beschäftigte.  Auf  Grund 
der  Darstellung  gewisser  höherer  Differentialquotienten  gelang  es 
ihm  im  Jahre  1858  in  geschickter  und  glücklicher  Weise  eine 
independente  Darstellung  der  in  Frage  stehenden  Zahlen  zu  geben, 
welche  die  bisherigen  von  Laplace,  Eytelwein  imd  Scuekk  an 
Einfachkeit  bedeutend  übertraf  und  sich  als  werthvoll  für  die 
betreffende  Theorie  erwiesen  hat. 

Ebendasselbe  Problem,  die  Potenzen  der  natürlichen  Zahlen 
zu  summiren,  führte  Bernoulli  ferner  zu  einer  ganzen  rationalen 
Function,  welche  zuerst  von  Mal.msten  und  R.aabe  ausführlicher 
untersucht  und  von  letzterem  mit  dem  Namen  der  BKuKOULLi’schen 
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bezeichnet  wurde.  Wir  stehen  hier  vor  einer  Function,  welche 
ähnliche  Eigenschaften  und  eine  ähnliche  Structur  besitzt,  wie  die 
so  oft  untersuchten  Kugel-  und  andere  ganze  rationale  Functionen, 
wenngleich  ihr  Anwendungsbereich  einstweilen  als  ein  etwas 
geringerer  bezeignet  werden  muss. 

Es  gelang  Schlümilch  diese  eigenartigen  Gebilde  im  Jahre 
1856  als  höhere  Diflferentialquotienten  darzustellen  und  damit 
eine  ebenso  einfache  wie  natürliche  Entstehungsart  derselben  zu 
geben,  welche  eine  elegante  imd  übersichtliche  Entwickelung  ihrer 
Eigenschaften  ermöglichte. 

In  der  Integralrechnung  interessirte  Schlömii.ch  vor  allem 
die  Theorie  der  bestimmten  Integrale.  Wir  stehen  hier  vor 
demjenigen  Gebiete,  dem  seine  besten  und  nachhaltigsten  Leis- 
tungen angehören.  Tief  war  er  in  den  Geist  der  Methoden  dieser 
Diseiplin  eingedrangen , die  er  allesammt  beherrschte.  In  immer 
neuen  und  veränderten  Formen  verstand  er  es,  neue  Veränderliche 
zu  substituiren , oder  nach  dem  Parameter  zu  diflferenziren 
und  integriren  oder  unendliche  Reihen  einzuführen  oder  sonstige 
Methoden  anzu wenden,  um  unbekannte  Integrale  auszuwerthen, 
wichtige  Beziehungen  zwischen  Integralen  untereinander  oder  zu 
unendlichen  Reihen  herzustellen,  gewisse  Constanten  wie  die 
M.\8CHERO\’i’sche  oder  die  BERNOULi.i’schen  Zahlen  durch  Inte- 
grale darzustellen,  Oberflächen  auszuwerthen  oder  sonstige  in 
dieses  Gebiet  fallende  Probleme  zu  lösen.  Stets  zeigt  er  sich 
als  Meister  in  der  Beherrschung  des  Calculs,  dem  keine  Feinheit 
desselben  entgangen  war.  Die  von  ihm  behandelten  Integrale 
und  Integralrelationen  waren  nicht  immer  neu,  vielfach  legte  er 
nur  Gewicht  auf  die  Methode,  aber  auch  hierin  zeigte  er  eine 
glückhehe  Hand.  Eine  Anzahl  seiner  hierauf  bezüglichen  Ar- 
beiten, wie  die  Aufsätze  über  die  Entwickelung  des  Logarithmus 
der  Gammafunction,  die  Ableitung  der  Leoendke’ sehen  Relation 
in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  die  Gomplanation  des 
dreiaxigen  Ellipsoides  u.  a.  haben  mit  Recht  Beachtung  in  der 
Litteratur  gefunden  und  die  betreffenden  Theorien  wesentlich 
vereinfacht  und  gefördert.  Daneben  aber  gelang  es  ihm  eine 
ganze  Reihe  neuer  Resultate  abzuleiten.  Wie  gross  dieselbe  schon 
bis  zum  Jahre  1858  war,  dürfte  am  besten  aus  den  bekannten 
Tafeln  von  Bierens  de  H.\an  zu  ersehen  sein.  Unter  all  den 
Mathematiken!,  die  hier  genannt  werden,  nimmt  Sculömilch  der 
Zahl  der  Arbeiten  nach  bei  weitem  die  erste  Stelle  ein  und  auch 
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bei  den  einzelnen  Citaten  trifft  man  seinen  Namen  in  reicher 
Fülle.  Es  ist  nun  unmöglich,  hier  alle  diejenigen  Integrale 
anzuführen,  mit  denen  er  sich  beschäftigt  bat,  wohl  aber  möchte 
ich  wenigstens  die  wichtigsten  unter  ihnen  kurz  andcuten,  denen 
er  immer  wieder  und  wieder  seine  Aufmerksamkeit  zuwandte. 
Zu  ihnen  gehört  der  Integrallogarithmus,  den  Gauss  in  geist- 
voller Weise  in  der  Zahlentheorie  verwerthete,  sowie  der  ähnlich 
gebaute  Integralsinus  und  -cosinus,  zwei  Integrale,  die  Schlömilch 
selbst  als  solche  in  die  Analysis  einführte,  zu  ihnen  gehören  die 
Gammafunctionen,  jene  wichtigen  transcendenten  Grössen,  welche 
von  Goldbach,  Bernoulli  und  Euler  zuerst  untersucht  wurden 
und  Anlass  zu  der  Entwickelung  grosser  neuer  Theorien  gaben, 
zu  ihnen  gehören  ferner  die  elliptischen  Transcendenten  und 
schliesslich  die  FouKiER'schen  Reihen  und  Integrale,  jene  harmo- 
nisch gestalteten  Gebilde,  welche  die  Mathematiker  der  beiden 
letzten  Jahrhunderte  in  lebhafte  Bewegung  gesetzt  haben  und 
auch  heute  noch  der  völligen  Beherrschung  harren. 

Mit  all  diesen  Grössen  hat  Schlömilch  sich  gern  und  oft 
beschäftigt  und  sich  mit  seinen  hierauf  bezüglichen  Arbeiten  ein 
Denkmal  gesetzt,  welches  ihm  einen  ehrenvollen  Namen  Ln  der 
höheren  Analysis  sichert. 

Zu  der  productiven  Thätigkeit  gesellte  sich  nun  eine  un- 
gemein  reiche  mehr  reproductive.  Im  Jahre  1845  erschien  sein 
Handbuch  der  algebraischen  Analysis;  ihm  folgten  noch  in  den 
vierziger  Jahren  ein  Handbuch  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung, die  Theorie  der  Differenzen  und  Summen,  sowie  die 
Grundzüge  einer  wissenschaftlichen  Theorie  des  Maasses.  In 
späteren  Jahren  schlos.sen  sich  hieran  das  Compendium  der  höheren 
Analysis,  die  analytische  Geometrie,  sowie  seine  Aufgabensammlung 
aus  der  Differential-  und  Integralrechnung. 

Es  gehörte  für  Schlömilch  ein  gewisser  Muth  dazu,  seine 
Lehrbücher  zu  schreiben,  da  eine  derartige  wissenschaftliche 
Thätigkeit  in  Deutschland  damals  wenig  Sitte  war,  ja  wohl  als 
etwas  minderwerthiges  angesehen  wurde.  Deutschland  stand 
hier  in  einem  entschiedenen  Gegensätze  zu  Frankreich,  wo  es  die 
ersten  Mathematiker  nicht  verschmähten , ihre  hervorragenden 
Kenntnisse  und  Erfahrungen  durch  das  Abfassen  ausgezeichneter 
Compendien  in  den  Dienst  der  Allgemeinheit  zu  stellen.  Die 
Folge  davon  war,  dass  auch  der  deutsche  Markt  von  den 
französischen  Werken  beherrscht  wurde.  Es  ist  das  grosse  Ver- 
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dienst  von  Sohlömilch,  als  einer  der  ersten  hier  Wandel  ge- 
schaffen zu  haben.  Seine  Werke  sind  zum  grossen  Theile  ans 
der  Praxis,  aus  dem  lebendigen  Vortrag  entstanden  und  diese 
Berührung  mit  dem  wirklichen  Leben  prägt  ihnen  einen  eigenen 
Keiz  auf.  Sie  zeichnen  sich  durch  eine  natürliche,  behagliche 
und  doch  elegante  Sprache  aus.  Die  Principienfragen  werden  in 
einer  einfachen,  an  den  gesunden  Menschenverstand  appellirenden, 
nicht  immer  einwandfreien,  aber  immer  ansprechenden  Weise 
behandelt,  daneben  kommen  die  Anwendungen  in  ausreichender 
Weise  zur  Oeltung.  Die  Aufgaben  in  den  Sammlungen  sind 
geschickt  gewählt,  bei  ihrer  Behandlung  wird  der  Schematismus 
und  der  leere  Formelkram  nach  Möglichkeit  vermieden.  Diese 
Kigenschaften  trugen  den  Erfolg  in  sich.  Binnen  kurzem  ge- 
hörten seine  Bücher  zu  den  gelesensten  mathematischen  Werken 
Deutschlands,  ja  auch  über  unsere  Grenzen  hinaus  fanden  sie  weit- 
gehende Beachtung,  immer  neue  und  neue  sorgfältig  redigirte, 
zum  Theil  völlig  umgearbeitete  Auflagen*)  machten  sich  noth- 
weiidig,  die  ^bis  in  die  letzten  Zeiten  reichen  und  ihren  Ver- 
fasser zu  einem  der  populärsten  Mathematiker  in  unserem  Vater- 
lande machten.  Eine  Reihe  von  .lahren  hindurch  dürfte  es  nicht 
viele  Studirende  der  Mathematik  oder  der  Technik  gegeben 
haben,  die  nicht  aus  dem  einen  oder  dem  anderen  seiner  Werke 
Anregung  und  Belehrung  geschöpft  hätten. 

Ein  ähnlich  glänzendes  Bild  ergiebt  sich  aus  der  Betrachtung 
seiner  Lehrthätigkeit.  Einstimmig  rühmen  seine  Schüler  den 
mächtigen  Eindruck  und  den  grossen  Erfolg  seiner  Vorlesungen. 
.,Krystallklar,  in  reinster  Dimchsichtigkeit  und  unerschütterlicher 


i)  ln  Bezug  auf  die  Auflagen  der  ScuLÖMiLCH'schen  Werke  möge 
folgendes  hervorgehoben  werden. 

Es  erschien  das  Handbuch  der  Algebraischen  Analysis  in  sechs 
Auflagen  (1888);  die  Geometrie  des  Maasses  I in  sieben  Auflagen 
(1888)  (das  Werk  ist  ins  holländische  und  italienische  übersetzt  worden); 
die  Geometrie  des  Maasses  II  in  drei  Auflagen  (1874);  das  Compendium 
der  höheren  Analysis  I in  fünf  Auflagen  (1881),  II  in  vier  Auflagen  (1895) 
(ein  Theil  des  Werkes  ist  ins  französische  übersetzt  worden);  die  ana- 
lytische Geometrie  des  Raumes  in  sechs  Auflagen  (1898)  (die  beiden 
letzten  Auflagen  sind  von  He<;ek  bearbeitet);  das  Uebungsbueh  der 
höheren  Analysis  I in  vier  Auflagen  (1887),  II  in  vier  Auflagen  (1900) 
die  letzte  Auflage  ist  von  Henke  bearbeitet). 

Die  in  Klammern  gesetzten  Zahlen  bezeichnen  das  Jahr,  in  welchem 
die  letzte  Auflage  erschienen  ist. 
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Festigkeit“,  so  äussert  sieh  einer  derselben,  Herr  College  Helm, 
„standen  die  Lehren  der  Mathematik  vor  dem  Hörer.  Ein  Meister 
der  Darstellung  verstand  er  es  wunderbar,  auch  die  schwierigeren 
Gedankengänge  der  Analysis  auf  den  Hörer  wirken  zu  lassen,  wie 
ein  geistvolles  Spiel  und  doch  nachdrucksvoll  wie  ein  Kimstwerk 
voll  ästhetischen  Ebenmaasses“. 

Sein  Zuhörerkreis  bestand  vornehmlich  aus  Studirenden  der 
Technik,  doch  fehlte  es  auch  nicht  an  solchen  der  Mathematik. 

ScHLÖMiLCH  war  tief  durchdrungen  von  den  hohen  Aufgaben 
und  den  hohen  Zielen  der  technischen  höchsten  Bildungsanstalten 
und  war  als  Professor  und  stellvertretender  Director  aufs  eifrigste 
und  mit  Erfolg  bestrebt,  die  Dresdener  Anstalt  ihres  schulmässigen 
Charakters  zu  entkleiden  und  den  Universitäten  in  ihrer  gesammten 
Organisation  immer  mehr  und  mehr  zu  nähern.  Daneben  hatte 
er  die  Ueberzeugung,  dass  die  Arbeitsgebiete  und  Aufgaben  der 
beiden  Arten  von  Anstalten  nicht  völlig  getrennt  wären,  dass  es 
vielmehr  gewisse  Zwischengebiete  und  Aufgaben  gebe,  die  auf 
beiden  Ln  sorgsamer  Weise  zu  pflegen  seien,  um  den  Anforderungen 
der  Wissenschaft  und  des  Lebens  in  gleicher  Weise  gerecht  zu 
werden.  Hierzu  gehören  die  mathhmatisch-naturwissenschaftlichen 
Disciplinen,  sowie  die  Aufgabe,  Lehrer  derselben  heranzubilden. 
Unter  seiner  Beihülfe  wurde  an  der  Dresdener  Anstalt  eine 
LehrerabtheUung  gegründet,  deren  ständiger  Vorstand  er  bis  zu 
seinem  Abgänge  von  der  Hochschule  im  Jahre  1874  geblieben 
ist.  Diese  Abtheilung  sollte  ein  Bindeglied  zwischen  den  Uni- 
versitäten und  den  technischen  Anstalten  abgeben,  sie  war  für 
solche  Studirende  geplant,  die  neben  der  Durchbildung  in  den 
reinen  Wissenschaften  auch  eine  tiefere  Kenntniss  der  angewandten 
Theile  derselben  erstrebten.  Der  Erfolg  war  ein  erfreulicher. 
Noch  jetzt  denkt  eine  Reihe  von  Gelehrten  gerne  der  mannig- 
fachen Anregungen  und  Belehnmgen,  die  sie  auf  der  Dresdener 
Hochschule  im  Allgemeinen,  und  in  den  ScuLÖMiLCu’schen  Vor- 
lesungen im  Besonderen  erfahren  haben.  Zu  ihnen  gehören 
Männer,  die  in  Verfolg  der  Anschauungen  ihres  Lehrers  ihre 
beste  Kraft  daran  gesetzt  haben,  Theorie  und  Praxis  in  nahe 
Wechselbeziehungen  zu  einander  zu  bringen  und  heute  wichtige 
Lehrstühle  an  deutschen  Hochschulen  oder  andere  bedeutemde 
Stellen  inne  haben. 

Denselben  weiten  Blick,  denselben  vermittelnden  Sinn  zeigte 
er  bei  der  Herausgabe  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik, 
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die  er  mit  Witzschel  im  Jahre  1856  gründete')  und  bis  zum 
Jahre  1897  in  erfolgreicher  und  thatkräftiger  Weise  leitet«.  Ein 
bestimmtes  Programm  wurde  im  Anfang  nicht  aufgestellt,  indessen 
brachte  es  seine  Stellung  an  der  Dresdener  Hochschule,  sowie 
seine  Beziehungen  zu  den  technischen  Kreisen  von  selbst  mit  sich, 
dass  neben  der  reinen  Mathematik  die  angewandten  Theile  der- 
selben, wie  das  numerische  Rechnen,  die  darstellende  Geometrie 
mit  Schattenconstructionen  und  Perspective,  die  graphische  Statik 
u.  s.  f.  in  besonderer  Weise  gepflegt  wurden.  Unter  solchen  Um- 
stünden nahm  sein  Journal  sehr  bald  eine  eigenartige  Stellung 
ein,  es  bildete  eine  Art  von  Brücke,  die  von  den  weiten  Sphären 
der  reinen  Wissenschaft  überführte  zu  den  Disciplinen,  die  in  der 
Praxis  mit  ihren  unendlich  vielgestaltigen  Bedürfnissen  ihre  tief- 
liegenden Wurzeln  besitzen  und  aus  ihr  immer  neue  Anregungen 
erfahren.  In  dieser  Eigenschaft  hat  es  besonders  segensreich  ge- 
wirkt, und  war  „in  der  Hauptsache  nur  schon  bestehendes  aus- 
zubauen und  zu  vertiefen“*),  um  ihm  diejenige  ausgesprochene 
mathematisch-technische  Richtimg  zu  geben,  die  es  augenblicklich 
unter  neuer  Leitung  eingeschlagen  hat. 

Ich  bin  am  Ende  meinef  Betrachtungen  angelangt.  Fasse 
ich  noch  einmal  kurz  alles  zusammen,  so  kann  gesagt  werden: 
Mit  SoHLÖMii.cH  schied  ein  feinsinniger  Mathematiker,  der  es  ver- 
standen, ihren  Grundzügen  nach  bestehende  Theorien  mit  neuem, 
reichen,  vertieften  Inhalt  zu  versehen,  ein  hervorraigender  Pädagoge 
und  Schriftsteller,  der  das  Verständniss,  die  Liebe  und  die  Be- 
geisterung für  die  mathematische  Wissenschaften  durch  Wort  und 
Schrift  in  die  weitesten  Kreise  getragen  hat,  endlich  ein  weit- 
blickender Mann,  der  seiner  Zeit  vorauseilend  die  reinen  mit  den 
angewandten  Wissenschaften  in  ein  harmonisches  Verhältniss,  in 
eine  harmonische  Wechselbeziehung  zu  setzen  bestrebt  war.  Sein 
Andenken  wird  in  Ehren  bleiben! 

1)  Nach  Witzschel’s  Tode  trat  im  Jahre  1859  Herr  M.  Cantoe  in 
die  Schriftleitung  ein  und  erweiterte  im  20.  Bande  die  bis  dahin  Litte- 
raturzeitung  genannte  zweite  Ahtheilung  zur  „Historisch-  litterarischen 
Ahtheilung.“  E.  Kahl  war  1860  bis  1892  mehr  dem  Namen  als  der 
Sache  nach  an  der  Leitung  betheiligt. 

2)  Siehe  das  Vorwort  von  Mehmke  zum  42.  Jahrgang  der  Zeitschrift 
für  Mathematik  und  Physik. 


Druokf«*rti^  erklärt  12.  XII.  1901.] 
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SEINE  MAJESTÄT  DER  KÖNIG. 


Ehrenmitglied. 

Seine  Excellenz  der  Staatsminister  des  Cultus  imd  öffentlichen 
Unterrichts  Dr.  Kurt  Damm  Paul  r.  Srydeicits. 

Ordentliche  einheimische  Mitglieder  der  philologisch- 
historischen Classe. 

Geheimer  Hofrath  Ernst  Windisch  in  Leipzig,  Secretnr  der  philoL- 
histor.  Classe  bis  Ende  des  Jahres  1902. 

Geheimer  Hofrath  Hermann  Lipsius  in  Leipzig,  stellvertretender 
Secretär  der  philol.-histor.  Classe  bis  Ende  des  Jahres  1902. 
Professor  Hugo  Berger  in  Leipzig. 

Adolf  Birch-Hirschfeld  in  Leipzig. 

Geheimer  Rath  Otto  BÖhtUfigk  in  Leipzig. 

Geheimer  Hofrath  Friedrich  Karl  Brugmann  in  Leipzig. 

Professor  Karl  Bücher  in  Leipzig. 

Berthold  Delbrück  in  Jena. 

August  Fischer  in  Leipzig. 

Bibliotheksdirector  Professor  Oscar  v.  Gebhardt  in  Leipzig. 
Geheimer  Hofrath  Heinrich  Geher  in  Jena. 

Georg  Gütz  in  Jena. 

Geheimer  Kirchenrath  Albert  Hauch  in  Leipzig. 

Geheimer  Rath  Max  Heime  in  Leipzig. 

Professor  Budolf  Hirzel  in  Jena. 

Oberschulrath  Friedrich  Otto  Hultsch  in  Dresden-Striesen. 
Professor  Carl  Lamprecht  in  Leipzig. 

Geheimer  Hofrath  August  Leskien  in  Leipzig. 

1901.  a 
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Mituukukk-Vkrzeichniüs. 


Professor  Friedrich  Marx  in  Leipzig. 

Hichard  Meister  in  Leipzig. 

(ieheimer  Hofrath  Ludwig  Milltis  in  Leipzig. 
Professor  Fugen  Mogk  in  I^eipzig. 
Oherschulrath  Hermann  Peter  in  Meissen. 
Geheimer  Hofrath  Friedrich  llatzel  in  Leijjzig. 
Professor  Wilhelm  lioscher  in  Wurzen. 

Sophus  Buge  in  Dresden. 

August  Sehmarsow  in  Leipzig. 

Hofrath  Theodor  Schreiber  in  Leipzig. 

Professor  Gerhard  Seeliger  in  Leipzig. 

Eduard  Georg  Sievers  in  Leipzig. 

Geheimer  Hofrath  Rudolph  Sohm  in  Leipzig. 
Professor  Georg  Steindorff  in  Leipzig. 

Franz  StudniczJca  in  Leipzig. 

Geheimer  Hofrath  Georg  Treu  in  Dresden. 
Professor  Moritz  Voigt  in  Leipzig. 

Geheimer  Hofrath  Curt  Wachsmuth  in  Leipzig 

Richard  Paul  Wiilka'  in  Leipzig. 

Professor  Heinrich  Zimmern  in  Leipzig. 


Frühere  ordentliche  einheimische,  gegenwärtig  auswärtige 
Mitglieder  der  philologisch-historischen  Classe. 

Geheimer  Hofrath  Ltijo  Brentano  in  München. 

Professor  Friedrich  Delitzsch  in  Berlin. 

Geheimer  Hofrath  Erich  Mareks  in  Heidelberg. 

Professor  Friedrich  Kluge  in  Freiburg  i.  B. 

- - Theodor  Mommsen  in  Berlin. 

Geheimer  Regierungsrath  Eberhard  Schräder  in  Berlin. 


Ordentliche  einheimische  Mitglieder  der  mathematisch- 
physischen Classe. 

Geheimer  Hofrath  Johannes  Wislicenus  in  Leipzig,  Secretär  der 
mathem.-phys.  Classe  bis  Ende  des  Jahres  1901. 

Professor  Adolph  Mayer  in  Leipzig,  stellvertretender  Secretär  der 
mathem.-phys.  Classe  bis  Ende  des  Jahres  1901. 

Professor  Ernst  Abbe  in  Jena. 

Ernst  Beckmann  in  Leipzig. 
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Geheimer  Hofrath  Wilhelm  Biedmnann  in  Jena. 

Geheimer  Medicinalrath  liudolf  Böhm  in  Leipzig. 

Geheimrath  Ludu-ig  Boltzmann  in  Leipzig. 

Geheimer  Hofrath  Heinrich  Brutis  in  Leipzig. 

Professor  Victor  Carus  in  Leipzig. 

Karl  Chan  in  Leipzig. 

Geheimer  Bergrath  Hermann  Credner  in  Leipzig. 

Professor  Friedrich  Fhigii  in  Leipzig. 

Geheimer  Medicinalrath  Paul  Flechsig  in  Leipzig. 

_ Ewald  Hering  in  Leipzig. 

Geheimer  Rath  Wilhelm  His  in  Leipzig. 

Professor  Otto  Holder  in  Leipzig. 

Ludwig  Knorr  in  Jena. 

Geheimer  Hofrath  Martin  Krause  in  Dresden. 

Geheimer  Medicinalrath  Felix  Marchand  in  Leipzig. 

Geheimer  Hofrath  Ernst  von  Meyer  in  Dresden. 

Wilhelm  Müller  in  Jena. 

Carl  Neumann  in  Leipzig. 

Wirklicher  Staatsrath  Professor  Arthur  v.  Oettingen  in  Leipzig. 
Geheimer  Hofrath  Wilhelm  Ostwald  in  Leipzig. 

Wilhelm  Pfeffer  in  Leipzig. 

- Karl  Mohn  in  Dresden. 

. — Wilhelm  Scheibner  in  Leipzig. 

Professor  Ilrnst  Stahl  in  Jena. 

Geheimer  Hofrath  Johannes  Thomae  in  Jena. 

August  Töpler  in  Dresden. 

Professor  Otto  Wiener  in  Leipzig. 

Geheimer  Rath  Clemens  Winkler  in  Freiberg. 

Wilhelm  Wundt  in  Leipzig. 

— Gustav  Anton  Zeuner  in  Dresden. 

Ferdinand  Zirkel  in  Leipzig. 


Ausserordentliche  Mitglieder  der  mathematisch-physischen 

Classe. 

Professor  Alfred  Fischer  in  Leipzig. 

Otto  Fischei'  in  Leipzig. 
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Frühere  ordentliche  einheimische,  gegenwärtig  auswärtige 
Mitglieder  der  mathematisch-physischen  Classe. 

(leheimer  Rath  Carl  Gcgtnhaur  in  Heidelberg. 

Geheimer  Regierungsrath  Felix  Klein  in  Göttingen. 

Ferdinand  Freiherr  von  Riehlhofen  in  Berli?!. 

Archivar : 

Krnst  Robert  Abendrolh  in  Leipzig. 


Verstorbene  Mitglieder. 
Ehrenmitglieder. 

Falkcnstein,  Johann  Paul  von,  1882. 

(j-erber,  Carl  Friedrich  von,  i8gi. 

Wielersheim,  Karl  August  Wilhelm  Fduard  von,  1 865. 


Philologisch-  hl! 
Al  brecht,  Eduard,  1876. 

Ammon,  Christoph  Friedrich  foft, 
1850. 

Becker,  Wilhelm  Adolf,  1846. 
Brockhaus,  Hermann,  1877. 
Bursian,  Conrad,  1 883. 

Curtius,  Georg,  1885. 

Dropsen,  Johann  Gustav,  1884. 
Ebers,  Georg,  1898. 

Ebert,  Adolf,  1890. 

Fleckeisen,  Alfred,  1899. 
Fleischer,  Heinr.  Leberecht,  i888. 
Flügel,  Guslac,  1870. 

Franke,  Friedrich,  1871. 
Gabelentz,  Ham  Canon  von  der, 
1874. 

Gabelcnte,  Hans  Georg  Canon 
von  der,  1893. 

Gersdorf,  Ernst  Golthclf,  1874. 
Göltling,  Carl,  1 869. 

Gutschmid,  Hermann  Alfred  von, 
1887. 

Häncl,  Gustav,  1878. 

Hand,  Ferdinand,  1851. 


torische  Classe. 

Hartemtein,  Gustav,  1890. 
Hasse,  Friedrich  Christian  Au- 
gust, 1 848. 

Haupt,  Moritz,  1874. 

Hermann,  Gottfried,  1 848. 
Jacobs,  Friedrich,  1847. 

Jahn,  Otto,  1869. 

Janitschek,  Hubert,  1893. 

Köhler,  Beinhold,  1892. 

Krehl,  Ludolf,  1901. 

Ijonge,  I,udtcig,  1885. 
Marquardt,  Carl  Joachim,  1882. 
Maurenbrecher,  Wilhelm,  1892. 
Miaskowski,  August  von,  1899. 
Michelsen,  Andreas  J.udicig 
■ Jacob,  1881. 

Nipperdey,  Carl,  1875. 

Noorden,  Carl  von,  1883. 
Overbeck,  Johannes  Adolf,  1895. 
Pertsch,  Wilhelm,  1899. 

Peschel,  Oscar  Ferditiand,  1875. 
Preller,  Ludwig,  1861. 

Ribbcck,  Otto,  1898. 

Ritschl,  Friedrich  Wilhelm,  1876. 
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Jiohdc,  Erwin,  i8g8. 
Eoscher,  Wilhelm,  1894. 
Suuppe,  Hermann,  1 893. 
Schleicher,  August,  1868. 
Scidler,  August,  1851. 
Seyffarth,  Gustav,  1885. 
Socin,  Albert,  1 899. 

Springei-,  Anton,  1 8g  i . 

Starte,  Carl  Bernhard,  1879. 


Stobhc,  Johann  Ernst  Otto,  1887. 
Tuch,  Friedrich,  1867. 

Ukert,  Friedrich  August,  1851. 
Voigt,  Georg,  1891, 

Waehsmuth,  Wilhelm,  1 866. 
Wächter,  Carl  Georg  von,  1880. 
Westermann,  Anton,  1869. 
Zarnckc,  Friedrich,  1891. 


Mathematisch-physische  Classe. 


d’ Arrest,  Heinrich,  1875. 
Baltzer,  Heinrich  Richard,  1887. 
Bezold,  Ludwig  Albert  Wilhelm 
von,  i868. 

Braune,  Christian  Wilhelm.  1892. 
Bruhns,  Carl,  1881. 

Carus,  Carl  Gustav,  1869. 
Cohnheim,  Julius,  1884. 
Höbereiner,  Johann  Wolfgang, 
1849. 

Hrobisch,  Moritz  Wilhelm,  1896. 
Erdmann,  Otto  lAnne,  1869. 
Fechner,  Gustav  Theodor,  1887. 
Funke,  Otto,  1879. 

Geinitz,  Hans  Bruno,  1900. 
Hankel,  Wilhelm  Gottlieb,  1899. 
Hansen,  Beter  Andreas,  1874. 
Harnack,  Axel,  1888. 
Hofmeister,  Wilhelm,  1877. 
Huschke,  Emil,  1858. 

Knop,  Johann  August  lAidwig 
Wilhelm,  1891, 

Kolbe,  Hermann,  1884. 

Krüger,  Adalbert,  1896. 

Kunze,  Gustav,  1851. 

I,ehmann,  Carl  Gotthelf,  1863. 
Leuchart,  Rudolph,  1898. 

Lie,  Sophus,  1 89g. 

Leipzig,  am  31. 


IJndenau,  Bernhard  August  von, 
1854. 

I,udwig,  Carl,  1895. 

Marchand,  Richard  Felix,  1850. 
Mettenius,  Georg,  1 866. 

Möbius,  August  Ferdinand,  1868. 
Kaumann,  Carl  Friedrich,  1873. 
Pöppig,  Eduard,  1868. 

Reich,  Ferdinand,  1882. 
Scheercr,  Theodor,  1875. 

Schenk,  August,  1891. 

Scldeiden,  Matthias  Jacob,  1881. 
Sddömilch,  Oscar,  1901. 

Schmitt,  Rudolf  Wilhelm,  1898. 
Schwägrichen,  Christian  Fried- 
rich, 1853. 

Seebcck,  Ludwig  Friedrich  Wil- 
helm August,  1 849. 

Stein,  Samuel  Friedrich  Katha- 
nael  von,  1885. 

Stohmann,  Friedrich,  1897. 
Volkmann,  Alfred  Wilhelm,  1877, 
Weher,  Eduard  Friedrich,  1871. 
Weber,  Ernst  Heinrich,  1878. 
Weber,  Wilhelm,  1891. 
Wiedemann,  Gustav,  1899. 
Zöllner,  Johann  Carl  Friedrich, 
1 882. 

December  1901. 
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Yerzeichniss 

der  bei  der  Königl  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften im  Jahre  1901  eingegangenen  Schriften. 


1.  Von  gelehrten  Gesellschaften,  Universitäten  und  öffentlichen 
Behörden  herausgegebene  imd  periodische  Schriften. 

Deutschland. 

Abhandlungen  der  Königl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin. 
Auf  d.  J.  1899.  Berlin  d.  J. 

Sitzungsberichte  der  Königl.  Preuss.  Akad.  d.  Wissensch.  zu  Berlin 
1900,  No.  39 — 53.  1901,  No.  I — 38.  Berlin  d.  J. 

Acta  Borussiea.  Denkmäler  der  Preuss.  Staatsverwaltung  im  i8.  Jahrh. 
Herausg.  von  der  Königl.  Akademie  der  Wissenschaften.  Die  Be- 
hördenorganisation und  allgemeine  Staatsverwaltung  Preussens  ün 
18.  Jahrh.  Bd.  3.  6.  Oetreidehandelspolitik.  Bd.  2.  Berlin  1901. 
Politische  Correspondenz  Friedrichs  d.  Gr.  Bd.  26.  Berlin  1900. 
Kekule  von  Stradonitz,  Ueber  ein  Bildniss  des  Perikies  in  den  Kgl.  Museen. 
61.  Programm  zum  Winckelmannsfeste  der  Archäologischen  Ge- 
sellschaft. Berlin  1900. 

Berichte  der  deutschen  chemischen  Gesellschaft  zu  Berlin.  Jahrg.  33, 
No.  19.  20.  Jahrg.  34,  No.  i — 17.  Berlin  1900.  01. 

Die  Fortschritte  der  Phj-sik  im  J.  1899  und  1900.  Dargestellt  von  der 
Physikalischen  Gesellschaft  zu  Berlin.  Jahrg.  55.  56.  Abth  t— 3. 
Braunschweig  1900.  01. 

Verhandlungen  der  deutschen  physikalischen  Gesellschaft.  Jahrg.  2, 
No.  17.  Jahrg.  3,  No.  i — 10.  Berlin  1900.  01. 

Ceutralblatt  für  Physiologie.  Unter  Mitwirkung  der  Physiologischen 
Gesellschaft  zu  Berlin  herausgegeben.  Bd.  14  (Jahrg.  tgoo), 
No.  19 — 26.  Bd.  15  (Jahrg.  1901),  No.  1 — 18.  Berlin  d.  J. 
Verhandlungen  der  Physiologischen  Gesellschaft  zu  Berlin.  Jahrg.  25. 
(1900/01),  No.  r — 13.  Berlin  d.  J. 

Abhandlungen  der  Kgl.  Preuss.  geolog.  Landesanstalt  N.  F.  H.  34. 
Geologisch-morphologische  Uebersicht  der  Provinz  Pommern.  Ber- 
lin 1901. 

Jahrbuch  der  Kgl.  Preuss.  geologischen  Landesanstalt  und  Bergakademie. 
Bd.  20  (1899).  Berlin  1900. 
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Verzeichnis«  dbb  einoeoanobnbm  Schriften.  VH 

Die  Thätigkeit  der  PhysikaHgch-Technischen  Reichsanstalt  im  Jahre  1900. 
S.-A.  Berlin  1900 

Verzeichniss  der  Veröffentlichungen  aus  der  Physikalisch -Technischen 
Reichsanstalt  1887 — 1900.  Berlin  1901. 

Die  Hundery ahrfeier  der  Kgl.  Technischen  Hochschule  zu  Berlin. 

18. — 21.  October  1899.  Berlin  1900. 

Wolff,  F.,  Berlin,  die  Stadt  der  Hohenzollern.  Rede,  gehalten  in  der 
Halle  der  Kgl.  Technischen  Hochschule.  Berlin  1901. 

Jahrbücher  des  Vereins  von  Alterthumsfreunden  im  Kheinlande.  H.  106. 
107.  Bonn  1901. 

Arbeiten  aus  dem  botanischen  Institut  des  Kgl.  Lyceuni  Hosianum  in 
Braunsberg.  I.  Braunsberg  1901. 

Achtundsiebzigster  Jahresbericht  der  Schlesischen  Gesellschaft  für 
vaterländische  Cultur.  Enthält  den  Generalbericht  über  die  Arbeiten 
und  Veränderungen  der  Gesellschaft  im  J.  1900.  Nebst  Krgänzungs- 
heft.  Breslau  1901. 

Abhandlungen  des  Königl.  Sächs.  meteorologischen  Instituts  fin 
Chemnitz],  H.  5.  6.  Leipzig  1901. 

Deeaden- Monatsberichte  des  Königl.  Sächs.  meteorologischen  Instituts. 
Jahrg.  2.  3.  1900.  01. 

Jahrbuch  des  Königl.  Sächs.  meteorologischen  Instituts.  Jahrg.  16  (1898). 
I.  n.  Chemnitz  1900.  01. 

Das  Klima  des  Königreichs  Sachsen.  Hft.  6.  Chemnitz  1901. 

Schriften  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Danzig.  N.  F.  Bd.  10. 
H.  2.  3.  Danzig  1901. 

Zeitschrift  des  k.  sächsischen  statistischen  Bureaus.  Redig.  v.Arth.  Geissler. 
Jahrg.  46  (1900),  No.  3.  4.  Jahrg,  47  (1901),  No.  i.  2.  Dresden 
1900.  01. 

Jahresbericht  der  Gesellschaft  für  Natur-  und  Heilkunde  in  Dresden. 

Sitzungsperiode  1899/1900.  Dresden  1900. 

Sitzungsberichte  und  Abhandlungen  der  naturwissenschaftlichen  Gesell- 
schaft Isis  in  Dresden.  Jahrg.  1900,  Jul. — Dec.  1901,  Jan. — Jun. 
Dresden  d.  J. 

VerzeichnisB  der  Vorlesungen  und  Hebungen  an  der  Kgl.  Sächs. 
Technischen  Hochschule  f d.  Sommersem.  1901  u.  Wintersem.  1901/02. 
— Bericht  über  die  Kgl.  Sächs.  Techn.  Hochschule  für  1900/01. 

Mittheilungen  der  Pollichia,  eines  naturwissenschaftlichen  Vereins  der 
Rheinpfalz.  No.  13 — 15  (Jahrg.  57.  58).  Dürkheim  a.  d.  H 1900.  01. 

Beiträge  zur  Geschichte  des  Niederrheins.  Jahrbuch  des  Düsseldorfer 
Geschichtsvereins.  Bd.  15.  Düsseldorf  1900. 

Mittheilungen  des  V^ereins  für  die  Geschichte  und  Alterthumskunde 
von  Erfurt.  H.  22.  Erfurt  1901. 

Sitzungsberichte  der  physikal. -medicinischen  Societät  in  Erlangen. 
H.  32  (1900).  Erlangen  d.  J. 

Jahresbericht  des  Physikalischen  Vereins  zu  Frankfurt  a.  M.  f.  das 
Rechnungsjahr  1899/1900.  — Das  Klima  von  Frankfurt  a.  M.  Bearb. 
von  Jul.  Ziegler  u.  TI7/R.  König.  Nachtrag.  Frankfurt  1901. 

Helios.  Abhandlungen  u.  monatliche  Mittheilungen  aus  d.  Gesammt- 
gebiete  der  Naturwissenschaften.  Organ  des  Naturwissensch.  Vereins 
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des  Reg.-Bezirks  Frankfurt.  Herausg.  von  H.  Tioedel.  Jahrg.  i8. 
Berlin  1901. 

Societatum  litterae.  Verzeichniss  der  in  d,  Publikationen  der  Akademien 
und  Vereine  aller  Länder  erscheinenden  Einzelarbeiten  auf  d.  Ge- 
biete d.  Naturwissenschaften.  Im  Aufträge  des  NaturwissenschafU. 
Vereins  für  den  Reg.-Bezirk  Frankfurt  herausg.  von  M.  Klittke. 
Jahrg.  14  (1900),  No.  t — 12. 

Jahrbuch  f.  d.  Berg-  und  Hüttenwesen  im  Königreich  Sachsen  auf 
d.  Jahr  1901.  Freiberg  d.  J. 

Programm  der  Kgl.  Sachs.  Bergakademie  zu  Freiberg  f.  d.  J.  1901/02. 
Freiberg  1901. 

V'erzeichniss  der  Vorlesungen  auf  der  Grossherzogi.  Hessischen  Ludwigs- 
Univers.  zu  Giessen.  Sommer  1901,  Winter  1901/02;  Personal- 
bestand W.  1900/01,  S.  1901.  — 85  Dissertationen  aus  den  Jahren 
1900  u.  1901. 

Baldemperger,  H’’. , Das  spätere  Judenthum  als  Vorstufe  des  Christen- 
thums (Progr.).  — Haupt,  Herrn.,  Renatus  Karl  Freiherr  v.  Sencken- 
berg.  1751  — 1800  (Festschrift).  — Netto,  Eugen,  Lieber  die  Grund- 
lagen und  Anwendungen  der  Mathematik  (Festrede).  — Schmidt, 
Arthur,  Das  Bürgerliche  Gesetzbuch  als  Erzieher  unseres  "Volkes 
(desgl.).  Giessen  1900.  01. 

Neues  Lausitzisches  Magazin.  Im  Auftrag  d.  Oberlausitz.  Gesellsch. 
d.  Wissensch.  herausg.  von  li.  Jecht.  Bd.  76.  Görlitz  1900. 

Codex  diplomatieus  Lusatiae  superioris.  Bd.  2.  H.  i.  Görlitz  1900. 

Abhandlungen  der  Königl. Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  G ö 1 1 i n g e n. 
N.  F.  Philologisch-historische  Classe.  Bd.  3.  No.  2.  Bd.  4.  No.  4.  5. 
Bd.  5.  No.  I.  2.  Math.-phys.  Classe.  Bd.  i.  No.  4.  Göttingen 
1901. 

Festschrift  zur  Feier  des  150-jährigen  Bestehens  der  Königl.  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  zu  Göttingen.  I.  Beitrüge  zur  Gelehrten- 
geschichte Göttingens.  II.  Abhandlungen  der  philologisch -histo- 
rischen Classe.  111.  Abhandlungen  der  mathematisch-physikalischen 
Classe.  Berlin  1901. 

Nachrichten  von  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Göttingen.  Math.-phys.  CI.  1900,  No.  3.  4.  1901,  No.  i.  Philol. - 
hist.  CI.  1900,  No.  3.  1901,  No.  I.  2.  Geschäftliche  Mittheilungen. 
1901,  H.  T.  Göttingen  d,  J. 

Jahresbericht  der  Fürsten-  und  Landesschule  zu  Grimma  über  d. 
Schuljahr  1900/01.  Grimma  1901. 

Leopoldina.  Amtl.  Org.  d.  Kais.  Leopoldinisch-Carolinisch  deutschen 
Akad.  der  Naturforscher.  H.  36,  No.  12.  H.  37,  No.  i — ii. 
Halle  1900.  01. 

Nova  Acta  Academiae  Caes.  Leopoldino-Carolinae  germanicae  naturac 
curiosorum.  Tom.  75 — 79.  Halis  1899 — 1901.  — Grulich,  Osc., 
Geschichte  der  Bibliothek  und  Naturalicnsanimlung  der  Kais. 
Leopoldinisch-Carolinisch  deutschen  Akad.  der  Naturforscher.  — 
Graesei,  Arnim,  Repertorium  zu  den  Acta  und  Nova  Acta  der 
Akademie.  Bd.  i.  2.  Halle  1894—99. 

Abhandlungen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  zu  Halle.  Bd.  22.  23. 
Halle  1901. 
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Zeitschrift  für  Naturwissenschaften.  Organ  dos  naturwiss.  Vereins 
für  Sachsen  und  Thüringen,  lld.  73.  H.  3 — 6.  Bd.  74.  H.  i.  2. 
Halle  1900.  01. 

Mittheilungen  der  Hamburger  Sternwarte.  No.  7.  Hamburg  1901. 

Mittheilungen  der  mathematischen  Gesellschaft  in  Hamburg.  Bd.  4. 
H.  r.  Hamburg  1901. 

Jahresbericht  der  Naturhistorischen  Gesellschaft  zu  Hannover.  48.  49. 
1897/98 — 1898/99.  Hannover  1900. 

Neue  Heidelberger  Jahrbücher.  Herausg.  vom  Histor.-philosophischen 
Vereine  zu  Heidelberg.  Jahrg.  to,  Heft  2.  Heidelberg  1900. 

Verhandlungen  des  naturhistorisch-medicinischeii  Vereins  zu  Heidelljerg 
N.  F.  Bd.  6,  H.  4.  5.  Heidelberg  1900.  01. 

Programm  der  Grossherzogi.  Badnischen  Technischen  Hochschule  zu 
Karlsruhe  für  das  Studienjahr  1901/02.  — Lehmann,  0.,  Physik 
und  Politik  (Festrede).  — i Habilitationsschrift  und  i Dissertation 
a.  d.  J.  1900.  01. 

Chronik  d.  Universität  zu  Kiel  f.  d.  J.  1900/01.  — Vcrzeichniss  der 
Vorlesungen.  Winter  1900/01,  Sommer  1901.  — Milchhoefer,  ücber 
die  Trogödien  des  Aeschylus  auf  der  Bühne  (Rede  zum  Winckel- 
manns-Tage).  — Pappenheim,  Max,  Die  Revisionsbedürftigkeit  des 
deutschen  Scehandelsrechts  (Rcctoratsrede).  — Eudenbery,  C.,  Ge- 
dächtnissrede  zur  Feier  des  200-jährigen  Jubiläums  des  Königreichs 
Preussen.  — 135  Dissertationen  a.  d.  Jahren  1900  n.  190t. 

Wissenschaftliche  Meeresuntersuchungen.  Herausg.  von  der  Commission 
zur  wissenschaftl.  Untersuchung  der  deutschen  Meere  in  Kiel  und 
der  Biologischen  Anstalt  auf  Helgoland.  Im  Aufträge  des  König!. 
Minist,  für  Landwirthschaft,  Domänen  »i.  s.  w.  N.  F.  Bd.  4.  Ab- 
theilung Helgoland.  H.  2.  Bd.  5.  Abtheilnng  Kiel.  H.  2.  Kiel 
und  Leipzig  1901. 

Publication  der  Kgl.  Sternwarte  in  Kiel.  XI.  Kiel  1901. 

Schriften  des  Naturwissenschaftlichen  Vereins  für  Schleswig-Holstein. 
Bd.  12,  Hft.  I.  Kiel  1901. 

Schriften  der  physikalisch-ökonomischen  Gesellschaft  zu  Königsberg. 
Jahrg.  41  (1900).  Königsberg  1900. 

Jahresbericht  des  Nikolaigymnasiums  in  Leipzig.  Bericht  über  das 
Schuljahr  1900/01. 

Jahresbericht  der  Fürsten-  und  Landcsschule  zu  Meissen  von  Juli  1900 
bis  Juli  1901.  Meissen  1901. 

Abhandlungen  der  math.-phys.  CI.  der  k.  bayer.  .\kad.  d.  Wiss.  Bd.  21, 
Abth.  2.  München  1900. 

Abhandlungen  der  histor.  CI.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss.  Bd.  22, 
Abth.  I.  München  1901. 

Abhandlungen  der  philos. -philolog,  CI.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss. 
Bd.  21,  Abth.  3.  München  1901. 

Ahnanach  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss.  f.  d.  J.  190t. 

Auswahl  aus  dem  Verlagskatalog  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss.  Mün- 
chen 1900. 

Lippe,  Thend.,  Psychologie,  Wissenschaft  und  Leben  (Festrede).  — 
Riggauer,  Hans,  Ueber  die  Entwickelung  der  Numismatik  imd  der 
numismatischen  Sammlungen  im  19.  Jahrh.  (dcsgl.).  — Zittel,  Karl 
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A.  V.,  Ziele  und  Aufgaben  der  Akademien  im  20.  Jahrhundert  (desgl.l 
München  1900.  oi. 

Sitzungsberichte  der  mathem.-phys.  CI.  der  k.  hayer.  Akad.  d.  Wisg. 
zu  München.  1900,  H.  3.  1901,  H.  i — 3.  — Inbaltsverzeichniss 

zu  Jahrg.  1886 — 1899.  München  1900.  01. 

Sitzungsberichte  der  philos.-philol.  u.  histor.  CI.  der  k.  hayer.  Akad. 
d.  Wies,  zu  München.  1900,  H.  4.  5.  1901,  H.  1—4.  — Inhalts- 

verzeichniss  zu  Jahrg.  1886 — 1899.  München  1900.  01. 

42.  Plenarversammlung  der  histor.  Commission  hei  der  k.  hayer.  Akad. 

d.  Wiss.  Bericht  des  Secretariats.  München  1901. 
Sitzungsberichte  der  Gesellschaft  für  Morphologie  und  Physiologie  in 
München.  Bd.  16.  H.  i.  2.  München  1900.  01. 

Säcular-Feier  der  Naturhistorischen  Gesellschaft  zu  Nürnberg.  Fest- 
schrift. Nürnberg  1901. 

Anzeiger  und  Mittheilungen  des  Germanischen  Nationalmnseums. 

Jahrg.  1900.  Hft.  i — 4.  Nürnberg  d.  J. 

Mittheilungen  des  Alterthumsvoreins  zu  Plauen.  14.  Jahresschrift  aus 
d.  J.  1900.  Plauen  1901. 

Historische  Monatsblätter  für  die  Provinz  Posen.  Jahrg.  i,  No.  8 — 12. 

Jahrg.  2,  No.  i — 3.  Posen  1900.  or. 

Zeitschrift  der  Historischen  Gesellschaft  für  die  Provinz  Posen.  Jahrg.  15, 
H.  I.  2.  Posen  1900. 

Veröffentlichung  des  Kgl.  Preuss.  Geodätischen  Instituts  (in  Potsdam;. 
N.  Folge  No.  5.  6.  Berlin  1901. 

Puhlicationen  des  Astrophysikalischen  Observatoriums  zu  Potsdam.  — 
Photographische  Himmelskarte.  Bd.  2.  Potsdam  1901. 
Veröffentlichung  der  Kgl.  Württemberg.  Kommission  für  die  internatio- 
nale Erdmessung.  H.  4.  — Relative  Schwermessungen.  I.  S.  A. 
Stuttgart  1901. 

Württembergische  Vierteljahrsschrift  für  Landesgeschichte.  Herausg. 
von  der  Württemhergischen  Kommission  f Landesgeschichte.  N.  F. 
Jahrg.  10  (1901).  Stuttgart  d.  J. 

Tharander  forstliches  Jahrbuch.  Bd.  51,  2.  Dresden  1901. 
Grossherzogl.  Bibliothek  zu  Weimar.  — Verzeichniss  der  von  Rein- 
hold  Köhler  hinterlassenen  Büchersammlung.  Weimar  1901. 
Jahrbücher  des  Nassauischen  Vereins  f.  Naturkunde.  Jahrg.  54.  Wies- 
baden 1901. 

Sitzungsberichte  der  physikal.  - medicin.  Gesellschaft  zu  Würzburg 
Jahrg.  1900,  No.  2 — 4.  Würzburg  d.  J. 

Verhandlungen  der  physikal. -medicin.  Gesellschaft  zu  Würzburg.  N.  F. 
Bd.  34,  No.  2—6.  Würzburg '1901. 

Oesterreich-Üngarn. 

Ljetopis  Jugoslavenske  Akadcmije  znanosti  i umjetnosti  (Agram). 
Svez.  15.  1900.  U Zagrebu  1901. 

Monumenta  historico-juridica  Slavorum  meridionalium.  Vol.  8.  Zagrebiae 
1901. 

Rad  Jugoslavenske  .Akademije  znanosti  i umjetnosti.  Knj.  143 — 145. 
U Zagrebu  1900.  1901. 
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RjeJnik  hrvatskoga  ili  ßrpskoga  jezika,  Izd.  Jugoslav.  Akad.  znanosti 
i umjetnosti.  Svez.  20.  U Zagrebu  1900. 

Vjeatnik  hrvatskoga  arkeologi6koga  Druätva.  N.  S.  Svesk.  5.  U Zagreliu 
1901. 

Vjeatnik  kr.  hrvatako-slavonako-dalmatinakog  zemaljakog  arkiva.  God.  3, 
Svez.  I — 4.  ü Zagrebu  1901. 

Zbornik  za  narodni  iivot  i obicaje  juinih  Slavcna.  Svez.  5,  II.  6,  I. 
U Zagrebu  1900.  01. 

Znanatvena  Djela  za  ob6u  naobrazbu  ua  avijet  izdaje  Jugoslav.  Akad. 
Knj.  2.  U Zagrebu  1900. 

Landwirthschaftliche  Statistik  der  Länder  der  Ungarischen  Krone. 
Bd.  5.  Im  Auftrag  des  k.  Ungar.  Ackerbauministeriums  verfasst  u. 
hrsg.  durch  das  k.  Ungar.  Statistische  Central-Amt.  Budapest  1900. 

Magyar,  tudom.  Akad^miai  Almanach  1901.  Budapest  d.  J. 
firtekez^sek  a nyelv-ös-szdptudomänyok  Kördböl.  Eiadja  a Magyar 
tudom.  Akad.  Köt.  17,  szäm.  6 — 8.  Budapest  1900. 

Archaeologiai  firtesitö.  A Magyar,  tudom.  Akad.  arch.  bizottsägänak 
ds  av  Orsz.  Edgdszeti  s emb.  Tärsulatnak  Közlönye.  Köt.  20, 
szäm.  3 — 5.  Köt.  21,  szam.  i.  2.  Budapest  1900.  01. 
Mathematikai  ds  termdszettudomänyi  Ertesitö.  Kiadja  a Magyar  tudom. 

Akad.  Köt.  18,  filz.  3 — 5.  Köt.  19,  fiiz.  i.  2.  Budapest  1900.  01. 
Mathematikai  ds  termdszettudomänyi  KOzlemdnyek.  Eiadja  a Magyar. 

tudom.  Akad.  Köt.  27,  sz.  5.  Budapest  1901. 

Nyelvtudomänyi  Közlemdnyek.  Kiadja  a Magyar  tudom.  Akad.  Köt.  30, 
füz.  3.  4.  Köt.  31,  füz.  I.  2.  Budapest  1900.  01. 

Rapport  sur  l'activitd  de  l’Acaddmie  Hongroise  des  Sciences  en  1900. 
Budapest  1901. 

Daday,  Jenß,  A magj'arorszägi  Kakylösräkok  magänraja.  Ostracoda 
Hungariae.  Budapest  1900. 

Kardaionyi,  Jdnos,  A magyar  nemzetsdgek  a XIV.  szäzad  Közepdig. 
Köt.  I.  ebd.  1900. 

Munkdcsi,  Berndt,  Arja  ds  kaukäzi  elemek  a fitin-magyar  nyelvekben. 
Köt,  I.  ebd.  1901. 

Verzeichniss  d.  öffentl.  Vorlesungen  an  der  k.  k.  Franz-Josefs-Universität 
zu  Czernowitz  im  Sommer-Sem.  1901.  Winter-Sem.  1901/02.  — 
Die  feierliche  Inauguration  des  Rectors  für  1900/01. 

Die  k.  k.  Franz-Josefs-Universität  in  Czernowitz  im  ersten  Vierteljahr- 
hunderte ihres  Bestandes.  Festschrift  herausg,  vom  Akadem.  Senate. 
— Xenia  Czemovicensia.  — Norst,  Ant.,  Alma  mater  Francisco- 
Josephina.  Festschrift.  Czernowitz  1900. 

Beiträge  zur  Kunde  steiermärk.  Geschichtsquellen.  Herausg.  von  dem 
historischen  Vereine  für  Steiermark.  Bd.  30.  Graz  1899. 

Mittheilungen  des  historischen  Vereines  für  Steiermark.  Hft.  47. 
Graz  1899. 

Anzeiger  der  Akademie  d.  Wissenschaften  in  Krakau.  Jahrg.  1900, 
No.  9.  IO.  1901,  math.-naturw.  CI,  No.  i — 7.  Philol.  CI.  No.  i — 8. 
Krakau  d.  J. 

Biblioteca  pisarzöw  polskich  (Wydanictwa  Akad.  umigj.  w Krakowie). 
No.  38 — 40.  W Krakowie  1900.  01. 
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Collectanea  ex  Archivio  CollcKÜ  iuridici.  Tom.  7.  Krakow  1900. 
Katalog  literaturj-' naukowej  Polskicj.  Tom,  1.  Rok  1901.  zesz.  i.  3. 
Krakow  1901. 

Materialy  i prace  komisyi  jgzykowej  Akad.  umiejftn.  w Krakowie. 

Tom.  I.  ZC8.  I.  W Krakowie  1901. 

Rozprawy  Akademü  umiejetno^ci.  — Wydzi^  (ilologiczny.  T.  31.  32. 
(Ser.  II.  T.  16.  17).  — Wydzial  historyczno-filozoficzny.  T.  39.  40. 
iSer.  II.  T.  14.  15).  W Krakowie  1900.  01. 

Sjjrawozdania  komisyi  fizyograficzndj.  T.  35.  Kraköw  1901.  — Atlas 
geologiezny  Oalicyi.  zes.  8,  12.  \V  Krakowie  1900. 

Kartou-icz,  Jan,  Slownik  gwar  Polekich.  T.  2.  Krakow  1901. 
Mittheihingen  des  Musealvereines  für  Krain.  Jahrg.  13.  14.  Abth.  i.  2. 
Laibach  1900.  01. 

Izvestija  Miizejskega  drustva  za  Kranjsko.  Letnik  10.  V.  Ljubljani  1900. 
Chronik  der  ukrainischen  (ruthenischen)  Sevfenko- Gesellschaft  der 
Wissenschaften.  1900.  No.  4 — 7.  Lemberg  d.  J. 

Lud,  Organ  towarzystwa  ludoznawczcgo  wc  Lwowie.  T.  7,  zesz,  i — 4. 
Folklor.  Podreeznik  dla  zajmujijcyoh  sif  Ludoznawstwem.  We 
Lwöwie  1901. 

Almanach  Ceskd  Akademie  Cisafe  Frantiska  Josefa.  Roen.  ii.  1901. 

V Praze  d.  J, 

Historieky  Archiv.  Cisl,  17 — 19.  V Praze  1900,  01. 

Rozpravy  Ceakd  Akad.  Cis.  Frantiäka  Josefa.  Tfid.  I.  Ro6n.  8.  Tfid.  ü, 
RoOi.  9.  Tfid.  III  Roen.  8,  Öisl.  i.  — V Praze  1900. 

Vestnik  Ceske  Akad.  Cis.  Frantiska  Josefa,  Roen.  9,  Cisl,  1—9. 
y Praze  1900. 

Sbirka  Pramenüv  ku  poznanl  literamlho  zivota.  Skup  3,  C'isl.  3. 

V Praze  1900. 

Närodni  PIsn§  Moravskd  nove  nasbirand  sebral  Front.  Bartos.  Ses.  i. 

V Praze  1899. 

(irus.f,  Gust.,  Zivkladove  theoretickd  astronomie,  ebd.  1900. 

Winter,  Zilan.,  Zivot  a u6enf  na  partikuhimich  skolach  v Öechäch  v 
XV  a XVI  stoleti,  ebd.  igoi. 

Jahresbericht  der  k.  böhm.  Gesellsch.  d.  Wissenschaften  für  das  Jahr  1900. 
Prag  1901. 

Spisüv  poctCnych  jubilejnl  cenou  Krül  Ceske  Spolecnosti  nauk  v Praze 
f'isl.  II.  Praze  1900. 

Sitzungsberichte  der  k.  böhm.  Gesellschaft  d.  Wissenschaften.  Math.- 
naturw.  Classe.  Jahrg.  1900.  — Philos.-histor.-philolog.  Classe 
Jahrg.  1900.  Prag  1901. 

Matiegka,  Heinr.,  Bericht  über  die  Untersuchung  der  Gebeine  Tycho 
Brahe’s.  — Studnicka,  V.  J.,  Bericht  über  die  astrologischen  Stu- 
dien des  Reformators  der  beobachtenden  Astronomie  Tycho  Brahe. 
Prag  1901. 

Bericht  über  die  am  4.  März  1901  von  der  Gesellschaft  zur  Fördening 
deutscher  Wissenschaft,  Kunst  und  Literatur  in  Böhmen  aus  Anlass 
ihres  lo-jährigen  Bestandes  abgehaltene  Festsitzung.  Prag  1901. 
Mittheilungen  der  Gesellschaft  z.  Förd.  deutscher  Wissensch.,  Kunst  u. 
Literatur  in  Böhmen.  No.  13.  14.  Prag  1901. 
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Uebersicht  über  die  Leistungen  der  Deutschen  Böhmens  auf  dem  Ge- 
biete der  Wissenschaft,  Kunst  u.  Literatur  in  den  Jahren  1895 — 97. 
Herausg.  von  der  Gesellschaft  z.  Förd.  deutsch.  Wissensch. , Kunst 
u.  Literat,  in  Böhmen.  Prag  1900. 

Beiträge  zur  Kenntuiss  der  Wirbelthierfauna  der  Böhmischen  Braun- 
kohlenfonnation. Im  Aufträge  der  Gesellschaft  z Förd.  deutsch. 
Wissensch.,  Kunst  u.  Literat,  herausg.  I.  II.  Prag  1901. 

Krug,  Anton,  Die  lineare  Differentialgleichung  3.  Ordnung.  Bd.  i. 
Herausg.  mit  Unterstützung' der  Gesellsch.  z.  Förd.  deutsch.  Wiss.  etc. 
in  Böhmen.  Aussig  1901.  ■« 

Lang,  6'.,  Ueber  die  Stickstoffausscheidung  nach  Leberexstirpation. 
Ausgeführt  mit  Unterstützung  der  Gesellsch.  z.  Förd.  deutsch. 
Wiss.  etc.  in  Böhmen.  Strassburg  1901. 

Scherer,  J.  E.,  Die  Rechtsverhältnisse  der  Juden  in  den  deutsch-öster- 
reichischen Ländern.  Mit  Unterstützung  der  Gesellsch.  z.  Förd. 
deutsch.  Wiss.  etc.  in  Böhmen.  Leipzig  1901. 

Bericht  der  Lese-  und  Redehalle  der  deutschen  Studenten  in  Prag  über 
d.  J.  1900.  Prag  1901. 

Astronomische  Beobachtungen  an  der  k.  k.  Sternwarte  zu  Prag  in  den 
J.  1892 — 99,  nebst  Zeichnungen  und  Studien  der  Mondoberfläche. 
Prag  igoi. 

Magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen  an  der  k.  k.  Stern- 
warte zu  Prag  im  J.  1900.  Jahrg.  61.  Prag  1901. 

Personalstand  der  k.  k.  Deutschen  Carl-Ferdinands-üniversität  in  Prag 
zu  Anfang  d.  Studienjahres  1901/02. 

Mittheilungen  des  Vereins  für  Geschichte  der  Deutschen  in  Böhmen. 
Jahrg.  39,  No.  i — 4.  Prag  1900/01. 

Abhandlungen  des  deutschen  naturw.-medicinischen  Vereins  für  Böhmen 
„Lotos“.  Bd.  I.  H.  2.  3.  Prag  1898. 

Sitzungsberichte  des  deutschen  naturw.-medicin.  Vereins  für  Böhmen 
„Lotos“.  N.  F.  Bd.  16 — 18.  20.  Prag  1896 — 1900. 

Verhandlungen  des  Vereins  für  Natur-  und  Heilkunde  zu  Pressburg. 
N.  F.  H.  12.  Pressburg  rgoi. 

Wissenschaftliche  Mittheilungen  aus  Bosnien  und  der  Hereegovina. 
Hrsg,  vom  Bosnisch -Hercegovinischeu  Landesmuseum.  Bd.  7. 
Sarajevo  1900. 

Bullettino  di  archeologia  e storia  dalmata.  Anno  23  (1900),  No.  12. 

Anno  24  (1901),  No.  i — ii.  Spalato  d.  J. 

Almanach  der  Kais.  Akademie  der  Wissenschaften.  Jahrg.  49.  50. 
(1899.  1900).  Wien  d.  J. 

Anzeiger  der  Kais.  Akademie  der  Wissenschaften.  Math.-phys.  CI.  1901. 
No.  18.  19.  21 — 26. 

Archiv  für  österreichische  Geschichte.  Herausg.  von  der  zur  Pflege 
vaterländ.  Geschichte  aufgestellten  Commission  der  Kais.  Akademie 
d.  Wissensch.  Bd.  87.  88.  89,  I.  Wien  1899.  1900. 

Denkschriften  der  Kais.  Akademie  d.  Wissensch.  Mathem.-naturw.  CI. 
Bd.  66,  Th.  3.  Bd.  68.  Philol.-hist.  CI.  Bd.  46.  Wien  1900. 

F'ontes  rerum  Austriacarum.  Oesterreichische  Geschichtsquellen,  hrsg. 
V.  d.  histor.  Commission  der  Kais.  Akad.  d.  Wissensch.  Bd.  48,  2. 
49,  2 Register  zu  Bd.  i — 50.  Bd.  51.  Wien  1896  1901. 
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Südarabigche  Expedition.  VeröfFentlicht  von  der  Kaiaerl.  Akademie  der 
WissenBchaften.  Bd.  i.  Reinisch,  Leo,  Die  Somalisprache.  II. 
Wien  1902.  — Schriften  der  Balkancommission.  Linguistische 
Abtheilung  I.  Resetar,  Miian,  Die  serbokroatische  Betonung  süd- 
westlicher Mundarten,  ebd.  1900. 

Sitzungsberichte  der  Eaiserl.  Akad.  d.  Wissensch.  Math.-naturw.  C'l. 
Bd..io8  (1899).  109  (1900)  I,  No.  I — 7.  II»,  No.  1—9.  n'’,  No.  i — 10. 
III,  No.  I — 7.  — Philos.-histor.  Cl.-Bd.  141.  142  (1899.  1900).  Register 
zu  Bd.  131 — 140  (XIV).  Wien  1900. 

MitHieiluiigen  der  k.  u.  k.  geographischen  Uesellschaft  in  Wien.  1900. 
Bd.  43.  Wien  d.  J. 

Abhandlungen  der  k.  k.  zoologisch  - botanischen  Gesellschaft  in  Wien. 
Bd.  1.  Hft.  I.  2 Wien  1901. 

Botanik  und  Zoologie  in  Oesterreich  in  den  Jahren  1850  bis  1900. 
Festschrift,  hrsg.  v.  d.  k.  k.  zoologisch-botanischen  Gesellschaft  in 
Wien  anlässlich  der  Feier  ihres  50-jährigen  Bestandes.  Wien  1901. 
Ornithologische  Section  der  k.  k.  zoologisch-botanischen  Gesellschaft  in 
Wien.  — Die  Schwalbe.  Berichte  des  Comitds  für  ornithologische 
Beobachtungsstationen  in  Oesterreich.  N.  F.  II  (1900 — 01). 

V^erhandlungen  der  k.  k.  zoologisch-botanischen  Gesellschaft  in  Wien. 

Bd.  50,  H.  10.  Bd.  51,  H.  I — 8.  Wien  1900.  01. 

Publicationen  für  die  internationale  Erdmessung.  Die  astronomisch- 
geodätischen  Arbeiten  des  k.  u.  k.  militärgeographischen  Institutes 
in  Wien.  Bd.  17.  Astronomische  Arbeiten.  Wien  1901. 

Annalen  des  k.  k.  naturhistorischen  Hofmuseums  Bd.  15,  No.  3/4. 
Wien  1900. 

Abhandlungen  der  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Bd.  16,  H.  i. 
Wien  1900. 

Jahrbuch  d.  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Jabrg.  50  (1900),  H.  2 — 4. 
Jahrg.  51  (1901),  H.  1.  Wien  d.  J. 

Verhandlungen  d.k.k.  geologischen  Reichsanstalt.  Jahrg.  1900,  No.  13 — 18. 

Jahrg.  1901,  No.  i — 14.  Wien  d.  J. 

Mittheilungen  der  Section  f.  Naturkunde  des  Oesterreichiachen  Touristen- 
Club.  Jahrg.  12.  Wien  1900. 


Belgien. 


Acad^mie  d’arch^ologie  de  Belgique.  Bulletin.  V.  Sör.  des  Annales. 
. 10.  Part.  II,  I.  2.  Anvers  1901. 

Paedologisch  Jaarboek.  Onder  redactie  van  M.  C.  Sehuyten.  Jaarg.  2. 
Antwerpen  1901. 

Annuaire  de  l'Acadiimie  R.  des  Sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts 
de  Belgique.  1900.  01  (Annee  66.  67).  Bruxelles  d.  J. 
Acadömie  Roy.  de  Belgique.  Bulletin  de  la  classe  des  Sciences. 
1899.  1900.  Bulletin  de  la  classe  des  lettres  et  des  Sciences 
morales  et  politiques  et  de  la  classe  des  beaux-arts.  1899.  1900. 
Bruxelles  d.  J. 

.Vlemoires  couronnes  et  autres  Menioires  publ.  par  l’Aead.  R.  des 
Sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  T.  58 — 60. 
Bruxelles  1899.  1900. 
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M^moircs  couronnes  et  Mömoires  des  savants  ^trangers  publ.  par 
l’Acad.  R.  des  Sciences,  des  lettrcs  et  des  beaux-arts  de  Belgique, 
T.  57.  $8.  Bruxelles  1898 — 1900. 

Analecta  Bollandiana.  «T.  20.  Bruxelles  1901. 

Annales  de  la  Sociötd  entomologique  de  Belgique.  T.  44.  Bruxelles  1900. 
Mtimoires  de  la  Soci^te  entomologique  de  Belgique.  8.  Bruxelles  1901. 
Annales  de  la  Soci<5W  R.  malacologique  de  Belgique.  T.35.  Bruxelles  1900. 

Bulletins  des  seances  de  la  Socidtd  R.  malacologique  de  Belgique. 
T.  34.  Bg.  9 — II.  Bruxelles  1900. 

Bulletin  mensuel  du  magniitisme  terrestre  de  l’Observatoire  R.  de 
Belgique.  1900.  Mars  — Nov. 

La  Cellule.  Recueil  de  Cytologie  et  d’histologie  generale.  T.  18, 
Fase.  I.  Louvain  1901. 


Dänemark. 

Oversigt  over  det  Kong.  Danske  Videnskabemes  Selskabs  Forhandlinger 
i aaret  1900,  No.  6.  1901,  No.  i — 5.  Kjobenhavn  d.  J. 

Fortegneise  over  det  Kong.  Danske  Videnskabemes  Selskabs  Forlags- 
skrifter.  Jan.  1901.  Kjobenhavn. 

Det  Kong.  Danske  Videnskabemes  Selskabs  Skrifter.  Naturv.  og  matb. 
Afd.  6.  Rsekke.  T.  9,  No.  7.  T.  10,  No.  2.  T.  ii,  No.  i.  Kjoben- 
havn 1901. 

Regesta  diplomatica  historiae  Danicae,  cura  Soc.  Reg.  scient.  Dauicae. 
Ser.  II,  T.  2,  V.  Kjobenhavn  1901. 

Tychonis  Brahe  Dani  die  XXIV  octobris  a.  D.  1601  defuueti  opemm 
primitias  de  nova  stella  summi  civis  memor  denuo  edidit  Reg. 
Societas  Scientiarum  Danica.  Hauniae  1901. 


England. 

Aberdeen  üniversity  Studies.  No.  i — 3.  Aberdeen  1900. 
Proceedings  of  the  Cambridge  Philosophical  Society.  Vol.  10,  P.  7. 

Vol.  n,  P.  I — 13.  Cambridge  1901. 

Proceedings  of  the  R.  Irish  Academy.  Ser.  III.  Vol.  6,  No.  2.  3.  Vol.  7. 
Dublin  1901. 

The  Transactions  of  the  R.  Irish  Academy.  Vol.  31,  P.  8 — 1 1.  Dublin  1900. 
Proceedings  of  the  R.  Society  of  Edinburgh.  Vol.  23,  No.  3.  4. 
Edinburgh  1900/01. 

Transactions  of  the  R.  Society  of  Edinburgh.  Vol.  39,  P.  5.  Edin- 
burgh 1900. 

Proceedings  of  the  R.  Physical  Society  of  Edinburgh.  Vol.  14,  P.  3. 
(Session  129,  1899/1900.)  Edinburgh  1901. 

Transactions  of  the  Edinburgh  Geological  Society.  Vol.  8,  P.  i.  Edin- 
burgh 1901. 

Proceedings  and  Transactions  of  the  Liverpool  Biological  Society. 
Vol.  15  (1900/01).  Liverpool  1901. 

Utia  Merseiana,  the  Publicatiou  of  the  Arts  Faculty  of  Üniversity 
College  Liverpool.  Vol.  2.  Liverpool  1900/01. 
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Proceedings  of  thc  R.  Institution  of  Gr.  Britain.  Vol.  i6,  P.  i.  Lon- 
don 1 900. 

l’roccedings  of  the  R.  Society  of  London.  Vol.  67 — 69,  No.  439 — 453. 
London  1901.  — Yearbook  of  the  R.  Society  1901.  — Reports  to 
the  Malaria  Committee.  Ser.  3 — 5.  London  1900.  01. 

Transactions  of  the  R.  Society  of  London.  Vol.  193.  B.  195.  A.  196.  A. 
London  1900.  01. 

Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society.  Vol.  32 — 34. 
No.  73 r— 766.  London  1900.  01. 

.lournal  of  the  R.  Microscopical  Society,  containing  its  Transaetions 
and  Proceedings.  1901,  No.  i — 6.  London  d.  J. 

Memoirs  and  Proceedings  of  the  Literary  and  Philosophical  Society  of 
Manchester.  Vol.  45,  P.  1.3.4.  Vol.  46,  P,  i.  Manchester  1900.  01. 
Report  of  the  Manchester  Museum  Owens  College  for  1900/01.  — 
Museum  Handbooks:  Hobson,  H.,  Correlation  tables  of  Britisch 
Strata.  London  and  Manchester  1901. 


Frankreich. 

M^moires  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux.  V.  S^r. 
T.  5,  Cah.  2 et  Append.  Bordeaux  1900. 

Proefes-verbaux  de  la  Societe  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de 
Bordeaux.  Xnnöe  1899/1900.  Paris  et  Bordeaux  d.  J. 

Memoires  de  la  Socit^W  nationale  des  Sciences  naturelles  et  mathemati- 
ques  de  Cherbourg.  T.  31  (Sdr.  IV,  T.  i).  Cherbourg  1898 — 1900. 

Travaux  et  memoires  de  l’Universite  de  Lille.  Mdm.  22 — 28.  Lille 
1899 — 1901.  — Livre  de  l’ötudiant.  1900/bi.  1901/02.  Lille  1900.  01. 

.\nuales  de  l'üniversitd  de  Lyon.  N.  S.  Sciences.  M^decine.  Fase.  4. 
Paris  et  Lyon  1901. 

Annales  de  la  Faculte  des  Sciences  de  Marseille.  T.  ii,  No.  i — 9. 
Marseille  1901. 

Academie  des  Sciences  et  lettres  de  Montpellier.  Memoires  de  la 
sectiou  des  lettres.  Ser.  II.  T.  3,  No.  1.  2.  T.  4,  No.  i.  Memoires 
de  la  section  de  medecine.  Ser.  II.  T.  i,  No.  4.  Memoires  de  la 
sectiou  des  Sciences.  Ser.  11.  T.  2,  No.  6.  7.  Montpellier  1899.  1900. 

Bulletin  des  stiances  de  la  soeiätd  des  Sciences  de  Nancy.  Annee  10, 
No.  I — 3.  Ser.  III.  T.  i,  Fase.  4 — 6.  T.  2,  Fase.  i.  2.  Paris  et 
Nancy  1900.  01. 

Oeuvres  completcs  A' Augustin  CaucJiy,  publ.  sous  la  direction  scientifi- 
«lue  de  l’Acadömie  des  Sciences.  Ser.  I.  T.  12.  Paria  1900. 

Pingre,  A.  L.,  Annales  cfilestes  du  XVII®  siede.  Oeuvre  i>ubl.  sous 
les  auspices  de  l’Acadtlmie  des  Sciences  par  M.  G.  Bigourdan. 
Paris  1901. 

Comite  international  des  poids  et  mesures.  Proebs-verbaux  des  seances 
de  1899.  1900.  Paris  d.  J. 

.loumal  de  Pficole  polytechniquo.  Ser.  II.  Cah.  5.  6.  Paris  1900.  01. 

Bulletin  du  Musdum  d’histoire  naturelle.  Annee  1900,  No.  5 — 7.  1901, 
No.  1 — 3.  Paris  d.  J. 

Annales  de  l’Ecole  normale  superieure.  UI.  Ser.  T.  17,  No.  10 — 12. 
T.  18,  No.  I— 12.  Paris  1900.  01. 
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Bulletin  de  la  Socidtö  math^matique  de  France.  T.  28,  No.  4.  T.  29, 
No.  I — 3.  Paris  1900.  01. 

Bulletin  de  la  Societe  scientifique  et  mddicale  de  l’ouest,  Tom.  i — 9. 
T.  10,  No.  I,  2.  Rennes  1892 — 1901. 

Bulletin  de  l’Acaddmie  des  Sciences,  inscriptions  et  helles -lettres  de 
Toulouse.  T.  i (1897/98),  No.  i.  3.  Toulouse  1898. 

[Histoire  et]  Mdmoires  de  l’Acad^mie  des  Sciences,  inscriptions  et 
helles  - lettres  de  Toulouse.  T.  i — 6 (1827 — 1841).  Ser.  III— IX 
(1844 — 1897).  — Tahle  alphahetique  des  matiiires  cont.  dans  les 
Tome.s  des  Sdr.  I — VI. 

Annales  du  midi.  Revue  de  la  France  mdridionale,  fondee  sous  les 
auspices  de  l’Universitß  de  Toulouse.  Ann.  12.  13  (No.  47 — 49). 
Toulouse  1900.  01.  — Livret  de  Füniversitd  de  Toulouse.  1900. 

Bihliotheque  mßridionale,  puhl.  sous  les  auspices  de  la  Facultd  des 
lettres  de  Toulouse,  Ser.  I,  T.  6.  Ser.  II,  T.  6.  Toulouse  1901. 

Annales  de  la  Facultd  des  Sciences  de  Toulouse  pour  les  Sciences 
mathematiques  et  les  Sciences  physiques.  Ser.  II.  T.  2,  Fase.  2 — 4. 
T.  3,  Fase.  I.  Paris  et  Toulouse  1900.  01. 

Griechenland, 

£cole  fran9aise  d’Athenes.  Bulletin  de  correspondance  helldnique. 
Annee  23  (1899),  No.  12.  Annee  24  (1900),  No.  i — 6.  Athen, 
Paris  d.  J. 

Mittheilnngen  des  Kaiser!.' Deutschen  Archäologischen  Instituts.  Athe- 
nische Ahtheilung.  Bd.  25,  H.  4.  Bd.  26,  H.  i.  Athen  1901. 

ji^Tivä.  JSvyyQaniia  negio&mbv  ri^g'Jv  ’A^riVaig  ’ETCiaTTjfiovixijg  'Erat^etag. 
T.  13.  No.  I — 4.  Athen  1901*. 

Holland. 

Jaarhoek  van  de  Kon.  Akad.  v.  Wetenschappen  gevestigd  te  Amsterdam 
voor  1900.  Amsterdam  1901. 

V'erhandelingen  d.  Kon.  Akad.  v.  Wetenschappen.  Afdeel.  Letterkunde. 
II.  Reeks,  Deel  3,  No.  i — 4.  Afdeel.  Natuurkunde.  Sect.  I.  Deel  7, 
No.  6.  7.  Sect.  II,  Deel  7,  No.  4 — 6.  Amsterdam  1900.  01. 

Versiegen  van  de  gewone  vergaderingen  der  wis-  en  natuurkundige 
afdeeling  der  Kon.  Akad.  V.  Wetenschappen.  Deel  9.  Amsterdam  1901. 

Programma  certaminis  poetici  ah  Acad.  Reg.  discipl.  Neerlandica  ex 
legato  Hoeufl'tiano  indicti  in  annum  1902.  — Damste,  Vel.  Helb., 
Patria  rura.  Carmen  in  certamine  poetico  Hoeufftiano  praemio 
aureo  ornatum.  Acced.  4 poemata  laudata.  Amstelodami  1901. 

Revue  semestrelle  des  puhlications  mathdmatiques.  T,  9,  P.  i.  2. 
Amsterdam  1901. 

Nieuw  Archief  voor  Wiskunde,  Uitg.  door  het  Wiskundig  Genootschap 
te  Amsterdam.  2.  Reeks.  Deel  5.  St.  i.  2.  Amsterdam  1901. 

Wiskundige  opgaven  med  oplossingen  door  de  leden  van  het  Wiskundig 
Genootschap.  Deel  8.  St.  i.  2.  Amsterdam  1901. 

Programma  van  jaarlijksche  i'rijsvragen  voor  het  j.  1901,  ter  beant- 
woording  uitgeschreven  door  het  Wiskundig  Genootschap  te 
Amsterdam. 

1901.  b 
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Archives  neerlandaises  des  Sciences  exactes  et  naturelles,  publikes 
par  la  Society  Hollandaise  des  Sciences  a Harlem.  Ser.  II.  T.  4, 
Livr.  2—5.  T.  5.  6.  Harlem  1900.  01. 

Oeuvres  completes  de  (Jhristiann  Huygens.  Publ.  par  la  Sociöte 
hollandaise  des  Sciences.  T.  9.  La  Haye  1899. 

Archives  du  Mus^e  Teyler.  S^r.  II.  Vol.  7,  P.  3.  4.  Harlem  1901. 
Musöe  botanique  de  Leide,  par  W.  P.  P.  Suringar.  Vol.  i — 3.  Liv.  r — 8. 
Leid.e  1871 — 97. 

Verslag  van  den  Staat  der  Stcrrenwacht  te  Leiden  1896 — 1900. 
Leiden  1901. 

Nederlaudsch  kruidkundi^  Archief.  Verslagen  en  mededeelingen  der 
Nedeilandsche  Hotaniscbc  Vereeniging  [Leiden].  Ser.  IH.  Deel  2, 
Stuk  2.  Nijmegen  1901.  — Prodromus  Florae  Batavae.  Vol.  i, 
P.  I.  Edit.  altera.  St.  i.  Nijmegen  1901. 

Aanteekeningen  van  het  verhandelde  in  de  sectiS-vergaderingen  van  het 
Provinciaal  ITtrechtsch  Genootschap  van  kunsten  en  wetensch.,  ter 
gelcgenheid  van  de  algem.  vergad.  gehouden  den  25.  Juni  1900. 
Utrecht  d.  J. 

Verslag  van  het  verhandelnde  in  de  algem.  vergad.  van  het  Provinciaal 
Utrechtsch  Genootschap  van  kunsten  en  wetensch.,  gehouden  d. 
26.  Jun.  1900.  Utrecht  d.  J. 

Bijdragcn  en  Mededeelingen  van  het  Historisch  Genootschap  gevestigd 
te  Utrecht.  Deel  21.  ’s  Gravenhage  1900. 

Werken  van  het  Historisch  Genootschap  gevestigd  te  Utrecht.  N.  Ser. 

No.  52.  61.  Amsterdam  1899.  1901. 

Onderzoekingen  gedaan  in  het  Physiol.  Laboratorium  d.  Utrechtsche 
Hoogeschool.  5.  Heeks.  II,  An.  2.  IH,  Afl.  i.  Utrecht  1901. 


Italien. 

Bollettino  delle  pubhlicazioni  italiane  ricevute  per  diritto  di  stampa. 

No.  360.  [N.  S.]  No.  I — 12.  Firenze  1900.  01. 

Atti  e Rendiconti  delP  Accademia  di  scienze,  lettere  ed  arti  di  Acireale. 
N.  S.  Vol.  IO  (1899/1900).  Memorie  della  classe  d.  lettere.  Aei- 
reale  1900. 

Memorie  della  R.  Accademia  delle  scienze  delF  Istituto  di  Bologna. 
Vol.  7.  Bologna  1897. 

Rendiconto  delle  sessioni  della  R.  Accademia  delP  Istituto  di  Bologna. 
N.  S.  Vol.  2.  3.  Bologna  1898.  99. 

Pubhlicazioni  del  R.  Istituto  di  studi  superiori  pratici  e di  perfeziona- 
mento  in  F irenze.  Sezione  di  scienze  fisiche  e naturali.  No.  31 — 38. 
40.  Firenze  1900.  01. 

Le  opere  di  (rtilileo  Galilti.  Edizione  nazionale  sotto  gli  auspicii  di 
S.  Maestä  il  Re  d’  Italia.  Vol.  10.  ii.  Firenze  1900.  01. 

Memorie  del  R.  Istituto  Lombardo  di  scienze  e lettere.  Classe  di  lettere  e 
Science  morali  e polit.  Vol.  21  (Ser.  III,  Vol.  12),  Fase.  3.  — Classe 
di  Science  matematiche  e naturali.  Vol.  iq  (Ser.  III,  Vol.  roi, 
Fase.  I — 3.  Milano  1900. 

R.  Istituto  Lombardo  di  scienze  e lettere.  Rendiconti.  Ser.  II,  Vol.  33. 
Milano  1900. 
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Opere  matematiche  di  Francesco  Brioschi.  Pubbl.  per  cura  del  coini- 
tato  per  le  onorauze  a Francesco  Brioschi.  T.  i.  Milano  1901. 
Memorie  della  U.  Accadeuiia  di  scienze,  lettere  ed  arti  in  Modena. 
Ser.  III.  Vol.  2.  Modena  1900. 

Societä  Reale  di  Napoli.  Atti  della  R.  Accad.  d.  archeol.,  lettere  e 
belle  arti.  Vol.  20,  Suppl.  Vol.  21.  — Rondiconto  delle  tornate  e 
dci  lavori  della  R.  Accad.  di  archeologia,  lettere  e belle  arti.  N.  S. 
Anno  14  (1900)  Magg. — Die.  Anno  15  (1901)  Denn. — Apr.  — Atti 
della  R.  Accad.  di  scienze  morali  e politiche.  Vol.  32.  33.  Napoli 
1901.  Hendieonto  della  R.  Accademia  di  scienze  morali  e politiche. 
Anno  39.  1900. 

Atti  e Memorie  della  R.  Accademia  di  scienze,  lettere  ed  arti  in  Padova. 
N.  8.  Vol.  16.  Padova  1900.  — Indice  generale  dei  lavori  letti 
alla  R.  Accademia  di  scienze,  lettere  ed  orti  in  Padova  e pubbl. 
ne’ suoi  atti  dalP  anno  1779  a 1899/1900.  Padova  1901. 

Rendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo.  T.  14  (1900),  Fase.  6. 

T.  15  (1901),  Fase.  I — 6.  Palermo  d.  J. 

Annali  della  R.  Scuola  normale  superiore  di  Pisa.  Filosofia  e filologia. 
\'ol.  14.  Pisa  1900. 

Processi  verbali  della  SocietA  Toscana  di  scienze  naturali  residente  in 
Pisa.  Vol.  12.  Genn.  — Magg.  1901. 

Atti  della  R.  Accademia  dei  Lincei.  Classe  di  scienze  morali,  storiche 
e filologiche.  Ser.  V,  P.  I (Memorie),  Vol.  7,  P.  1.  P.  II  (Notizie 
degli  scavi),  Vol.  8,  Ott.  — Diz.  1900.  Vol.  9,  Genn.— Ott.  1901.  — 
Rendiconti.  Vol.  9 (1900),  Fase.  7 — 12.  Vol.  10(1901),  Fase.  1 — 8.  — 
Classe  di  scienze  fisiche,  matematiche  e naturali.  Ser.  V.  Memorie. 
Vol.  I — 3(1895 — 1901).  Rendiconti.  Vol.  9 (1900),  II.  Sem.,  Fase.  12. 
Vol.  IO  (1901)  [I.  Sem.],  Fase,  i — 12.  II.  Sem.,  Fase,  i — 11.  — 
Rendiconto  dell'adunanza  solenne  del  2.  Giiign.  1901.  Roma  d.  J. 
Mittheilungen  des  Kais.  Deutschen  Archaeologischen  Instituts.  Römische 
Abtheilung  (Bollettino  delP  Imp.  Istituto  Archeologico  Germanien. 
Sezione  Romana).  Bd.  15,  H.  4.  Bd.  16,  H.  1 — 3.  Roma  1900.  01. 
Studi  Sassaresi,  pubbl.  per  cura  di  alcuni  professori  della  üniversitä 
di  Sassari  Anno  1.  Sez.  1,  Fase.  2.  Sez.  2,  Fase.  1.  Sassari  1901. 
Atti  della  R.  Accademia  dei  Fisiocritici  di  Siena.  Ser.  IV.  Vol.  12, 
No.  4 — 10.  Siena  1900. 

Atti  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Torino.  Vol.  36,  Disp.  i — 15. 
Torino  1901. 

Memorie  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Torino.  Ser.  II.  T.  50. 
Torino  1901. 

Osservazioni  meteorologiche  fatte  nell’  anno  1900  all’  Osservatorio  della 
R.  üniversitä  di  Torino.  Torino  1901. 

5»'«  Congres  international  de  physiologistes.  Turin  1901. 

Luxemburg. 

Publications  de  l’Institut  Grand -Ducal  de  Luxembourg.  Section  des 
Sciences  naturelles  et  mathematiques.  T.  26.  Luxembourg  1901. 
Recueil  des  memoires  et  des  travaux  publ.  par  la  Socidtd  botanique 
du  Grand-Duche  de  Luxembourg.  No.  14  (1897  — 99).  Luxem- 
bourg 1899. 

b* 
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Rumänien. 

Hiiletimil  Societätii  de  sciinte  fizice  (Fizica,  Chimia  ei  Mineralogia) 
diu  Bucarescf- Romania.  Anul  9,  No.  5.  6.  Anul  10,  No.  i — 4. 
Hucuresci  1900.  oi. 


Rusaland. 

Acta  societatis  scientiarum  Fennicae.  T.  26.  27.  Helsingfors  1900. 
Bulletin  de  la  Socidte  physico-mathematique  de  Kasan.  Ser.  II.  T.  10, 
No.  2 — 4.  Kasan  1901. 

Ufenyja  Zapiski  Imp.  Kasanskago  Universiteta.  1901,  T.  68,  No.  i — 11. 

Priloz.  za  1901  [i — 4].  — 5 Uisscrtationeu  a.  d.  J.  1900/01. 
Universitetskija  Izvtstija.  God  40,  No.  10 — 12.  God  41,  No.  1—8. 
Kiev  1900.  OI. 

Bulletin  de  la  Sociötd  Impdr.  des  Naturalist  es  de  Moscou.  Aunde  1900. 

No.  1—4.  1901,  No.  I — 2.  Moscou  d.  J. 

Observations  faites  ä 1‘Observatoire  mätdorologique  de  l’Universitii 
Imper.  de  Moscou.  Sept.  1899  — Feb.  1901. 

Bulletin  de  l’Acaddmie  Imp.  des  Sciences  de  St.  Pdtersbourg.  Ser.  V. 

T.  12,  No.  2 — 5.  T.  13,  No.  I — 3.  St.  Petersbourg  1900. 

Mömoircs  de  l’Acaddmie  Imperiale  des  Sciences  de  St.  Petersbourg. 

Ser.  VIII.  CI.  phys.-math^m.  Vol.  10,  No.  7 — 9.  St.  Petersbourg  1900. 
Proct''8  - verbaux  des  seances  de  l’Acaddmie  Imperiale  des  Sciences  de 
St.  Petersbourg  dopuis  sa  fondation  jusqu’ä  1803.  T.  i — 3 (1725 
bis  1785).  S.  Petersbourg  1897 — 1900. 

Annales  de  l’Observatoire  physique  central,  publ.  par.  M.  liykatchetc. 

Annüe  1899,  P.  i.  2.  St.  Piltersbourg  1900. 

Comite  geologique.  St.  Petersbourg.  Bulletins.  T.  19,  No.  i — 10.  T.  20, 
No.  1—6.  Mdmoires.  Vol.  13,  No.  3.  Vol.  18,  No.  1.2.  St.  Pdters- 
bourg  1900.  OI. 

Acta  Horti  Petropolitani  T.  16.  T.  18,  Fase,  i — 3.  S.  Peterburg  1900.01. 
Bulletin  du  Jardin  Imperial  botanique  de  St.  Pdtersbourg.  Livr.  i. 
St.  Petersburg  1901. 

Scripta  botanica  Horti  Universit.  Imper.  Petropolitani.  Fase.  15.  Petro- 
poli  1899/1900. 

Trudy  Petersbnrgskago  Obscestva  Estestvoispytatelej.  Travaux  de  la 
Soeidtt?  des  naturalistes  de  St.  Petersbourg.  T.  29,  3 — 5.  T.  30, 
2 — 5.  T.  31,  2.  4.  Protokoly  zasddanij.  Vol.  29,  Liv.  i,  No.  2 — 8. 
Vol.  30,  Liv.  I,  No.  I — 8.  Vol.  31,  Liv.  i,  No.  1—8.  S.  Petei-s- 
bourg  1898 — 1900. 

Piiblications  de  l’Observatoirc  central  Nicolas.  Ser.  II.  Vol.  0.  8. 
St.  Petersbourg  1900.  01. 

Obozrenie  prepodavanija  nauk  v Imp.  S.  Peterburgsk.  Universiteta  na 
1900/üi. 

Otcet  v sostojanii  i döjatelnosti  Imp.  S.  Petersburgsk.  Universiteta  za 
1900  god.  S.  Peterburg  1901. 

Zapiski  istoriko-philolegiceskago  Fakultida  Imp.  S.  Peterburgskago  Uni- 
versiteta. Cast  56—59.  S.  Peterburg  1900.  01. 

Viaautijskij  vremenuik  {Bv^avtiva  A'eoeixä),  izdavaemyi  pri  imp.  Akad. 
nauk.  T.  7,  Vyp.  4.  S.  Peterburg  1900. 
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Svod  Zakonov  Roasijakoj  imperü.  T.  4.  7.  9.  10,  i.  12,  i.  S.  Peterburg 

1899.  1900. 

Arbeiten  dea  Xaturforacher-Vereina  zu  R.iga.  N.  F.  H.  10.  Riga  1901. 
Correspondenzblatt  des  Naturforscher-Vereina  zu  Riga.  Jahrg.  44. 
Riga  1901. 

Beobachtungen  dea  Tifliser  Physikalischen  Obaervatoriunis  im  J.  1897. 
Tiflis  1900. 

Monatsberichte  der  Horizontalpendel-Station  im  Physikalischen  Obser- 
vatorium zu  Tiflis.  No.  I — 5.  Tiflis  1900. 

Prace  matematyczno-fizyczne.  T.  12.  Warszawa  1901. 

Schweden  und  Norwegen. 

Sveriges  offentliga  Bibliotek  Stockholm,  Upsala,  Lund,  Göteborg. 

Accessions- Katalog.  14.  Stockholm  1901. 

Bergens  Museum.  Aarbog  for  1900.  H.  1.2.  — Aarsberetuing  for  1900. 
Bergen  1901. 

Sars,  G.  0.  An  Account  of  the  Crustacea  of  Norway.  Vol.  4,  P.  i.  2. 
Bergen  1901. 

Meeresfauna  von  Bergen.  Redig.  v.  A.  Appellöf.  H.  i.  Bergen  1901. 
Forhandlinger  i Videnskabs-Selakabet  i Christiania.'  Aar  1900. 
Christiania  d.  J. 

Skrifter  udgivne  af  Videnskabsselskabet  i Christiania.  Math.-naturvid.  Kl. 

1900,  No.  5 — 7.  Hist.-filos.  Kl.  1900,  No.  6.  Kristiania  d.  J. 
Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab.  Bd.  21,  H.  4.  Bd.  22, 

H.  I — 4.  Kristiania  1899.  1900. 

Nyt  magazin  for  Naturvidenskabeme.  Bd.  37.  38.  Christiania  1900. 
Det  Kon.  Norske  Frederiks  üniversitets  Aarsberetning  for  1898/99. 
Kristiania  1900. 

Kung.  Vetenskaps-  och  Vitterhets  SamhiUles  Handliugar.  4.  Följd.  3. 
Göteborg  1901. 

Acta  mathematica.  Usg.  v.  G.  Mittag-Leffler.  24,3.4.  Stockholm  1901. 
Bihang  tili  Kongl.  Svenska  Vetenskapa-Akademiens  Handlingar.  Bd.  26. 
Stockholm  1901. 

Kongl.  Svenska  Vetenakaps-Akademiens  Handlingar.  Ny  Följd.  Bd.  33. 
34.  Stockholm  1900.  01. 

öfversigt  af  Kongl.  Vetenskaps-Akademiens  Förhandlingar.  Aarg.  57. 
(1900.)  Stockholm  1901. 

Meteorologiska  Jakttagelser  i Sverige  utg.  af  Kongl.  Svenska  Vetens- 
■kaps-.\kademien.  Bd.  37.  38  (Ser.  II,  Bd.  23.  24).  Aarg.  1895.  9^. 
Stockholm  1900.  01. 

Lefnadsteckningar  öfver  Kongl.  Svenska  Vetenskaps  Akademiens  efter 
är  1854  aflidna  Ledamöter.  Bd.  4.  H.  i.  2.  Stockholm  1899.  1901. 

Kongl.  Vitterhets  Historie  och  Autiq\dtets  Akademiens  Mänadsblad. 

25  (1896).  Stockholm  1901. 

Kongl.  Vitterhets  Historie  och  Antiqvitets  Akademiens  Handlingar. 

Deel  33  (N.  F.  Deel  13),  i.  Stockholm  1901. 

Berättelser  om  Folkskolorna  i Riket  för  ären  1893 — 98-  Afg.  af  tili 
förordnade  Folkskoleinspektörer.  I.  II.  Stockholm  1900. 
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Medclanden  frÄn  Nordiska  Museet.  1897.  9®-  Utg.  af  Art.  HuzeUiui. 
Stockholm  1898.  1900. 

Samfundet  fSr  Nordiska  Museets  fräinjande  1893/94 — 98.  ütg.  af 

Art.  Hazelius.  Stockholm  1895 — 99. 

Guide  au  Musde  du  Nord  ä Stockholm.  Puhl,  par  Art.  Hazelius.  Trad. 

■ par  J.  H.  Kramer,  Stockholm  1889. 

König,  M'ilh.,  Ein  eigenartiges  Museum  für  Natur-  und  Völkerkunde. 
Stockholm  1898. 

tikan,sen,  Karta  Ofver  Nordiska  Museets  anläggningar. 

Passarge,  L.,  Das  Nordische  Museum  und  Skansen.  Stockholm  1897. 
Entomologisk  Tidskrift  utg.  af  Entomologiska  Föreningen  i Stockholm. 
Arg.  21  (1900).  Stockholm  d.  J. 

Troms0  Museums  Aarshefter.  23.  — Aarsheretning  for  1899.  1900. 
Tromso  1900.  01. 

Nova  Acta  Reg.  Societatis  scientiarum  Upsaliensis.  Ser.  III.  Vol.  19. 
Upsaliae  1901. 

Bulletin  of  the  Geological  Institution  of  the  University  of  Upsala. 
Vol.  5,  P.  I,  No.  9.  Upsala  1901. 

Bulletin  mensuel  de  l’Observatoire  m^tdorologique  de  l’Universite  d’Upsal. 
Vol.  32  (1900).  üpsal  1900/01. 

Urkunder  rörande  Stockholms  historia.  I.  Stockholms  stads  privilegiebref 
1423 — 1700.  H.  2.  Stockholm.  Upsala  1901. 


Schweiz;. 

Jahresverzeichniss  der  Schweizerischen  Universitätsschriften  1900/01. 
Basel  1901. 

Verhandlungen  der  Schweizerischen  Naturforschenden  Gesellschaft  zu 
Neuenburg  (1899)  und  Thusis  (I900^.  82.  u.  83.  Jahresversammlung. 
— Compte  rendu  de  la  Societd  helvdtique  des  scienses  naturelles. 
Session  82  et  83.  Geneve  1899.  1900. 

Taschenbuch  der  historischen  Gesellschaft  des  Kantons  Aargau  für  1900. 
Aargau  d.  J. 

Beiträge  zur  vaterländischen  Geschichte.  Hrsg,  von  der  Histor.  u. 

Antiquar.  Gesellschaft  in  Basel.  N.  F,  Bd.  5,  H.  4.  Basel  1901. 
25.  Jahresbericht  der  Histor,  u.  Antiquar.  Gesellschaft  in  Basel.  Vereinsj. 
1 899/t  900.  Basel  1 900. 

Baseler  Zeitschrift  für  Geschichte  und  Alterthumskunde.  Hrsg,  von  der 
Histor,  11.  Antiquar.  Gesellschaft  in  Basel.  Bd  i,  H.  1.  Basel  1901. 

Verhandlungen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Basel.  Bd.  13.  14. 
Basel  1901.  — Namenverzeichniss  und  Sachregister  der  Bde.  6—12 
(1875 — 1900")  der  Verhandlungen  der  Naturforschenden  Gesellschaft 
in  Basel.  Von  G.  TI^.  A.  Kahlbattm.  Hasel  1901. 

Kütimeyer,  L.,  Gesammelte  kleine  Schriften  allgemeinen  Inhalts  aus 
dem  Gebiete  der  Naturwissenschaft.  Bd.  i.  2,  Basel  1898. 
Mittheilungen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern  aus  den 
J.  1898  — 1900  i'No,  1451  — 1499).  Bern  1899 — 1901. 

Jahresbericht  der  Naturforschenden  Gesellschaft  Graubündens.  N.  F. 
Jahrgang  44  (1900/01).  Chur  1901. 
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Index  leetionum  in  univerg.  Friburgcnni  per  meng.  aegt.  1901  et  per 
meng.  hiem.  190 1/02.  — Behörden,  Lehrer  u.  Studenten.  Wintergem. 
1900,/qi.  Sommergem.  1901.  — Bericht  über  dag  Studienjahr  1899/1900. 
Freiburg. 

Collectanea  Friburgenaia.  N.  S.  Faac.  l 2.  Friburgi  1901. 

Schnürer,  Gust.,  lieber  Periodigierung  der  Weltgeachichte.  Rede. 
Freiburg  1900. 

Mdmoirea  de  la  Sociöt^  de  phyaique  et  d’higtoire  naturelle  de  Genfeve. 
T.  33j  P.  i Genfevo  1899—1901. 

Anzeiger  für  Schweizerische  Geachichte  und  Alterthumskunde  Jahr- 
gang 2 — 14  (1856 — 68).  Zürich  d.  J. 

Hahn,  J.,  Zur  Statistik  schweizerischer  Kunstdenkmälcr.  Bog.  ll  12. 
Anzeiger  für  Schweizerische  Alterthumskunde.  Hrsg,  vom  Schweizerischen 
Landesmuseum.  N.  F.  Bd.  2_,  No.  3^4.  Bd.  ^ No.  1 — 3.  Zürich 
1900.  01. 

SchweizeriBchea  Landesmuseum.  9,  Jahresbericht  (1900). 

Jahrbuch  für  Schweizerische  Geschichte.  Hrsg,  auf  Veranstaltung  der 
allgemeinen  geschichtsforschenden  Gesellschaft  der  Schweiz.  Bd.  26, 
Zürich  1901. 

VierteljahrsBchrift  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Zürich.  Jahrg.43, 
H.  L L Jahrg.  4^  H.  L 2.  — Neujahrsblatt  a.  d.  J.  1901  (103.  StücE)! 
Zürich  d.  J. 

Serbien. 

Srpska  kralj.  Akademija.  Glas.  59 — 62.  Godisnjak.  13  (1899).  — Si>o- 
menik.  33^  3^  Beograd  1900.  ol 
Geologija  Srbsje.  Svesk.  z.  Beograd  1900. 

Svecani  pomen  posvetnom  dobrotvoru  pokojnom  Dimitriju  Stamenkovicu. 
Beograd  1901. 

Stojanocic,  Ljub.,  Katalog  rukopisa  i starich  stampanich  knjiga.  Beo- 
grad 1901. 

Nordamerika. 

Annual  Report  of  the  American  Historical  Association  for  the  year  1899. 
Vol.  L 2.  Washington  1900. 

Transactions  and  Proceedings  of  the  American  Philological  Association. 
Vol.  31  (1900).  Boston  d.  J. 

Journal  of  the  American  Oriental  Society.  Vol.  ^ No.  2.  Vol.  27^  No.  L 
New  Haven  1901. 

Jlulletin  of  the  Geological  Society  of  America.  Vol.  i_l  — Index  to 
Vol.  T — IO,  pp.  I — 209.  Rochester  1900. 

Migcellaneous  scientific  Papers  of  the  Allegheny  Observatory.  N.  Ser. 
No.  I — 3.  1900.  OL 

Maryland  Geological  Survey:  Eocene.  — Physical  Atlas  of  Marj'land: 
Allegany  County  (with  Atlas).  — Maryland  and  its  natural  resources, 
prepared  by  the  Maryland  Geological  Survey.  Baltimore  1900.  OL 
Johns  Hopkins  University  Circulare.  No.  144 — 154.  Baltimore  1900.  ol 
American  Journal  of  Mathematics  pure  and  applied.  Publ.  under  the 
auspices  of  the  Johns  Hopkins  University.  Vol.  ^ No.  2 — 4.  Vol.  23^ 
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Boston  1900.  01. 
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Field  Columbian  Museum.  Publications.  No.  45.  51 — 59.  Chicago 

1900.  01. 

Colorado  College  Studies.  Vol.  9.  Colorado  Springs  1901. 
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1 3‘*'  Annual  Report  of  the  Agricultural  Experiment  Station  of  Nebraska. 
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Lick  Observatory,  University  of  California.  [Mount  Hamilton.] 
Bulletin.  No.  i — ii.  Sacramonto  1900.  01. 
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Transactions  of  the  Connecticut  Academy  of  arts  and  Sciences.  Vol.  lo, 
P.  2.  New  Haven  1900. 

Annals  of  the  New  York  Academy  of  Sciences.  Vol.  13,  P.  i — 3. 
New  York  1900.  01. 

Memoirs  of  the  New  York  Academy  of  Sciences.  Vol.  2,  P.  2.  3. 
New  York  1900.  01. 

American  Museum  of  Natural  History.  Bulletin.  Vol.  1 1 , P.  2.  3. 
Vol.  12.  13.  — Memoirs.  Vol.  i,  P.  6.  Vol.  4.  Anthropology.  III,  2. 
— Annual  Report  for  1899.  1900.  New  York  1900.  01. 

The  Museum  of  the  Brooklyn  Institute  of  arts  and  Sciences.  Science. 

Bulletin.  Vol.  i,  No.  i.  New  York  1901. 

Bulletin  of  the  American  Geographical  Society.  Vol.  32,  No.  5.  Vol.  33, 
No.  I — 4.  New  York  1900.  01. 

American  Journal  of  Archaeology.  N.  S.  Vol.  4,  No.  4.  Vol.  5, 
No.  I — 4.  Norwood  Mass.  1900.  01. 

Proceedings  and  Transactions  of  the  R.  Society  of  Canada.  Ser.  II. 
Vol.  6.  Ottawa  1900. 

Geological  Suncy  of  Canada.  Annual  Report.  N.  S.  Vol.  ti  CwithmBps). 

Ottawa  1900.  — Catalogue  of  Canadian  Birds.  P.  i.  Ottawa  1900. 
Proceedings  of  the  Academy  of  natural  Sciences  of  Philadelphia.  1900, 
P.  3.  1901,  Vol.  53,  P.  I.  2.  Philadelphia  d.  J. 

Transactions  of  the  Wagner  Free  Institute  of  Science.  Vol.  3,  P.  5. 
Philadelphia  1900. 

Proceedings  of  the  American  Philosophical  Society,  held  at  Philadelphia. 
V^ol.  38,  No.  163.  164.  Vol.  40,  No.  165.  166.  Philadelphia  1900.  01. 

Transactions  of  the  American  Philosophical  Society  held  at  Philadelphia, 
for  promoting  useful  knowledge.  N.  S.  Vol.  20,  P.  2.  Philadelphia 
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Boletin  de  Estadistica  del  Estado  de  Puebla.  Epoc.  2.  No.  21.  27. 

Ivpoc.  3.  No.  I.  2.  5.  6.  8.  Puebla  1900.  01. 

Proceedings  of  the  California  Academy  of  Sciences.  Ser.  lU.  Botany. 
t,  IO.  2,  I.  2.  Oeology.  i,  7—9.  Zoology.  2,  i — 7.  Mathematical- 
Physicai  i,  5 — 7.  Occasional  Papers.  7.  San  Francisco  1900. 
The  Transactions  of  the  Academy  of  Science  of  St.  Louis.  Vol.  10, 
No.  9 — II.  Vol.  12,  No.  I — 5.  St.  Louis  1900.01. 

Transactions  of  the  meetings  of  the  Kansas  Academy  of  science.  Vol.  17 
(1899/1900).  Topeka  1900. 

Proceedings  of  the  Canadian  Institute.  N.  S.  Vol.  2,  P.  4.  Toronto 
1901. 

Transactions  of  the  Canadian  Institute.  No.  13.  (Vol.  7,  P.  i.)  Toronto 
1900. 

üniversity  of  Toronto  Studies.  Anat.  Ser.  No.  i.  — Geolog.  Ser.  No.  i. 
— Hist.  Ser.  I.  Vol.  5.  — Psycholog.  Ser.  No.  4.  Toronto  1900.  01. 

Illinois  State  Laboratory  [Urban a].  Bulletin.  Vol.  5,  Art.  12. 
Urbana  1901. 

Memoirs  of  the  National  Academy  of  Sciences.  Vol.  8.  Mem.  4. 
Washington  1899. 

Bureau  of  Education.  Report  of  the  Commissioner  of  education  for 
the  year  1898/99.  Vol.  2.  1900/01.  Vol.  i.  Washington  1900.  01. 
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Annual  Report  to  the  Bureau  of  Ethnoloffy  to  the  Secretary  of  the 
Sniithaonian  Institution.  17  (1895/96),  I.  II.  18(1896/97),  I.  Washin;»- 
ton  189899. 

U,  S.  Department  of  Agriculture.  DiviBion  of  Biological  Survey. 
Bulletin.  No.  14.  North  American  Fauna.  No.  i6.  20.  21.  — Section 
of  foreign  Markots.  Bulletin.  No.  18.  20.  21.  23.  Washington  1900. 

Smithsonian  Miscellaneous  Collections.  No.  1253.  1258.  Washington  1901. 

Annuals  of  the  Astrophj'sieal  Observatory  of  the  Smithsonian  Institution. 
Vol.  I.  Washington  1900. 

Annual  Report  of  the  Board  of  Regents  of  the  Smithsonian  Institution 
for  1897/98,  1898  99.  — Report  of  the  ü. 'S.  National  Museum. 
1896/97.  P.  2.  1897/98,  1898  99.  Washington  1900.01. 

Astronomical,  magnetical  and  meteorological  Ohservations  made  during 
the  years  1891  and  1892  at  the  U.  S.  Naval  Observatory.  Washing- 
ton 1899.  1900. 

Report  of  the  Superintendent  of  the  U.  S.  Naval  Observatory  for  1899/1900. 
Washington  1 900. 

Publications  of  the  U.  S.  Naval  Observatory.  2.  Ser.  Vol.  i.  Washington 
1900. 

U.  S.  Coast  and  Geodetic  Survey.  Special  Publication  No.  4.  Washington 
1900. 

Report  of  the  Superintendent  of  the  U.  S.  Coast  and  Geodetic  Survey, 
showing  the  progress  of  the  work  from  July  i,  1898,  to  June  30,  1899. 
VV^ashington  1900. 

Department  of  the  Inferior.  U.  S,  Geological  Survey.  Preliminary  Re- 
port Oll  the  Cope  Nonie  Gold  Region  Alaska.  Washington  1900. 

Bulletin  of  the  U.  S.  Geological  Survey.  No.  163 — 176.  Washington  1900. 

Monographs  of  the  U,  S.  Geological  Survey.  Vol.  39.  40.  Washington  1900. 

Annual  Report  of  the  U.  S,  Geological  Surv-ey  to  the  Secretary  of 
the  Interior.  20.  1898/99,  P.  II— V.  VII.  21.  1899/1900,  P.  I.  VT 
Washington  1900.  01. 


Südamerika. 

Anales  de  la  Sociedad  cienti'fica  Argentina.  T.  50,  Entr.  5.  6.  T.  51.  52, 
Entr.  I — 3.  Buenos  Aires  1900.  ot. 

Anales  del  Museo  nacional  de  Montevideo.  Tom.  2,  Fase.  17. 
Tom.  3,  Faso.  18.  20.  21.  Tom.  4,  Fase.  19.  Montevideo  1898 — 1901. 
— Arechamhta,  J.,  Las  gramineas  üruguayas.  Montevideo  1898. 
Annuario  publicado  pelo  Observatorio  do  Rio  de  Janeiro  para  o 
anno  de  1901.  (Anno  17.)  Rio  de  Janeiro  1900. 

Boletim  mensal  do  Observatorio  do  Rio  de  Janeiro  de  1900,  Maio — De- 
zembro.  Rio  de  Janeiro  1900.  01. 

Actes  de  la  Societe  scientifique  du  Chili.  T.  10,  Livr.  3.  4.  T.  11,  Livr.  i. 
Santiago  1900.  01. 


Asien. 

Notulen  van  de  algemeene  en  directie  vergaderingen  van  het  Batu- 
viaasch  Genootschap  van  kunsten  en  wetenschappen.  Deel  38, 
Ati.  2 — 4.  Deel  39,  Atl.  1.  2.  Batavia  1900.  01. 
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Tijdschrift  voor  Indische  tanl-,  land-  en  volkenkunde,  uitgeff.  door  het 
Bataviaasch  Genootschap  van  knnstcn  en  wetenschappen.  Deel  43. 44. 
Batavia  1900.  01. 

Ncderlandsch-Indie  Plakaatboek  1602 — 1811.  Deel  17.  Batavia,  's  Hage 
1900, 

Dagh-Register,  gehenden  int  Casteel  Batavia.  Uitgeg.  door  het  Batav. 
Genootsch.  van  kunsten  en  wetensch.  Ann.  1637.  1641 — 42.  1673. 
’s  Gravcnhage,  Batavia  1900.  01. 

Natuurkundigc  Tijdschrift  voor  Nederlandsch-Indic,  uitgeg.  door  de 
Kon.  Natuurkundigc  Vereeniging  in  Nederlandsch-Indie.  Deel  60. 
Ser.  X,  Deel  4.  Batavia  1901. 

Observations  made  at  the  Magnetical  and  meteorological  Observatory 
at  Batavia.  Publ.  by  Order  of  the  Government  of  Netherlands 
India.  Vol.  22.  1899,  P.  i.  Batavia  1900.  — Regenwaarnemingen 
in  Nederl.  Indie.  Jaarg.  21.  ib.  1900. 

Alcock,  A.,  A descriptive  Catalogue  of  the  Indian  Deep-Sea  Crustacea 
Decapoda  Macrura  and  Anomala,  in  the  Indian  Museum.  Cal- 
cutta  1901.  — Catalogue  of  the  Indian  Decapod  Crustacea  in  the 
Collection  of  the  Indian  Museum.  P.  i.  Brachyura.  Pasc.  i.  ib.  190t. 
The  Kyöto  Imperial  University  Calendar  for  the  year  2560/61  (1900/01). 
Kyöto  1901. 

Publications  of  the  Earthquake  Investigation  Committee.  No.  5.  6. 

TskyS  1901. 

The  Journal  of  the  College  of  science,  Imp.  University,  Japan.  Vol.  13,4. 
Vol.  15,  I — 3.  Tökyö  igoi. 

Mittheilungen  aus  der  medicinischcn  Pacultät  der  Kais.  Japan.  Uni- 
versitüt.  Bd.  5,  No.  i.  Tokio  1901. 

Annotationcs  Zoologiae  japonensis.  Vol.  2,  P.  2.  3.  Vol.  3,  P.  4.  Vol.  4, 
P.  I.  Tokyo  1901. 

Australien. 

Proceedings  of  the  R,  Society  ofVictoria.  N.  S.  Vol.  12,  P.  2.  Vol.  13.  14, 
P.  I.  Melbourne  1900.  01. 

Journal  and  Proceedings  of  the  R.  Society  of  New  South  Wales. 
Vol.  34  (1900).  Abstract  of  Proceedings.  Jul.  tgoo  — Sept.  1901. 
Sydney  d.  J. 
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Arhlt,  C.,  Elektrische  Kraftübertragung  und  Kraftvertheilung.  3.  Ausg. 
Berlin  1901. 

hortololli,  E.,  Sulla  determinazione  delP  ordine  di  infinito.  Modena  1901. 
Ihiport,  H.,  Memoire  sur  la  loi  de  l'attraction  universelle.  Dijon  1901. 
Eritsehe,  H.,  Die  Elemente  des  Erdmagnetismus  und  ihre  säcularen 
Aenderungen  während  des  Zeitraums  1550  bis  1915.  Publ.  III. 
St.  Petersburg  1900. 

Gadot,  Ado.,  Les  uuit^s  de  la  force.  Paris  1900. 

Un  nouveau  metre.  ünitd  ])hysiqHe  essentielle.  Les  unites  de  la 

force  decimales.  Pasc,  i et  Resume  des  fase.  3 — 5.  Paris  s.  a. 
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Goppelsroeder,  Fried.,  Capillaranalj'Re,  beruhend  auf  Capillaritäts-  und 
AdsorptionserRcheinungen.  S.-A.  Basel  190t. 

Grave,  Gasivell,  The  oyster  reefs  of  North  Carolina.  S.-A.  Baltimore 
1901. 

Hippauf,  Herrn.,  Die  Rectification  und  Quadratur  des  Kreises.  Breslau 
1901. 

Jeffrey,  Edw.  C.,  The  morphology  of  the  central  cylinder  in  the  Angio- 
sperms.  S.-A.  Toronto  s.  a. 

Kalecsinsky,  Alex.,  Ueber  die  ungarischen  wannen  und  heissen  Kochsalz- 
seen  als  natürliche  Wärmeaccumulatoren  S.-A.  Budapest  1901. 

Levi,  Ugo,  I monumenti  piu  antichi  del  dialetto  di  Chioggia.  Venezia 
1901. 

Ricerche  di  Fisiologia  e scienze  afßni  dedicate  al  Prof.  Luigi  Luciani 
nel  25.  anno  del  suo  insegnamento.  Milano  1900. 

Socolow,  Serge,  Corrflations  r^guliferes  supplömentaires  du  Systeme 
plandtaire.  Moscou  1901. 

Voqel,  H.  C.,  Ueber  die  Bewegung  von  a Persei  in  der  Gesichtslinie. 
S.-A.  Berlin  1901. 


— Ueber  das  Spectrum  der  Nova  Persei.  S.-A.  ebd.  1901. 

Weitere  Beobachtungen  über  das  Spectrum  der  Nova  Persei.  S.-A. 

ebd.  1901. 

Der  spectroskopische  Doppelstern  Mizar.  S.-A.  ebd.  1901. 

TUefss,  F.  E.,  On  the  phloem  of  Lepidophloios  and  Lepidodendron.  S.-A. 
Manchester  1901. 
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Zustünde  und  Bewegungen.  St.  Johann  a.  d.  Saar  1901. 
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Die  durch  nachfolgendes  Codicill  von  dem  im  Jahre  1857 
verstorbenen  Leipziger  Bürger  Herrn  Ferdinand  Wilhelm 
Men  de  für  wissenschaftliche  Zwecke  begründete  Stiftung  von 
M.  75000  ist  im  Jahre  1901  der  Kön.  S.  Ges.  d.  Wissensch. 
als  der  testamentarisch  verordneten  Verwalterin  übergehen 
worden. 

Codicill. 

I. 

Was  ich  mittelst  eines  zweiten  Nachtrags  zu  meinem 
Testament,  welchen  ich  am  9.  August  d.  J.  dem  Stadtgericht 
Leipzig  übergab,  den  beiden  Kindern  meiner  seeligen  Schwester 
Julius  Harck  und  Elisen  verehel.  Regierungsräthin 
von  Hübel  in  gewissen  Summen  legatweise  zugedacht  habe, 
das  soll  ihnen  jedenfalls  zu  lebenslänglichem  Zinsengenufs 
dienen. 

U. 

Wer  von  diesen  Beiden  jedoch  etwa  nach  mir  ohne 
Hinterlassung  ehelicher  Descendenz  verstürbe,  aus 
dessen  Nachlafs  soll  binnen  Jahresfrist  vom  Tode  an  die 
Summe  von  Rth.  25,000  — , — , sage  Fünf  und  Zwanzig 
Tausend  Thaler  — , — , zu  dem  weiter  unten  von  mir  even- 
tuell bezeichneten  Stiftungszweck  an  die  eben  da  genannte 
Gesellschaft,  resp.  an  deren  Actor,  von  seinen  Erben  un- 
weigerlich gewährt  werden,  indem  ich  dies  zur  ausdrücklichen 
Bedingung  der  Vermächtnisse  selbst  mache  und  dabei  das 
feste  Vertrauen  zu  meinen  beiden  Verwandten  hege,  dafs  sie 
sich  die  sichere  Erhaltung  der  Lcgaten-Fonds  schon  um  dieser 
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Bedingung  willen  zur  Liebes-Pflicht  machen  werden.  Daher 
enthalte  ich  mich  auch  jeder  Cautionsmaasregel  zu  Gunsten 
der  eventuell  bedachten  Gesellschaft  hier  gänzlich  und  über- 
lasse es  ihrer  völlig  freien  Willkühr,  ob  etwa  und  inwiefern 
sie  sich  der  Sorge  einer  Verlustabwendung  von  ihren  Legaten- 
Fonds,  soweit  ich  darüber  weiter  verfügt  habe,  durch  ge- 
eignete Mittel  entheben  wollen  oder  nicht. 

111. 

Zugleich  lege  ich  aber  auch  meinen  eigenen  Erben  auf: 


a. 

für  den  Fall,  wenn  genannte  beide  Geschwister  Harck  oder 
eines  derselben  vor  mir,  jedoch  mit  Hinterlassung  ehelicher 
Descendenz  versterben  und  sonach  das  ihnen  oder  ihm  be- 
stimmte Legat  sich  erledigen  sollte,  den  nach  Abzug  des  von 
jeder  solchen  erledigten  Legaten-Sumine  abziu-echnenden 
Stiftungsfonds  an  Rth.  25,000  — , — , sage  Fünf  und  Zwanzig 
Tausend  Thaler  — , — , den  hinterlassenen  ehelichen  Nach- 
kommen des  oder  der  Verstorbenen  binnen  zwei  bis  drei 
•Jahren  von  meinem  Tode  ab  als  Vermächtnifs  auszuzahlen, 
den  übrigen  abgerechneten  Theil  des  ursprünglichen  Legats 
aber  an  die  von  mir  untenbenannte  Gesellschaft  im  eben- 
miifsigen  Zeiträume  kostenfrei  zu  gewähren; 

b. 

für  den  Fall  endlich,  dafs  beide  Geschwister  Harck  oder 
eines  vor  mir  ohne  Hinterlassung  ehelicher  Descendenz  mit 
Tode  abgingen,  die  dadurch  erledigte  Legatensumme  ungekürzt 
mit  Rth.  50,000  — , — , iu  gleicher  Frist  oben  dieser  Gesell- 
schaft zu  zahlen  und  zu  überlassen. 

Ich  gründe  nämlich  hiermit  eventuell  eine 

f 

Stiftung 

zu  Förderung  von  Untersuchungen  und  Ent- 
deckungen, welche  zu  einer  genauem  Erkenntnifs 
der  Naturgesetze  oder  durch  deren  Anwendung  zu 
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nützlichen  Erfindungen  führen,  sowie  auch  zu 
Unterstützung  geschichtlicher  und  nationalökono- 
mischer Forschungen  und  Darlegungen  ihrer 
Resultate. 

1. 

Hat  die  Naturforschuug  in  neuerer  Zeit  durch  Beobach- 
tungen und  Versuche,  durch  Messung  und  Berechnung,  so 
Grolses  für  Auffindung  der  Natur  - Kräfte  und  Gesetze  ge- 
leistet, und  hat  diese  Erweiterung  unserer  sicheren  Erkennt- 
nifs  so  erweckend  und  bildend  auf  das  geistige  Leben  und 
bei  ihrer  weiteren  Anwendung  so  fördernd  auf  das  practische 
Leben  und  Wohlsein  eingewirkt,  so  kann  man  die  gewisse 
Ueberzeugung  haben,  für  das  Wohl  des  Menschengeschlechts 
zu  wirken,  wenn  man  diese  Forschungen  und  Entdeckungen 
unterstützt,  sowie  deren  Anwendung  auf  das  practische  Leben 
erleichtern  hilft. 

Dies  ist  zwar  schon  vielfach  durch  Begründung  von 
Lehranstalten,  wissenschaftliche  Sammlungen,  Preifsaufgaben, 
Stipendien  und  gelelirten  Gesellschaften  geschehen,  es  mangelt 
aber  gar  sehr  an  Stiftungen,  durch  welche  vielversprechende 
naturwissenschaftliche  Forschungen  und  zu  hoffende  wichtige 
Entdeckungen  mittelst  Geldunterstützung  zu  Stande  und  Tage 
gefördert  werden  können,  indem  es  aufserdem  an  den  nöthigen 
Mitteln  zur  Ausführung  felden  würde.  Andererseits  kann  uns 
geschichtliche  sowohl  als  nationalökonomische  Forschung  imd 
Darlegung,  wenn  sie  auf  das  practische  Leben  der  Völker 
gerichtet  werden,  lehren,  durch  welche  Sitten  und  Thaten  die 
Wohlfahrt  der  Nationen  befördert  oder  zu  Grunde  gerichtet 
worden  ist  und  welcher  künstlichen  und  naturgemäfsen  Staats- 
einrichtungen und  Maafsnehmungen  es  bedürfe,  um  in  culti- 
virten  und  zugleich  übervölkerten  Ländern  Arbeitslosigkeit 
und  Mangel  am  Nöthigen  von  den  Aermern  abzuwenden. 

Was  die  frühere  Geschichte  hierüber  uns  lehrt,  das  ist 
sorgfältig  mit  dem  zu  vergleichen,  was  die  von  verschiedenen 
Nationen  in  der  neuesten  Zeit  gemachten,  durch  Statistik  und 
Zahlenaugaben  genauer  bestimmten  Erfahrungen  hierüber 
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schlicrsen  lassen,  soweit  sie  in  nationalökonomischen  oder 
statistischen  Schriften  niedergelegt  und  geordnet  zusammen- 
gestellt sind. 

Auch  diese  Forschungen  in  beiderlei  Richtung  erfordern 
viel  Zeit  imd  starke  Mittel  zu  Herbeischaffung,  Prüfung  und 
umsichtiger  Benutzung  zahlreicher  Quellen  und  Urkunden, 
machen  sogar  bisweilen  Reisen  unerläfslich. 

Durch  meine  Stiftung  sollen  nun  dergleichen  gediegene 
Forschungen  und  wichtige  Entdeckungen  in  beiderlei  Be- 
ziehung, wenn  sie  wegen  Mangels  an  den  nöthigen  Hülfs- 
mitteln  nicht  wohl  fortgesetzt  und  zur  Ausführung  gebracht 
werden  können,  von  einer  Gesellschaft  einsichtsvoller  Männer, 
welche  sich,  da  nöthig,  besonderer  Sachverständiger  als  Bei- 
rath auf  Kosten  der  Stiftung  bedienen  mögen,  gründlich  ge- 
prüft und  wenn  sie  der  Unterstützung  als  wichtig  und  viel- 
versprechend wirklich  werth  befunden  worden,  mit  Geld  unter- 
stützt werden. 

2. 

Eine  solche  Aushülfe  soll  einem  Jeden  zu  Theil  werden 
können,  wes  Standes  und  Vaterlandes,  welcher  Religion  er 
sein  möge,  wenn  seine  Arbeiten,  Pläne  oder  Entdeckungen 
beweisen,  dafs  er  die  Fähigkeit  zu  solchen  Leistungen  be- 
sitze und  etwas  Geistig-Neues  im  Werk,  etwas  der  Mensch- 
heit Nützliches  erfunden  oder  aufzudecken  habe,  oder  zu 
jiractischer  Anwendung  zu  bringen  im  Stande  sei. 

Es  werden  zu  diesem  Zwecke  der  Königl.  Sächsischen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  hier  und  insbesondere  ihrer 
mathematisch  - physischen  Classe  diejenigen  Fonds  eventuell 
überwiesen,  welche  nach  Obigem  unter  II  bei  dem  erst  nach 
meinem  Ableben  etwa  ohne  Hinterlassung  ehelicher  Descendenz 
eintretenden  Tod  eines  oder  beider  Geschwister  Harck  aus 
deren  Nachlassen  durch  ihre  Erben  von  den  übernommenen 
Legaten  an  je  Fünfzig  Tausend  Thalem  — , — , sage  50000  Kth. 
— , — , zurückzugewähren  sind,  ingleichen  diejenigen  Summen, 
welche  nach  Vorstehendem  unter  III  in  den  Fällen,  wenn 
die  Legatare  eines  oder  beide  vor  mir  ad  a mit  — oder  nd 
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h ohne  eheliche  Descendenz  verstürben,  von  meinen  eigenen 
Erben  an  die  nun  genannte  Gesellschaft  als  Stiftungs-Fonds 
gezahlt  werden  sollen. 

3. 

Das  Stiftiingseapital  ist  unangreifbar,  und  zu  sicherster 
Verwahrung  dahin  gehöriger  Etfecten  und  Documente  sowie 
Gelder,  ingleichen  zur  Verwaltung  ist  eine  Behörde  im  Inlande 
zu  vermitteln,  welche  sich  der  Miihwaltuug  und  Garantie  gegen 
die  Gebühr  unterzieht,  und  die  Anträge  der  mathematisch- 
physischen  Classe  und  derjenigen  zuznziehenden  Mitglieder 
der  Königlichen  Gesellschaft,  welche  die  Geschichte  und  resp. 
Staatsökonomie  vertreten,  ausgeführt,  sie  mögen  nun  Sicher- 
stellung der  Stiftung,  Revision  der  Rechnungen,  Anlegung 
der  Fonds  oder  stiftungsmäfsige  Verwendung  der  Zinsen  oder 
andere  Beaufsichtigung  der  Stiftung  betreffen.  — Jedoch 
sollen  nach  meinem  WiUen  der  Staat  und  dessen  Organe 
keinen  Einflufs  auf  die  Verwendung  und  resp.  Ansammlung 
der  Zinsen  oder  auf  die  Verw^altung  ausüben,  weniger  noch 
die  Fonds  an  sich  nehmen. 

4. 

Die  Executirung  der  Anträge  von  den  betreffenden  Per- 
sonen wird  Sache  der  Behörde  sein.  Aber  der  Actor  der 
Stiftung  — ein  in  Verwaltungen  bewährter  Jurist  — soll 
die  Rechte  und  das  Interesse  derselben  nach  aufsen,  gleichwie 
auch  bei  Anlegung  und  Einziehung  der  Fonds  deren  Sicher- 
heit gewahren,  bei  Prüfung  der  Stiftungsrechnungen  und 
Negocirung  von  Geldern  zugezogen  werden  und  alle  etwaigen 
Iiiconvenienzen  und  Nachtheile  abzuwenden  bemüht,  aber 
auch  ermächtiget  sein,  diejenigen  verantwortlich  zu  machen, 
welche  der  Stiftung  oder  ihren  Fonds  durcli  offenliare  Ver- 
schuldung Eintrag  thaten. 

Die  Wahl  des  Actors  steht  der  Gesellschaft  zu. 


5. 

Die  Zinsen  des  Stiftungscapitals  sollen  zu  zwei  Drit- 
theilen  zur  Unterstützung  von  Untersuchungen  und  wichtigen 
1901.  c 
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Entdeckungen  im  Gebiete  der  allgemeinen  Naturlehre  (Physik), 
der  Chemie  und  Physiologie,  auch  von  Arbeiten  zur  Belorde- 
nmg  der  zum  Wohl  der  Menschen  dienenden  Anwendung 
der  Naturgesetze  auf  die  Erreichung  technischer  und  ökono- 
mischer Zwecke,  zu  einem  Drittheil  hingegen  auf  geistreiche 
Forschungen  und  Darlegungen  im  Gebiet  der  Geschichte  und 
Staats  Oeconomie  verwendet  werden,  in  der  Art,  wie  ich  schon 
oben  angedeutet  habe. 

6. 

Diese  Verwendung  soll  blos  dann  geschehen,  wenn  sich 
in  einem  dieser  Fächer  eine  dem  angegebenen  Zwecke  ent- 
sprechende Gelegenheit  zur  Zinsenvergebui^  findet.  Ist  dies 
nicht  der  Fall,  so  sollen  die  Zinsen  — wenn  auch  auf  mehrere 
Jahre  — zum  Capital  geschlagen  werden,  jedoch  mit  der 
Bestimmung,  dafs,  wenn  es  in  besonderen  Fällen  wtinschens- 
werth  ist,  eine  die  jährlichen  Zinsen  übersteigende  Summe 
zu  Unterstützimgen  zu  verwenden,  dieselbe  aus  dem  durch 
Ansammlung  von  Zinsen  gebildeten  Capitale  oder  aus  den 
Zinsen  auf  mehr  als  ein  Jahr  vervollständiget  werden  können. 

7. 

Die  Gesellschaft  wird  die  Gesuche  um  Unterstützung  durch 
die  in  jedem  einzelnen  Falle  competenten  Mitglieder  der  be- 
treffenden Classe  und  da  nöthig  unter  Zuziehung  Sachver- 
ständiger z.  B.  Mechaniker  und  anderer  Teclmiker  gründlich 
prüfen  und  durch  erforderte  Vorlagen  erörtern  lassen,  ob  mit 
höherer  Wahrscheinlichkeit  ein  guter  Erfolg  von  der  Unter- 
stützung einer  Arbeit  oder  Untersuchung  und  Entdeckung  zu 
erwarten  stehe,  oder  nicht,  und  nur,  wenn  das  Urtheil  der 
betreffenden  Classe  und  Sachverständigen  günstig  ausfällt, 
beschliefsen,  ob  und  inwieweit  Unterstützung  gewährt  werden 
soll.  Der  Petent  und  resp.  Empfänger  aber  ist  verpflichtet, 
der  betreffenden  Gesellscbafts-f'lasse  den  Erfolg  seiner  Unter- 
suchung oder  Arbeit  zu  berichten  und  Nachweisungen  zu 
geben.  — Berechtigt  der  Erfolg  zu  weiteren  Erwartungen,  und 
erfordert  die  Vollendung  des  Werks  fernere  linterstützung, 
so  kann  solche  bewilliget  werden. 
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8. 

Ist  die  Prüfung  der  Gesuche  und  Beurtheilung  der 
Leistungen  oder  Erfindung  mit  Aufwand  von  Zeit  und  Mühe 
verbunden,  so  sind  diejenigen  Mitglieder,  welche  sich  der- 
selben speciell  unterzogen,  auf  billige  Weise  aus  den  Zinsen 
der  Fonds  zu  honoriren  und  entschädigen,  also  ist  ihnen  aller 
haare  nöthige  Aufwand  jedenfalls  zu  erstatten. 

Die  Honorirung  des  Actors  erfolgt  ebenfalls  ans  den 
Zinsen  dieser  Fonds,  da  nöthig  nach  vorgängiger  Feststellung 
seiner  Liquidation  durch  das  Universitätsgericht  oder  eine 
andere  Behörde. 

f). 

Die  Stiftung  soll  für  immer  meinen  Namen  führen  und 
ist  mit  keiner  anderen  zu  vermischen. 

Dies  ist  mein  wohlüberlegter  Wille,  dessen  gute  Absicht 
man  nicht  verkennen  und  welcher  segensreiche  Folgen  füf 
die  Menschen  haben  möge! 

Leipzig,  den  1".  December  1856. 

(L.  S.)  Ferdinand  Wilhelm  Mende. 
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